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Вопросы алгоритмической размерности алгебраических систем при­
влекали внимание многих авторов (см. [1 — 11:]). Основной задачей это­
го направления исследований является проблема алгебраической харак-
теризации систем различных алгоритмических размерностей. В связи 
с этим интересен вопрос о возможной алгоритмической размерности си­
стем в стандартных классах. С. С. Гончаровым в ;[1] впервые были най­
дены примеры неавтоустбйчивых алгебраических систем конечных ал­
горитмических размерностей, а в [3] построена 2-ступеино разрешимая 
неавтоустойчивая группа конечной алгоритмической размерности и пока­
зано, что абелева группа может быть либо автоустойчивой, либо беско­
нечной алгоритмической размерности. Вопрос о возможной алгоритми­
ческой размерности нильпотентиых групп оставался открытым. 

В настоящей работе показывается, что существуют 2-ступенно ниль-
потентные группы любой алгоритмической размерности. Соответствую­
щая конструкция сначала была предложена С. С. Гончаровым, а затем 
на ее основе Н. С. Романовский и А. В. Молоков независимо построили 
примеры 2-ступенно нильпотентиых групп без кручения и периодиче­
ских периода 4 или р (р — простое, р>2), которые имеют заданную 
алгоритмическую размерность. Эти примеры излагаются ниже. 

Основные определения, которые мы будем использовать, можно най­
ти в книгах: по теории групп—[12, 13], по теории конструктивных мо­
делей — [14] и по теории рекурсивных функций — [15]. 

§ 1. Предварительные сведения 
о 2-ступенно нильпотентиых группах 

1.1. Напомним, что если G — нильиотентная группа, то совокупность 
элементов, порождающих G по модулю коммутанта G', является систе­
мой порождающих всей группы G. 

Пусть F — свободная 2-ступенно нильпотентпая группа с базой 
{xi l i e / } , Где / — упорядоченное множество. Отметим, что / " я в л я е т с я 
свободной абелевой группой с базой {[xi: х,] I i < /, i, j e / } . Обозначим 
через Ж класс групп вида F./R, где R^F'. Этот класс состоит в точно­
сти из таких 2-ступенно нильпотентиых групп, у которых фактор-группа 
по; коммутанту—свободная абелева группа. Пусть G^J£ и Н—под­
группа из G, определим число гв (И) равным рангу абелевой груп­
пы HG'/G'. 

Пусть А, В — 2-ступенно нильпотентиые группы. Обозначим через 
А ° В 2-ступегшо нильпотеитное произведение этих групп, т. е. группу, 
заданную в многообразии 2-ступенно нильпотентиых групп при помощи 
объединения систем образующих элементов и определяющих соотноше­
ний групп А и В. Группы А, В каноническим образом вкладываются 
в качестве подгрупп в А°В, Легко проверить справедливость следующе­
го утверждения. 
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Лемма 1. Пусть А, В^Ж, G = A°B, {a{ l i e / } — база А по моду­
лю А', {Ь, I / <= Л — база В по модулю В'. Тогда {а(, b}\ i<= I, ] <= Л — 
база G по модулю G' и имеется разложение G' — А' ХВ' ХС, где С — 
свободная абелева группа с базой {[ац Ъ^ I i е /, / е / } . 

1.2. Пусть /с 3? 1 и Л — свободная абелева группа ранга к с некото­
рой фиксированной базой {аи ..., ak). Пусть В е Х и в В имеется под­
группа С, являющаяся свободной 2-ступенно нильпотентнои группой 
с базой {с, I / е Л. Предположим, последнее множество дополняется эле­
ментами b{ (i^I) до базы В по модулю В'. Рассмотрим группу G = 
— B°AJ[ai, С] и обозначим ее также через (В, (С, А)>. Очевидно, что 
В и А вкладываются в G в качестве подгрупп. По лемме 1 можно ут­
верждать, что G' разлагается в прямое произведение подгруппы В' и 
свободной абелевой группы D с базой {[Ь{, at], [ch am] I i ̂  I, j e /, 1 s£ 
< I s£ к, 2^тп<к}. Отметим, что централизатор элемента ах в G ра­
вен CAG'. 

Лемма 2. Если Н — абелева подгруппа из G и га (Н) >Ъ, то Н либо 
содержится в BG'', либо в AG'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, и пусть Н — соот­
ветствующий контрпример. Без ограничения общности можно предпола­
гать, что Н э G'. Отметим, что каждый элемент группы G по модулю 
коммутанта G' однозначно представим в виде канонического произведе-

а) ah j . г. 
ния «1 . . . аи -о-с, где о — некоторое упорядоченное произведение сте­
пеней элементов Ъ{, с — упорядоченное произведение степеней элементов 
Cj. Выберем в Н канонический элемент hi такой, что fc1=a1

1 . . . ар
р-Ъ-с, 

где р максимально с условием аР Ф О и число ар минимально по абсо­
лютной величине среди возможных. Тогда можно предполагать, что Н 
по модулю G' порождается каноническими элементами hi, h2, ..., при­
чем в разложениях h%, h%, ... не участвуют элементы ah I>р. Пусть 

a, a. , 
h2 = ах ,.. as 'О -с , s<p. 

Предположим сначала, что р > 1. Тогда если Ь' Ф 1 или с' Ф 1, то 
[h\, h2] = и • v, где и ^ В', i ; e f l , и можно утверждать, что элемент v 
отличен от 1, так как в его записи по базе группы D будет участвовать 
коммутатор вида [Ь{, ар] или [с3-, ар]. Это противоречит коммутативно­
сти Н. Следовательно, hi, Ы, . . , e i . Так как г0(Н)>3, то по крайней 
мере один из элементов h2, /гз, . . . зависит от некоторого ah где I > 1. 
Пусть это будет h2, т. е. s > l , а3фО. Поскольку hi<£AG', то либо 
ЬФ1, либо с Ф 1. В этом случае снова можно показать, что [hi, h2] Ф 1. 
Опять приходим к противоречию с коммутативностью Н. 

Пусть р = 1, т. е. h1 = ai
1-b-c, ауФ 0, а элементы й2, ^з, ••• лежат 

в В. Если h2 — b'-c' и 6' т̂  1, то в разложении коммутатора {hi, h2] 
встречается множитель вида [аь Ъ^а и потому [hu h2] Ф 1. Значит, можно 
утверждать, что fe2, из, ... .е=С. Но тогда rG(H f\C)> 2. Откуда ввиду то­
го, что С — свободная 2-ступеино нильпотеитная группа, следует, что 
Н П С — неабелева группа. Полученное противоречие доказывает лемму. 

1.3. Пусть В^Ж и С\, ..., Cs — подгруппы из В, являющиеся сво­
бодными 2-ступенно нильпотентными группами, а объединение их баз 
дополняется до базы В по модулю В'. Рассмотрим различные натураль­
ные числа ki, ..., k2s (kt>3), а также для каждого i свободную абелеву 
группу Ai с фиксированной базой {а^,, ..., ah.J. Образуем группу G = 
- <В, (Си А,), (Си А2),..., (С., A2s-i), (С., Аи) >• 

Лемма 3. Предположим, что в В нет максимальных абелевых под­
групп, которые по модулю В' имеют ранг, равный какому-либо из чи­
сел к(. Тогда 

1) подгруппа C{G' состоит в точности из тех элементов, которые, 
централизуют ai,2«-i и ai,2i, 
6* " 
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2) если ф — автоморфизм группы G, то a^jcps^ajimod G', 
3) подгруппы AtG', CtG' характеристичны в G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение очевидно, так как цент­

рализатор элемента ai,2>-i в G равен CiAzi-iG', а централизатор элемен­
та ая, 2« равен CiA2iG'. 

Согласно лемме 2 в G существует единственная максимальная абе-
лева подгруппа, которая по модулю G' имеет ранг к(, это AiG'. Значит, 
AiG' — характеристическая подгруппа. Циклическая подгруппа, порож­
денная элементом а\_ t, помноженная на G', характеризуется как сово­
купность элементов из Afi', централизаторы которых больше множества 
AiG'. Очевидно, что эта совокупность должна быть автоморфно допусти­
мой. Отсюда аЬгф = af-,i mod G'. Тогда из п. 1 получается, что всякая 
подгруппа CiG' является характеристической. Лемма доказана. 

1.4. Следующие два утверждения легко проверяются. 
Лемма 4. Рассмотрим группу G, заданную в многообразии 2-ступен-

но нильпотентных групп с помощью образующих элементов а, Ъ, хп 
(п е N) и определяющих соотношений [а, хп]=[Ь, хп+\] (n^N). Тогда 
если х е гр (хп I п е N) и [а, хп] = [Ь, х], то х = хп+\ mod G'. 

Лемма 5. Пусть группа G задана в многообразии 2-ступенно ниль­
потентных групп с помощью образующих элементов с, d, yn, un (n e N) 
и определяющих соотношений [уп, ип] — 1, [уп, с] = [уп+\, с], [ип, d] — 
— [un+i, d] (гае JV). Тогда если г/ е= rp(z/Jra GE JV), и•<= тр(ип\п•<= N), у Ф 1, 
и Ф 1 и [у, и]==1, то для некоторого п имеем г / е гр(г/ге), к е г р ( » „ ) ; 
если, кроме того, [у, с] = [г/о, с], [и, d] = [uo, d], то у = у„, и^ u„modG'. 

1.5. Пусть Ж 2 обозначает класс 2-ступенно нильпотентных групп, 
у которых фактор-группа по коммутанту имеет период 2 (в таких груп­
пах коммутант также имеет период 2), Жр— класс 2-ступенно нильпо­
тентных групп периода р (р простое, р>2). Тогда в этих классах най­
дутся аналоги конструкций и утверждений, которые мы в предыдущих 
пунктах рассматривали для класса Ж. 

§ 2. Основная теорема 

Предложение. Для любого бесконечного вычислимого семейства S 
рекурсивно перечислимых мноокеств существует 2-ступенно нилъпотеит-
ная группа G такая, что имеется алгоритм построения по любой одно­
значной вычислимой нумерации ч семейства S конструктивизации vT 
группы G, при этом vT неавтоэквивалентна vT, тогда и только тогда, 
когда f и у' — неэквивалентные нумерации и для любой конструктивиза­
ции v группы G существует нумерация у такая, что v и vT автоэкви­
валентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим семейство S рекурсивно перечис­
лимых множеств и вычислимую однозначную нумерацию f семейства S*, 
где S* — {s*\s e S} и s* — {c(n, k)\n^s, k^N). Определим строго вы­
числимое семейство конечных множеств {^(п)\п, t е N] такое, что 
U у(ге) = 7(ге), f(n) = 0 и \f+1(n)\f (п) 1 «5 1 для любых п, t^N. 

З а м е ч а н и е . Если у — однозначная вычислимая нумерация S, то 
1*(п)^= {с(к, I) |к е -у (га)} — однозначная вычислимая нумерация S*, 
если ^ — однозначная вычислимая нумерация S*, то rf(n) = {k\^(n) e 
^с(к, 0)} — однозначная вычислимая нумерация S. 

В силу замечания имеем однозначное соответствие между однознач­
ными вычислимыми нумерациями семейств S и S*, а •lYî Tf2> если и 
только если Чг^Тг - Отсюда. S и S* обладают одним и тем же числом 
неэквивалентных однозначных вычислимых нумераций. Поэтому в даль­
нейшем мы будем работать с семейством S и его вычислимой однознач­
ной нумерацией "f> предполагая, что для S выполнено свойство: если 
с(п, l ) e s из S, то для любого натурального числа m элемент с(п, т) 
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также лежит в s. Без ограничения общности мы можем считать, что лю­
бое натуральное число лежит в одном из элементов S. Если это не так, 
то можно добавить к семейству S множество N, и S U Ш) будет обла­
дать теми же свойствами. 

Пусть 4 E I V 3 такое, что 
А = {с3 (га, t, ft) 17 ,+I (n) \f (га) = {ft}, n, t, ft e Л/}. 

Это множество рекурсивно перечислимо, не пусто и бесконечно. Поэтому 
существует рекурсивная функция /т: N -+ N такая, что /т отображает N 
взаимно однозначно на с3(А), где с3: N -*• iV — взаимно однозначная ну­
мерация всех троек натуральных чисел [15]. 

Построим теперь искомую группу G = G-,. Пусть группа В задана 
в многообразии 2-ступенно нильпотентных групп с помощью образую­
щих элементов а, Ъ, с, d, хп, уп, z„, un, v„ (га e N) и определяющих 
соотношений 

[х„, а] = [хп+и Ъ], [уп, Ып]= 1, [z„, y j = l, [z/„, с] = [у„+ ь с], 
![z„, d] = [zn+1, d], [м„, d] = [w„+i, d], [УП, с] = [y„+i, с], 

здесь гае TV, [xk, ws] = l и [y„ z„] == 1, если для некоторого t имеем 
/T(s)=c3(ra , *, ft). 

Лемма 6. Если Н — абелева подгруппа из В, то гв(Н)<2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное. Тогда найдется 

такое число q, что в группе Вч, которая задана образующими элемен­
тами а, Ъ, с, d, x„, yn, z„, un, vn (Kn^q) и определяющими соот­
ношениями 

[Х„, Я J = 1, [Хп, 0\ = 1, [Хп, У\\ = 1, . . ., \Хп, Уя\ = 1 » 
[Уп, щ] = 1, . . . , [yn, y j , [yn, Zi] = 1, . . . , [yn,. ze] = 1, 
[z„, yi] = 1, . . . , [z„, у,] = 1, [w„, c] = 1, [vn, c] = 1, 

[z„, d ] = 1, [ы„, d] = 1, 

где 1 < га < q, существует абелева подгруппа Е такая, что rBq (Е) ^ 3. 
Группу Bq можно получить последовательной процедурой, исходя из 
свободной 2-ступенно нильпотентной группы с базой {х\, ..,, xq}, добав­
ляя на каждом шаге по одному образующему элементу и одной системе 
определяющих соотношений в том порядке, как эти соотношения у нас 
выписаны. Это дает возможность применить лемму 2, с помощью кото­
рой получается, что абелевой подгруппы Е с условием г в (Е) ^ 3 не 
должно существовать. Лемма доказана. 

Рассмотрим в В следующие подгруппы, являющиеся свободными 
2-ступенно ийльпотентными группами: 4 = г р ( а ) , 5 = гр(Ь), С = гр(с), 
D = rp(d) , Хо==гр(ж0), X = r p ( x J r e e i V ) , Y = rp(z/Jra е= JV), Z = 
= rp(zjra e JV), U = гр(и„|га е N), V = гр(у„|га е N). Сопоставим этим 
группам соответственно пары натуральных чисел (k\, k2), . . . , (ftig, /«го), 
где fti > 3, kt'¥= kj при i ^ / . Возьмем для каждого ft, свободную абелеву 
группу Л ; с фиксированной базой {%,{, ...,a.hi,i] и при помощи конст­
рукции, описанной в п. 1.2 и 1.3, определим группу 

G,= <B, (A,Ai), (А,А2),..., (V,AW), (V,A20)>. 

Конструктивизацию построенной группы зададим следующим обра­
зом. Группа G-, у нас фактически описывается с помощью множества 
образующих элементов М = \а, Ь, с, d, xn, yn, zn, un, vn, сц,. I га е JV, 1 ^ 
^ ^ ^ % 1 ^ / ^ 2 0 } и некоторой системы определяющих соотношений. 
Рассмотрим ее каноническое представление в виде фактор-группы FJR-,, 
где F — свободная 2-ступенно иильпотентная группа с базой М. Пусть 
v — гёделевская нумерация элементов группы F. Определим конструкти­
визацию vT группы Gb полагая v^(n)^v(n)R^. 
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Лемма 7. Если fi и у 2 — две однозначные вычислимые нумерации 
семейства S, то группы Gy и Gy^ изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим взаимно однозначное отображе­
ние h множества N на N такое, что Yi(w) = °i2(h(n)). Для любой пары 
(I, п) с условием 1^^\(п) существует тройка (и, t, l) такая, что Z e 
е 7i X (n)\yi(n)- Так как l<=4i(n) = 42(h(n)), то найдется тройка (h(n), 
t', I), для которой 1<^ч% +1(h(n))\y\(h(n)). Определим функцию г|), пола­
гая ty(s) = s', если из равенства /v (s) = с3 (п, t, I) следует /Tg(s') = 
= с3 (h(ri), f, I). Эта функция является взаимно однозначным отобра­
жением N на N. Искомый изоморфизм Gy -> GV2 задается на порожда­
ющих элементах следующим образом: 

а~+а, Ъ-+Ъ, с-+с, d-*-d, хп-+хп, уп~^у^(п), 
Zn-+Zh(n), un-:>-uql(n),vn-+vh(n), aij-+aij 

(n^N, Ki<kh 1 < / «£ 20). 

Лемма доказана. 
Отметим, что при доказательстве леммы изоморфизм Gy —>Gy^ стро­

ится эффективно относительно отображения h. Поэтому выполняется 
Лемма 8. Если fi и *[2— эквивалентные однозначные вычислимые 

нумерации семейства S, то vy. и vy^ автоэквивалентны. 
Лемма 9. Для любой вычислимой нумерации f семейства S нумеро­

ванная группа (G, vT) конструктивна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно проверить, что отношение ра­

венства разрешимо на номерах элементов группы G. Это эквивалентно 
разрешимости проблемы равенства единице элементов vT(re). Последнее 
имеет место, так как для любой подгруппы Н, порожденной конечным 
подмножеством множества данных образующих М группы G, может быть 
эффективно построена конечная система определяющих соотношений, 
а в конечно-порожденных нильпотентных группах, как известно, пробле­
ма равенства разрешима. Лемма доказана. 

Для любой группы G (в том числе и для нашей), представимой 
в виде F/R, где F — свободная 2-ступенно нильпотентная группа с базой 
М и Rs=F', верна 

Лемма 10. Любое отображение М -*• G, тождественное по модулю G', 
продолжается до автоморфизма группы G. 

Лемма 11. Если v — конструктивизация группы G, то существуют 
рекурсивные функции ох, о„, az, au, о\, и перестановки р, q множества N 
такие, что 

•v(Ox(n)) = xn, v{<3v{n)) = yHn), v(oz(n)) = zq(n), 
v(<т„(re)) = ипп), v(av(n)) = vq(n)modG'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Wi обозначает v-номер элемента m 
из М. Тогда полагаем ах(0) = хо, ож(га + 1 )= u.Z([v(Z), a\ n ]= l&[v(Z) , 
ai,i2] = l&[v(Z), 6] = [v(a,(n)),a]). 

Двуместную функцию (ау, ои) (п) = (ау(п), аи(п)) определим так: 
(a„, .a„)(0) = (jfo, й0), (о„, а„) (ге + l) = (ui, ur)([v(Z), ак ,3] = 1 & [v(Z), 
ai, i j = 1 & fv (r), fli.i7] = l&[v(r ) , о,, i8] = l&l[v(Z), c] = fj/0, c]&[v(r), 
d] = [uo, d]& & [v(Z), v(ay(k))]¥= 1). Аналогично определяется двумест-
ная функция (GZ, a„). ТОТ факт, что построенные функции будут удов­
летворять необходимым условиям, следует из лемм 3—5. Лемма 
доказана. 

Отметим, что подгруппа, порожденная в группе G элементами ж„, 
уп, zn (n^N), в терминах данных порождающих задается определяю­
щими соотношениями: [xh, ys] = 1 и [ys, z„] = 1, если для некоторого t 
имеем /T(s) = c3(re, t, k). Отсюда следует 
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Лемма 12. Для данных кип существует s такое, что [xh, г/Л = 1 и 
[уг, z„]= 1, в том и только том случае, если /се f (re). 

Лемма 13. Если v — коиструктивизация группы GT, то существует 
однозначная вычислимая нумерация у' семейства S такая, что v и лу 
автоэквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функции о"х, о"у, o"z, Out о*и ^ пе-
рестановки р, q, построенные в лемме 11. Определим семейство рекур­
сивно перечислимых множеств S' и его вычислимую, нумерацию ч', 
полагая 

Y(n)=~{№s(lv(ox(k)), v(ov(s))] = l&[v(o a (s)) , v(o z(re))]=l)}, 
S' = {"f'(re)|reejV}. 

Напомним, что \(ax(k)) = xk, v(a„(s))= г/р(5), v (o2(re) ) = ze(K) mod G'. По­
этому "i'(n)~{k\^s([xh, yp(s)] = 1 & [yPW, zg(„,] = l)}. Так как р и g — 
перестановки множества N, то из леммы 12 непосредственно получаем, 
что т ' ( п ) = = Т(?( я ) ) - Но тогда S'= S и f'— вычислимая нумерация се­
мейства S. Определим по у' конструктивизацию \ у группы Gy<. 

Рассмотрим следующее отображение M-*-Gy: 
xn~*v(ax(n)), Уп-*у{ау{п)), zn->v(az(n)), 

w„-*-v(au(re)), vn-+v(ov(n)) (reeiV), 
m-+ m для остальных элементов m ^ M. 

Очевидно, что это отображение определяет изоморфизм ty: Gv->-Cv/. 
Из рекурсивности функций о*, ау, ог, аи, о„ следует, что существует ре­
курсивная функция I такая, что г|з (vv/ (re)) = v (g (re)). Лемма доказана. 

Лемма 14. Пусть конструктивные группы (GVi, v v J it (GVa, vvJ pe-
курсивно изоморфны. Тогда f I и ]2 — эквивалентные нумерации. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть я|з — рекурсивный изоморфизм первой 
группы во вторую и | — рекурсивная функция такие, что i|)VVi = v?2£. 
По лемме 3 подгруппы А, В, С, D, Хо, X, Y, Z, U, V характеристичны в G. 
Отсюда а|)(пг) = иг*1 modG', где те {а, Ь, с, d, XQ). Предположим по ин­
дукции, что г|з (хп) ^a;nXmodG'.Тогда из соотношений группы G имеем 
[хп, a]t=[ty(xn+i)±l, Ь]. Ввиду леммы 4 получаем i|)(;c,i+i) = x„+imodG'. 

Так как \\p(zn)^ZG', \\>(vn)^VG' и b[)(z„), ^(vn)] = l, то в силу 
леммы 5 я|з (z„) == z ^ ) , г|э (vn) == и , ^ mod G' для некоторой перестановки 
q множества N. Из рекурсивности изоморфизма \|) следует рекурсивиость 
перестановки д. Поскольку ri2{n) = ^\(q(n)), то fi и Tz — эквивалентные 
нумерации. Лемма доказана. 

3 а м е ч а н и е. Если в определение группы G добавить соотноше­
ния тр = 1, где р — простое число и т е М, то получим группу из клас­
са Х Р (см. п. 1.5), для которой также имеют место основные лем­
мы 7 - 9 , 13, 14. 

Теорема. Для любого п (IscresSco) в классах Ж и ЖР существуют 
группы алгоритмической размерности п. 

Действительно, рассмотрим семейство рекурсивно перечислимых 
множеств Sn, имеющее точно п неэквивалентных однозначных вычисли­
мых нумераций. Такие семейства построены в [1, 2]. По этому семейству 
в соответствующем классе построим группу G, которая будет искомой. 
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