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Классическая теорема Юнга утверждает, что, если 
1/г + 1 = Ир + 1/д, то оператор свертки ограниченно 
действует из Lp X Lq в Lr. Хермандером [1] было дока­
зано, что, если р ^> г, то не существует операторов, ин­
вариантных относительно сдвига, отличных от нулевого 
и ограниченно действующих из Ьр в Lr. В частности, если 
р ^> г, то нет ненулевых операторов свертки, ограни­
ченно действующих из Ьр в Lr. С. Г. Крейном и Е. М. Се­
меновым было показано (см. [2]), что если симметричное 
пространство Е и измеримая функция ф таковы, что 
|| от/ ||я = о (t1"^) при t ->- 0 и || Gt \\Е = о (t) при t ->- оо, 
то оператор свертки ограниченно действует из 2£ X М (ф) 
в пространство F, где || x\\F = \\ х** (t) Гхф (t) \\E- Естест­
венно возникает задача: как должны быть связаны между 
собой симметричные пространства Ех и Е2, чтобы сущест­
вовал ненулевой оператор свертки, ограниченно действую­
щий из Ег в Е2? Постановка такой задачи является новой 
и для пространства Lv. В шкале пространств Ьр решение 
этой задачи вытекает из теоремы Юнга. Действительно, 
если р <С г, то 1 ^>Ир — Иг ^> 0. Обозначим через q >̂ 1 
такое число, что Ир — 1/г = 1 — 1/д. Тогда из теоремы 
Юнга следует, что оператор свертки ограниченно дейст­
вует из Ьр в Lr с ядром К Ег Lq. 

В классе симметричных пространств эта задача была 
решена в работе автора [3]. Естественным продолжением 
является задача: как должны быть связаны между собой 
три симметричных пространства Ег, Е2, Е3, чтобы интег­
ральный оператор свертки ограниченно действовал из 
Ег X Е3 в Е2? 
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Приведем необходимые определения. 
О п р е д е л е н и е 1. Банахово пространство Е из­

меримых на [0, а] функций называется симметричным, 
если: 

1) из | х (t) | < | у (t) | почти при всех t <Е=? [0, а] и 
у f~ E вытекает || х \\Е < \\у ||Е; 

2) из равноизмеримости х (t) и у (t) следует \\ х \\Е = 
= I! У \\Е- ЧИСЛО а может быть конечным или бесконечным. 

О п р е д е л е н и е 2.. Пространства Лоренца и Мар-
цинкевича определяются так: 

Ш = {х(фх1н = §х*ЮЩЪ<°°}> 

•М (ф) = \х (t) I sup --L- Vx* (t) &t < ool, 

где ф (t) и г|) (it) — возрастающие вогнутые на [0, а] функ­
ции. 

О п р е д е л е н и е 3. Оператор растяжения ох (по­
добного преобразования аргумента см., например, в [2]) 
определяется так: 

{ х(—), если т^>1, 0<^£<^а, 

О, если т < [ 1 , т - а ^ ^ ^ а . 
О п р е д е л е н и е 4. Индексы Бойда (см., например, 

f2, 3]) аЕ и (3̂  определяются так: 

a , = l i m . l n " ^ « ^ 
Т-*+0 1 П Т 

Т->оо 1ПТ 

Операция ** определяется следующим равенством: 
х** (t) = — \ ж* (5) ds, где л;* (t) — перестановка | ж (t) | 

Jo 
на [0, а] в убывающем порядке. 

Оператор свертки с ядром К (t) определяется так: 

К К (t — s) x (s) ds, a < £ , 

(J K(t — s)x(s)As, 0 < * < a . 

Для решения указанной задачи нам понадобятся вспо­
могательные утверждения. 

Tx(t) = 
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ЛЕММА 1. Пусть симметричные пространства Ег 
и Е2 таковы, что \\ огц \Ех ЕЕ Е2. Тогда справедливо вложе­
ние Ei CZ Ец v где || х \\Е = -|| х** \\Ei. В частности, 
ЕгаЕ2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Получаем || х** (t) || <; 
< сг || Oytx* \\El < сг || o1/t \\El || x \\Et. Пользуясь монотон­
ностью нормы в Е2, получаем || я** ||я2 <; с2 || х \\El. Лемма 
доказана. 

З а м е ч а н и е 1. Утверждение леммы 1 является 
более сильным, чем теорема 5.6 из [1], так как вместо ус­
ловия || Оць -\\Ei GE Аф£ требуется более слабое условие 
|| Oi/t \\El ЕЕ Е2 (ЭТО следует из вложения' Лф£г CZ Е2) и 
вместо вложения ErClE2 получается более сильное 
вложение Е± d Ец (это следует из вложения Е\% х CZ E). 

ЛЕММА 2. Пусть Ег, Е2 — два симметричных про­
странства на [0, 1] такие, что $Ei < <xEi. Тогда имеет 
место вложение Ег CZ Ец 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая вложение Е2 CZ 
(Z Аф£;2, имеем 

III! оць Ik Ik < S0 II oi/t \\El (1фя2 < Jo || a1/t | k d || a, ||B, < oo. 

Последний интеграл конечен в силу условия $Ei<CaE2 и 
свойств полумультипликативных функций [1]. Теперь до­
статочно воспользоваться леммой 1. Лемма 2 доказана. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Ех, Е2, Е3 — симметричные про­
странства на [О, 1] такие, что: 

1) Ря3 + РЕ, < 1 + сся2; 2) aEl + р я . > 1. Тогда ин­
тегральный оператор свертки ограниченно действует из 
Ег X Е3 в Е2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия 1) теоремы сле­
дует, что найдется такое число 8 }> 0, что 

е + Ря3 + P*i < i + a ^ а^ + Р̂ 3 + 8 > !• С1) 

Далее возьмем функцию ср такую, чю рф = аф = в •+ 
+ РЕ3- Очевидно выполнение неравенств р#8 < аф; a#t + 
+ аф > 1. Из условия 2) теоремы 1 и теоремы С. Г. Крей-
на и Е. М. Семенова об операторе свертки (см. [2, теорема 
6.16 с. 201]) следует, что оператор свертки Т ограниченно 
действует из Ег X М (ср) в EM{p{t)lv. 
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Несложно проверить выполнение неравенства 
|| ot \\Et у, <С X (*) II °t ||Б» и з которого, использовать опре­
деление верхнего показателя растяжения для функции 
II °t WE И условие 1) теоремы 1, следует неравенство 

ч^<^-1+^<^- (2) 
Из леммы 2 следует, что Elt ,t)/t d Е2. Итак, имеем, 

что оператор Т ограниченно действует из Ех X М (ср) в Е2. 
Учитывая неравенство $Ез < аф и лемму 2, получаем ^g CZ 
CZ М (ф). Окончательно получаем, что Т: Ег X Е3^>-
-> £2- Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть симметричные пространства Ег, 
Е2, Е3 измеримых функций, определенных на [О, 1], тако­
вы, что: 1) аЕ, + ря> = 1 .+ ^Е 2 ; 2) a £ l + а#3 > 1. Гог-
5а найдется такая функция ф, что М (ф) CZ Е3 и опера­
тор свертки ограниченно действует из Е1 X М (ф) в i?2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем число е > О та­
кое, что ajEj + aEz — £ ]> 1. Возьмем функцию ф (£) (на­
пример, степенную) такую, что рф = аф = аЕз — е. Оче­
видно, что: 

РФ < аЕз; рф + рЕ\ < 1 + аЕг\ ocEl + аф > 1. 

Как и теореме 1, теперь из последнего неравенства следует, 
что Т: Ег X М (ф) —•- Е2. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть aEz < pE l = aEt. Тогда сущест­
вует ненулевой оператор свертки, ограниченно действую­
щий из Ег в Е2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как aEi = $El. Тогда 
ocEz <C OLEX', обозначим aEi — ocEz — р и подберем симмет­
ричное пространство Е3 (например, Lq) таким, чтобы вы­
полнялось равенство aEt — аЕг = 1 — аЕз. Тогда будут 
справедливо равенство аЕз + fiEl . = 1 + aEi и неравен­
ство aEl + аЕз =; aEi + 1 — аЕл + аЕг > 1. Из теоремы 2 
теперь следует, что Т: Ег X М (ф) в #2, где М (ф) тако­
вы, что рф = аф = ая3 — е; е ]> 0. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 2. Теорема 3 для случая р ^ = aEi 
является существенным усилением основного утверждения 
из [3] о существовании ненулевого оператора, инвариант­
ного относительно сдвига и ограниченно действующего 
из Ег в Е2. 

Сформулируем и докажем теперь еще одну теорему 
об операторе свертки, которая содержит, как частный слу­
чай, теорему С. Г. Крейна и Е. М. Семенова [2] и дока-
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зывается более просто — без использования теории ин­
терполяции линейных операторов. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть симметричное пространство Е 
и функция ф таковы, что аЕ + аф ^> 1. Тогда интеграль­
ный оператор свертки ограниченно действует из Et,± X 
X М (ф) в пространство Et, ф(*)/г 
Et,<nt),tE6tX = {x(t) | || * (*) !U„,X = 

= l***(b(t))%(t)\\E<oo). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеет место неравенство 

(см. [4]) 

(х * у)** (t) < tx** (t) у** (t) + §°° х* (s) у* (s) ds. 

Делая замену переменной s = t-x, получим 
(x*yf*(t)<p(t)/t^ 

< х** (t) г/** (t) <p (t) + jj°° x* (t • x) y* (t • т) ф (*) dr < 

x** {t- x) ф (t) y* (t-x) dx < 

< ci \\x ||м(ф) (У** (t) + $"М„ ( 4 - ) У* (t • x) dx ) . 

Пользуясь монотонностью нормы 2£, получим 

II х * » 1Ь«, «ко/* < с II х !1м«р> (II *̂* И* + II У Ь) < 
< С1 II * ||м<*) || У |UU . 

Теорема доказана. 
С л е д с т в и е (теорема Крейна — Семенова). Пусть 

симметричное пространство Е и функция ф таковы, что: 
4) I! Щ \\Е = о (t1^) при t -> 0; 2) || at \\Е = о (t) при t-> 
-»• оо. Тогда оператор свертки Т: Е X М (ф) ->- Et,<p(t)/t 
(мы обозначаем М (ф) — пространство Марцинкевича с 
фундаментальной функцией ф, вместо обозначения Мф*, 
где ф* (0 - */ф (0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теоремы 3 и 
того факта, что условие 1) эквивалентно неравенству аф + 
+ OLE > 1 и условие 2) влечет |1 х\Ег х оэ || а: \\Е [2, 3, 6]. 
Следствие доказано. 
Ворошилов градский машиностроительный Поступило 
институт 26.06.84 
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