
Пространства гармонических функций с мартингалъной нормой 769 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Вагиров Э. Б, Нижняя оценка для распределений квадратичных форм от нормаль­

но распределенных случайных величин.— Теория вероятн. и ее примен., 1987, 
т. XXXII, в. 4, с. 815—819. 

2. Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложения. Т. 2. М.: Мир, 1984, 
752 с. 

3. Золотарев В. М. Одномерные устойчивые распределения. М.: Наука, 1983, 304 с, 
4. Birnbaum Z. W. On random variables with comparable peakedness. — Ann. Math. 

Statist., 1948, v. 19, № 1, p. 76—81« 
Поступила в редакцию 

17.VI.1988 

О ПРОСТРАНСТВАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
С МАРТИНГАЛЪНОЙ СМЕШАННОЙ НОРМОЙ 

БЕН ДИКОВ А* Д., ПАВЛОВ Ж. В. 

Введение. Настоящая работа состоит из двух частей. В п. 1 вводится смешанная 
норма на множестве мартингалов относительно специального возрастающего семейст­
ва а-алгебр. Такие пространства мартингалов (они обозначаются через Жр) естествен­
но возникают при перенесении определения смешанной нормы с конечномерных струк­
тур (см. [1]) на бесконечномерные (см. [2], [3]). В п. 2, рассматривая гармонические 
функции в области Т°° X ] 0, оо [ (Т°° — счетное декартово произведение единичных 
окружностей), мы применяем норму Мр для изучения граничного поведения этих 
функций, а также вопроса представления их в виде интеграла Пуассона. Классические 
конечномерные результаты по данному вопросу изложены в монографии [4, гл. I I] . 

1. Пространства мартингалов с конечной смешанной нормой. Пусть (Q^, «^&5 
Qfc)b=i ~~~ последовательность вероятностных пространств. Введем следующие обо­
значения: 

п п п 

®т: — 11 ^V ^ т : = И «̂ fc» P m : = 1 1 Qfc' 
Ji=m-\-i ft=m+l fc=m-fl 

ß n : = fi;\ ^ n : = ^ ; \ p n : = p ; \ 

Q:=OS°. * * : = . < . P : = P S ° . P m : = P m -
Если (oft e flfc, то e>™t: = (©m+1, . . ., con) e Й"г; при этом полагаем со : = <s>™, wm: = 

= « С «•• = «о00-
Введем в рассмотрение на Q возрастающее семейство о-алгебр &п : = {Ап X 

оо 
XQ™ \Ап е= d£n). Ясно, что V &п= ̂  и что если с. в. / на Q измерима относительно 

7 1 = 1 

«SV,, то она зависит только от первых п координат. Пусть р = (р17 р2» • • •» ̂ и» • • • ) " " 
вектор с бесконечным числом координат, где 1. <J р^ <J оо (к = 1, 2, . . .), и положим 
рп : = (Pl, ^2, . . ., ̂ ) ? р?г : = (Рп+Ъ Рп+21 . . .); таким образом р = (рп, рл) . 

О п р е д е л е н и е 1. Через J £ p обозначим пространство мартингалов / = 
^ (/n» ^7i? Р) на (Q, ^ ) таких, что 

»/lip— sup | | / п || n < o o s (1) 

r № II /J l pn = Il... || || în (©!, . . ., o)n_15 ©n) |(рп> ^ ||pn_if Ш п - 1 . . . ||pif töi - обычная смешан» 
ная норма с. в. fn (см. [1]). 

Без труда проверяется, что Mv — банахово пространство. Рассмотрим подпрост­
ранство Lp С Л>р, состоящее из равномерно интегрируемых мартингалов. Если / = 
^ (fn, &т Р) е Lp, то / удобно отождествлять cfO0 = lim fn, положив при этом || fœ ||р : = 

ГЬ-^-оо 
:==\\f\\p. Банаховы идеальные пространства Lp подробно изучены авторами 
в статье [10]. Многие свойства пространств Lp аналогичны свойствам обычных прост-

5 Теория вероятностей и ее применения, № 4 



770 Бендиков А. Д. , Павлов И. В. 

ранств Lp, где р — число. Эти свойства мы будем использовать без дополнительных 
оговорок. 

Предложение 1. Пусть (fn, 39п, Р) Œ Ж р. Тогда существуют неотрицательные 
мартингалы (gn, &п, Р) и (hn, &пч Р), принадлежащие Жр и такие, что fn = gn •— 
— hn. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как из (1) следует, что sup || fn fa << оо, то можно 
п 

применить разложение Крикеберга (см. [5, с. 64]). Именно, полагаем gn = 
= lim Î Е [fl I &n]. Из [3, теор. 1] получаем: 

ft-*oo 

« Ч Лр = , l i m ИЕ tâ I •»»] ИР < S U P 1 ft Up < SUP II 4 Up-
т. e. (4'n, # „ , P)e= J £ p . -

Предложение 2, 1) #с/ш lim р& > 1, zno всякий мартингал (fn, 39n, P) из ,Jfp pae-

номерно интегрируем* 
2) üfo/ш lim рк = 1, mo б ,#р существуют неравномерно интегрируемые мартин-

к-*оо 
г алы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Рассуждения достаточно провести для неотрица­
тельного (/„., 33 п, Р). Из условия предложения следует существование номера m 
и числа 8 > 0 таких, что р^ > 1 + 8 при к^>т. Нетрудно видеть, что Р т -п . н. по 

m m 
(ùm е= Qm случайная последовательность (g™ , Жп, V^HUm+v гДе #п = fn (<*>m, •> 
и J ^ = { 4 ^ X О^ | -4™г <= ^™г}, есть мартингал. Имеем: 

s«? II ^ Ipri I U w™ = И l î m î II /n (® ' ®m) 'k- • » - !|-ш - m : 
' n>ra " ° П "F™ "P"", Ö n^oo ' " ' n * ' m, «F m , u»m «p»-f 0y 

m 
Отсюда следует, что sup || g^ lip Pm-n. н. по com Œ Qm конечен, а так как все коорди-

m 
наты вектора p m больше 1 + 8, то мартингал (g™ ) равномерно интегрируем. Поэтому, 
обозначив / = lim fm получим Pw-n. н. по &т Œ Qm: 

n-»oo 

' J fn <«"*. »m> d C . ( » J = J / («m. » J <*P~ (»m). 

Интегрируя это равенство по Qm имеем: Е [/п] = Е [/]. Отсюда следует (см. [в, с. 205, 
теор. 5]), что (fn &п, Р) — равномерно интегрируемый мартингал. 

2) Предположил! для простоты, что (0^, **&%, Qft) — непрерывные вероятностные 
оо 

пространства. Не нарушая общности, можно считать, что ^ (1-—1/р^) < о о . Пусть 

п 

АК(=^ таковы, что Qfc (AJ = V2. Обозначим # п : = ( П Лк) х Qn > / п
 : = 2 % г « 

Очевидно, что (/ , ^ , Р) — неотрицательный мартингал. Имеем: 
оо оо 

sup II /п Ир = П 2l"1/Pfe = е х Р ( Ь 2 2 (1 - V ^ ) ) < 00. 
fc=l Л ' = 1 

С другой стороны, Р (Вп) —» 0 при п —* оо, т. е. / п —» 0 п . н . Поэтому мартингал 
(/л» ^n? P) неравномерно интегрируем. 

Следствие« Если lim р -̂ > 1, то Lp = Ж р. Если же lim р& = 1, то Lp изомет-
ft-*oo ft-»oo 

рически вкладывается в «Жр. 
2* Применение пространств Жр к исследованию гармонических функций. Пусть-

теперь Q^ = Тк = Г — единичная окружность, рассматриваемая как топологиче­
ская группа, ^ъ — о-алгебра борелевских подмножеств на Г/с, Q^ — мера Хаара на 
(T}l]f с/&ъ)ч Тп := Qw, Г°° : = Q. В данном случае все (Qk, ^k) являются стандартными 
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борелевскими пространствами и из [7, гл. V] следует, что Жр естественно отождествля­
ется с пространством знакопеременных мер на (Т°°, *?&), (&п) ~~ локально абсолютно 
непрерывных относительно меры Хаара v : = Р (см. [6, с. 511]) и таких, что порожда­
емые ими мартингалы удовлетворяют (1). 

Рассмотрим меры vn := гп 0 Рп (&п — мера Дирака в нейтральном элементе груп­

пы Тп). Тогда \ fdP = f * vÀ fdPn = f * vn (ж — операция свертки). Обозначим 
также Г°° : = Т°° X ] 0, сю [, а Sß+ и Sß — соответственно множества цилиндрических 
бесконечно дифференцируемых функций с компактными носителями на Т°° и Т°°. 

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что локально интегрируемая функция F 
гармонична (в обобщенном смысле) на Т™, если для любой ср Œ Sß+ \ FAcp dv dt = 

оо 

= 0, где Лф = > а^ -~Y , ак > 0, xk Œ ТН (к > 1), д0 = 1, xQ = f е= ] 0, оо [. 
fc=0 «4 

Обозначим через (Pt)t>o в и н еР о в с кУЮ полугруппу на Г00* порожденную оператором 

\ а^ ____ (СМв [з])? и ч ерез {Qt)t>0 — соответствующую полугруппу Коптя (см. [9])® 

ез1 *** 
Предложение 3. Пусть / E l p ( l < ^ < о о , Ä = 1, 2, . . .) K F (Я, t) = Qt f (x)# 

Тогда: 
1) функция F гармонична на Т°° (в смысле определения 2); 
2 ) | | / | j p = sup||<V||p; 
3) если sup рк < оо, mo \\ Qtf — / || —* 0 га/ж £ -» 0; 

ft 

4) если inf /?jc > 1, то Qtf —* f v-тг. е. ?г/?и г ~* 0. 
ft 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Функцию F можно представить как слабый предел 
функций Fn = Qtf m in *= &' Легко видеть, что при любом п функция Fn гармонична* 
После предельного перехода получаем гармоничность F, 

2) Неравенство sup || Qtf |L ^ || / L следует из неравенства Юнга, которое выпол-
t>o р у 

няется в пространстве «#„» Докажем обратное неравенство. Используя известный ко­
нечномерный результат (см. [4]), получаем, что (Qtf) ж vTl = Qt (f ж vn) —» / "* vn 

v-п. в. при t -* 0. Применяя неравенство Фату в L , имеем: 

И / * v„ [ < sup I (QJ) * vn || < sup I Qtf || 

Отсюда |] / |)p < sup \\Qtf\] 

3) Данное свойство стандартным образом вытекает из плотности ^ B L (которая 
имеет место, так как sup рк <С оо). 

и 
4) Выберем число г так, что 1 < г < inf р^. Очевидно, / Œ Lr. Определим на Lr 

ft следующие функции: 
Kg = îîm Q.g — lim Q.g, Mg = sup | Q.g |. 

Относительно функции Mg известно следующее неравенство (см. [9, с. 167]): 
\\Mg\\r<cJgl. (2) 

Поскольку Kg <J 2Mg, TOj применяя несложные выкладки и неравенство (2), получа­
ем при любом s > 0: 

2Г 2гсГ 
v {{Kg > 8})< v {{2Mg > s}) < — Il M^lf < 

8 S 

Так как «2? плотно в Lr, то можно записать / = h + g, где А е 5/, а (| g ||г < о. 
Очевидно, что Kh—Q. Поэтому Kf ^ Kh + ^ = ^ и v ({Ж/ > s}) < с (е, г) || g- ||£ < 
^ с (е, г) ô r . В силу того, что ô можно выбрать сколь угодно малым, получаем Kf = 0 

5* 
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v-n. в., т. е. Hm Qtf существует v-n. в. И, наконец, из пункта 3) данного предложения 

вытекает, что этот предел v-n. в. совпадает с / . 
Предложение 4. Пусть F (*, t) - гармоническая (в смысле определения 2) 

функция на Т°° (т «= Т°° t с= 1 л ™ г \ Л „ ., , 
+ V-* <= J- , J <= j и, оо [ ), удовлетворяющая условию ess sup || Ъ (•,. 

^ ™ Г С < °°* Г ° ^ а И* Г°° сУЩем'Уе™ ™<™ая мера fx, что ири всех t > 0 леры Qm 
аосолютно непрерывны относительно v и F (x, t) = Qt[i (x) dvdt-n. в. 

*сли при этом Рк>1 (к = 1, 2, . . .), то ^ Œ <Мр. 

(к == i °9К а 3
 ч

а Т 6 Л Ь С Т В °" Д Л Я ПР°СТ0ТЬ1 приведем доказательство при pfc > 1 
1 ^*, . . .)• Обозначим F, (ж) : = i? (*, t) и рассмотрим функцию ^ г = Ft ж vn , 
которая зависит от я + 1 переменных. Функция *? (*) = *•* (*, 0 гармонична в смыс­
ле определения 2 и по лемме Вейля имеет непрерывную регуляризацию Jn

t (x) = 
~ F \xi t). Имеем: 

?>Р " ̂  !|Р = e s f> S
0

U P !l ̂  UP < в 5 ^ Р « Ft k = c < °°-
' ЧИТЫВаЯ ' Ч Т 0 i^k^n P?f > *' и п Р и м е н я я известный конечномерный результат (см. [4])г 

получаем существование такой функции / п на Г» что при всех * > О J? = Qtfn v-n. в., 
ричем || fn ||р = gyp || ç ^ ^ ^ с. Таким образом, мы получили мартингал (/п, «#л, 

1 т о ^ Л Р " С ! Г Л а С Н ° с к а з а н н о м У в начале п. 2, существует мера ц. на ( Г ° , **) такая, 
Н- 1 ^ - /„ dv. Теперь нетрудно проверить, что Qtlx (x) = F (я, *) dvd*-n. в. То, 

*w> ^ < v для всех * > 0, следует из полугруппового свойства, 
если г т е Т И М ' Л ° р е з у л ь т а т ы ' содержащиеся в предложениях 2 и 3, остаются верными, 
НИР 1 У з а м е пить более общей группой Д* X Г ° , * > 0. Некоторое затрудне­
ний Гем?оКйЮ1Цее П Р И Д 0 К а з а т е л ь с т в е пУн кта4) предложения 3, устраняется следую-

КошиШ
н
Ш%пПуСГ^ ^Pt) U ^ ~~ С00Зветс7Ц:в€НН0 винеровская полугруппа и полугруппа 

тов a Ü * ' а ПОлугруппЪ1 (Pt) и (Qt) получаются из них заменой коэффиииен-
% с Л ^ / ! 1 о Г 2 % ' Е с Л М 0У«*?и* / лежит в Lp (R* X Г°) и равна нулю в области 
ПЙ „ J l / , то для всякого компакта Ж С <U существует такое Ô > 0, что для 
п.ь. х е Л выполняется: 

Qtf(x)<c-^-Qöf(x), * > 0 . 
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