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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ЯНВАРЬ 1993 г., ТОМ 29, № 1 

УДК 517.925.51 

М. М. ШУМАФОВ 

О ДИССИПАТИВНОСТИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ, 
ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ НЕКОТОРЫМИ НЕЛИНЕЙНЫМИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА* } 

В настоящей работе рассматриваются нелинейные дифференциальные уравнения вида 
x + f(x, x)i + g(x) = о(х, x)l(t,(d), (1) 

x+F(x)+g(x)=o(x,x)l(t,a)1 (2) 

x + g(x)=q>(x, x, t) +o(x, x)l(t, о ) , (3) 

где функции f(x,y), F(y), g(x), q(x,y,t), o(x,y), — oo < * < -f- o o , — oo < * / < + o o , 
t^to (x=y), удовлетворяют локальному условию Липшица относительно своих аргументов, 
a l(t, (о) — измеримый случайный процесс, абсолютно интегрируемый на каждом конечном 
интервале с вероятностью 1, причем функция о ограничена. 

В детерминированном случае (т. е. когда о(х,х)=0) различные свойства решений 
уравнений (1) —(3) , включая диссипативность, изучались многими авторами, обзор этих 
результатов приводится, например, в [1]. 

В том частном случае, когда f(x, х) =f(x), уравнение (1) рассмотрено в [2, с. 40,41] 
и для него установлены достаточные условия диссипативности решений. 

Нами получены достаточные условия диссипативности решений соответственно урав­
нений (1) — (3). Эти условия даются в виде обобщенных (в какой-либо форме) условий 
Рауза — Гурвица. 

При сделанных предположениях относительно функций, входящих в уравнения (1) — (3), 
существует и единственно [2, с. 26—28] решение (представляющее собой абсолютно 
непрерывный с вероятностью 1 случайный процесс) соответствующей задачи Коши 
{x(to) = x 0 ( t o ) , x(to) =уо((д), где *о(со), г/0(со) —случайные величины) для каждого из 
уравнений (1)—(3) . 

1. Вместо уравнений (1) — (3) будем рассматривать соответствующие им эквивалент­
ные системы 

х = У, y=—f(x,y)y — g(x)+o(x,y)£{t, (о), (Г) 

х = У, y=-F(y)-g(x)+o(x,y)t(t,<*), (2') 

х = у, У = Ц>(х, у, t) — g(x)+o(x, y)l(t, со). (3') 

Во всех следующих ниже теоремах утверждается также неограниченная продол­
жаемость решений при всех t^t0 [2, с. 28]. 

Т е о р е м а 1. Пусть в системе (Г) случайный процесс l(t, со) имеет ограниченное 
математическое ожидание: supM \ l ( t , со) I < оо, функция о(х, у) ограничена: \о(х, у)\ < Б , 

to 

а функции f(x,y) и g(x) удовлетворяют условиям 
a) 0<ci<g(x)/x<c2 для \х\> Х0; 
b) 0 < / ( х , ( / ) < * ( | * | + |у | ) для | * | > Х о , \y\<Y0iu | х | < Х 0 , \y\>Y0; 
c) f{x,y)^fo>0 для \х\>Хо, \y\>Y0, ху>0\ 0 < с 3 < / ( х , у) < с 4 для \х\> Хо, 

\y\>Y0,xy<0, 
где с\, C2, Сз, с А, /О, ХО, У О — некоторые положительные числа, а положительная константа k 
удовлетворяет определенному неравенству 

. ( Л С 1 ф 0 ) 

причем положительные числа А, Ф 0 , фо, ф 1 связаны с некоторой непрерывно дифферен­
цируемой (возможно также нарушение дифференцируемости в отдельных точках) функцией 
Ф(х), x e R , такой, что 

Ф'(х) < — А при | х | < * 0 ; Ф о = max \Ф(х)\, 
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0 < ф 0 < Ф , ( ^ ) < ф 1 при \х\>Х'0^Хо. (4) 

Тогда система (V) диссипативна. 
Т е о р е м а 2. Пусть в системе (3') 

supAf|£(*. с о ) | < о о , \о(хуу)\<Ву 

а функции g(x) и ф(х,т/, /) удовлетворяют условиям 
• a) 0<ci<g(x)/x<c2 для \х\> Х0\ 

b) ф(х, у,/)sgn у <—с3\у\ для \х\>Х0, \у\> Y0t ху> 0; —a(\x\ + \y\)*£y&gny< 
<—Сг\у\ для | х | > Х 0 , \у\> Уо, ху<0\ 

c) -fi\y\(\y\+Xo)«psgny<Mo\y\ для | * | < Х 0 , \у\> Y0; 
d) l 9 ( J C , ( / , / ) K x y 0 ( U | - f f o ) для | * | > Х 0 , М < Уо, 

где ei, c2y сз, Ao, Хб> Уо, Уо— некоторые положительные числа, а а, |3, х, 0 подчиняются 
соответственно неравенствам 

0 < а < С 1 ф 0 / ф ь 0 < р < Л / Ф 0 , 0 < х < С 1 ф 0 / У о ф 1 , 

0 < 6 < m i n 
I ф! ф1 а 2 ф 2 - | - 4 ф 1 ( С | ф о — а ф 1 > 

причем положительные константы Л, Фо, фо, ф1 связаны с некоторой гладкой (или кусочно-
гладкой) функцией Ф(х), удовлетворяющей соотношениям (4) теоремы 1. 

Тогда система (3') диссипативна. 
Полагая в системе (3') ф(х, у, t) = — F(y), получим из теоремы 2 
С л е д с т в и е . Пусть в системе (У) sup M\\(ty со) | < оо, \о(х, у) I < £ . 7огда условия 

t ^ /о 
a) 0<ci<g(x)/x<c2 для \х\> Х0\ 
b) 0<C3<F{y)/y<c< для \у\> У0 

обеспечивают принадлежность системы (2') к классу диссипативных систем. 
2. Беря случайный процесс со) из более узкого класса случайных процессов, 

можно получить менее жесткие условия диссипативности систем (Г) — (3'). 
3. Из теорем 1, 2, используя теорему 3.1 [2, с. 80 , гй4. 1], получим следующие предложе­

ния. 
Т е о р е м а 3. Пусть в уравнениях (1)—(3) l(t, ы) — стационарный случайный процесс. 

Тогда условия теорем 1, 2 и следствия теоремы 2 (порознь) достаточны для существо­
вания стационарного решения соответственно уравнений (I), (3) и (2). 

Т е о р е м а 4. Пусть в уравнениях (1)—(3) функции f(xy х)у F(x) и о(х, х) заменены 
соответственно f(xyxyt)y F(xyt) и o(xyxyt). Пусть, далее, функции f(xyyyt), F(yyt)y 

y(xyyyt) и о\(х, уу t) Т-периодичны по t и удовлетворяют локальному условию Липшица, 
причем / (0, OLO, F(0, t), ф(0, 0, t) абсолютно интегрируемы на любом конечном интервале 
и \в(х, у, t)\ <В для всех ху у и t. 

Тогда условия теорем 1, 2 и следствия теоремы 2 (порознь) обеспечивают сущест­
вование Т- периодического решения соответственно у равнений, (1), (3) *и*(2у для любого 
Т-периодического стохастически непрерывного процесса \(ty со) с конечным математическим 
ожиданием. 

Доказательства всех приведенных выше теорем проводятся построением специальных 
функций Ляпунова и изучением свойств этих функций вдоль решений детерминированных 
систем, соответствующих (Г) — (3'). 
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