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В статье рассматривается вопрос сохранения информационного свой-
ства свертки с каноническим равномерным распределением в случаях
произвольной конечной решетки и произвольного отрезка. Для этого
предлагаются обобщение и унификация понятий остатка от деления и
дробной части.
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Введение

На XIV международной конференции «Фундаментальные и прикладные про-
блемы математики и информатики», приуроченной к 90-летию Дагестанского
государственного университета, было рассказано об информационном свойстве
свертки с равномерным распределением [1]:

Теорема 1. Пусть целочисленная случайная величина 𝜉 и равномерная на мно-
жестве {0, 1, . . . , 𝑁 − 1} случайная величина 𝜂 независимы.

Тогда случайна величина 𝜉+ 𝜂 (𝑁), являющаяся остатком от деления сверт-
ки 𝜉 + 𝜂 на 𝑁 , имеет максимальную энтропию среди всех случайных величин,
распределенных на множестве {0, 1, . . . , 𝑁 − 1};

Теорема 2. Пусть произвольная случайная величина 𝜉 и равномерно распреде-
ленная на отрезке [0, 1] случайная величина 𝜂 независимы.

Тогда случайна величина {𝜉 + 𝜂}, являющаяся дробной частью свертки 𝜉 + 𝜂,
имеет максимальную энтропию среди всех абсолютно непрерывных случайных
величин, распределенных на отрезке [0, 1].
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Возникает естественный вопрос об обобщении этих утверждений для случай-
ных величин, равномерных на произвольной конечной решетке и на произвольном
отрезке.

1. Обобщение и унификация понятий остатка от деления и дробной ча-
сти

Для более естественного изложения основных результатов посредством следу-
ющих определений с вытекающими из них замечаниями и свойствами:
� унифицируем знаки для остатка от деления и дробной части, введя

Определение 1. Остаток от деления целого числа 𝑚 на натуральное число 𝑁
будем обозначать {𝑚}𝑁 ;

� строго формализуем понятие решеток, введя

Определение 2. Конечной решеткой с действительными параметрами 𝐴;𝐵;ℎ,
где 𝐴 < 𝐵 и ℎ > 0 делит разность 𝐵 −𝐴, назовем множество

[𝐴;𝐵)ℎ = {𝐴,𝐴+ ℎ,𝐴+ 2ℎ, . . . , 𝐵 − ℎ},

а решеткой с параметрами 𝐴;ℎ назовем множество

Z𝐴;ℎ = {𝐴+ 𝑘ℎ; 𝑘 ∈ Z};

� явно выразим мощность конечной решетки, сделав

Замечание 1. Множество [𝐴;𝐵)ℎ состоит из 𝑁 = (𝐵 −𝐴)/ℎ элементов;

� обобщим понятие остатка от деления, введя

Определение 3. Дробной частью действительного числа 𝑚 ∈ Z𝐴;ℎ относи-
тельно конечной решетки [𝐴;𝐵)ℎ будем называть число

{𝑚}[𝐴;𝐵)ℎ = 𝐴+ ℎ{(𝑚−𝐴)/ℎ}𝑁 ;

� обратим внимание на связи между обозначениями и на свойство инвариантности
относительно сдвигов, сделав

Замечание 2. {𝑚}𝑁 = {𝑚}[0;𝑁)1 , Z𝑁 = [0;𝑁)1,

{𝑚}[𝐴;𝐵)ℎ = {𝑚+ 𝑘𝑁ℎ}[𝐴;𝐵)ℎ , 𝑘 ∈ Z; (1)

� обобщим понятие дробной части, введя

Определение 4. Дробной частью действительного числа 𝑥 относительно по-
луинтервала [𝑎; 𝑏) будем называть число

{𝑥}[𝑎;𝑏) = 𝑎+ (𝑏− 𝑎){(𝑥− 𝑎)/(𝑏− 𝑎)};

� обратим внимание на связь между обозначениями и на свойство инвариантности
относительно сдвигов, сделав
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Замечание 3. {𝑥} = {𝑥}[0;1),

{𝑥}[𝑎;𝑏) = {𝑥+ 𝑘(𝑏− 𝑎)}[𝑎;𝑏), 𝑘 ∈ Z; (2)

� обратим внимание на полученную унификацию, сделав

Замечание 4. [𝐴;𝐵)ℎ стремится к [𝐴;𝐵) при ℎ → 0, а при 𝑚 ∈ Z𝐴;ℎ верно
{𝑚}[𝐴;𝐵)ℎ = {𝑚}[𝐴;𝐵).

2. О максимуме энтропии в двух классах действительных случайных
величин

При помощи хорошо известного неравенства

ln(𝑥) 6 𝑥− 1, 𝑥 > 0,

и того, что
ln(𝑥) = 𝑥− 1 ⇔ 𝑥 = 1,

в [2, стр. 23–25] доказана следующая

Теорема 3. Пусть {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} — произвольное множество.
Тогда среди всех случайных величин, распределенных на этом множестве,

максимальная энтропия, равная log2 𝑛, достигается в равномерном случае и
только в нем.

В абсолютно непрерывном случае энтропия случайной величины 𝜉 c плотно-
стью 𝑝(𝑥) определяется как

H𝜉 = −
∞�

−∞

𝑝(𝑥) log2 𝑝(𝑥) 𝑑𝑥.

В этом случае докажем аналог теоремы 3.

Теорема 4. Пусть [𝑎, 𝑏] — произвольный отрезок.
Тогда среди всех абсолютно непрерывных случайных величин, распределенных

на этом отрезке, максимальная энтропия, равная log2(𝑏 − 𝑎), достигается в
равномерном случае и только в нем.

Доказательство. Пусть случайная величина 𝜉 удовлетворяет условиям теоремы,
то есть ее плотность 𝑝(𝑥) = 0 при 𝑥 /∈ [𝑎, 𝑏].

Рассмотрим разность

H𝜉 − log2(𝑏− 𝑎) = −
∞�

−∞

𝑝(𝑥) log2 𝑝(𝑥) 𝑑𝑥− log2(𝑏− 𝑎)

= −
𝑏�

𝑎

𝑝(𝑥) log2 𝑝(𝑥) 𝑑𝑥−
𝑏�

𝑎

𝑝(𝑥) log2(𝑏− 𝑎) 𝑑𝑥

=

𝑏�

𝑎

𝑝(𝑥) log2

1

(𝑏− 𝑎)𝑝(𝑥)
𝑑𝑥
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6 log2 𝑒

𝑏�

𝑎

𝑝(𝑥)

(︂
1

(𝑏− 𝑎)𝑝(𝑥)
− 1

)︂
𝑑𝑥

= log2 𝑒

⎛⎝ 𝑏�

𝑎

1

𝑏− 𝑎
𝑑𝑥−

𝑏�

𝑎

𝑝(𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠
= log2 𝑒(1 − 1) = 0.

Следовательно, справедливо неравенство

H𝜉 6 log2(𝑏− 𝑎)

и максимум энтропии достигается в равномерном случае и только в нем:

H𝜉 = log2(𝑏− 𝑎) ⇔ 𝑝(𝑥) =
1

𝑏− 𝑎
при всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Замечание 5. Может показаться странным, что в случае отрезка единичной дли-
ны H𝜉 = 0, а если длина отрезка меньше 1, то H𝜉 < 0. Ведь в дискретном случае
энтропия всегда неотрицательная и равна нулю только в вырожденном случае
постоянной случайной величины. Объяснить этот факт методически можно при
помощи так называемой теории допроса шпиона, когда под H𝜉 мы понимаем ре-
зультат допроса шпиона. При такой трактовке возможна ситуация допроса опыт-
ного шпиона молодым сотрудником, в результате которого не сотрудник получит
информацию от шпиона, а наоборот.

3. Дискретный случай

Сформулируем и докажем информационное свойство свертки в терминах дроб-
ной части относительно произвольной конечной решетки.

Теорема 5. Пусть дискретная случайная величина 𝜉, принимающая значения
на множестве Z𝐴;ℎ, и равномерная на множестве [𝐴;𝐵)ℎ случайная величина 𝜂
независимы.

Тогда случайная величина {𝜉+𝜂−𝐴}[𝐴;𝐵)ℎ обладает максимальной энтропией
среди всех случайных величин, распределенных на множестве [𝐴;𝐵)ℎ.

Доказательство. Введем случайные величины 𝜉1 = (𝜉 −𝐴)/ℎ и 𝜂1 = (𝜂 −𝐴)/ℎ.
Легко проверить, что:

� 𝜉1 и 𝜂1 независимы;
� 𝜉1 принимает целочисленные значения;
� 𝜂1 равномерна на множестве {0, 1, . . . , 𝑁 − 1}.

Случайная величина {𝜉1 + 𝜂1}𝑁 в силу теоремы 1 имеет максимальную энтро-
пию среди всех случайных величин, распределенных на множестве {0, 1, . . . , 𝑁−1},
и равномерно распределена. Так как

𝜉1 + 𝜂1 = (𝜉 + 𝜂 −𝐴−𝐴)/ℎ,
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то согласно (1)

𝐴+ ℎ{𝜉 + 𝜂 −𝐴−𝐴)/ℎ}𝑁 = {𝜉 + 𝜂 −𝐴}[𝐴;𝐵)ℎ

равномерно распределена и имеет максимальную энтропию среди всех случайных
величин, распределенных на множестве [𝐴;𝐵)ℎ.

Замечание 6. Множества Z𝐴;ℎ и Z0;ℎ совпадают тогда и только тогда, когда ℎ
делит 𝐴.

Теорема 6. Пусть дискретная случайная величина 𝜉, принимающая значения
на множестве Z𝐴;ℎ, ℎ делит 𝐴, и равномерная на множестве [𝐴;𝐵)ℎ случайная
величина 𝜂 независимы.

Тогда случайная величина {𝜉 + 𝜂}[𝐴;𝐵)ℎ обладает максимальной энтропией
среди всех случайных величин, распределенных на множестве [𝐴;𝐵)ℎ.

Доказательство. Введем случайные величины 𝜉1 = 𝜉/ℎ и 𝜂1 = (𝜂 −𝐴)/ℎ.
Легко проверить, что:

� 𝜉1 и 𝜂1 независимы;
� 𝜉1 принимает целочисленные значения;
� 𝜂1 равномерна на множестве {0, 1, . . . , 𝑁 − 1}.

Случайная величина {𝜉1 + 𝜂1}𝑁 в силу теоремы 1 имеет максимальную энтро-
пию среди всех случайных величин, распределенных на множестве {0, 1, . . . , 𝑁−1},
и равномерно распределена. Так как

𝜉1 + 𝜂1 = (𝜉 + 𝜂 −𝐴)/ℎ,

то согласно (1)

𝐴+ ℎ{𝜉 + 𝜂 −𝐴)/ℎ}𝑁 = {𝜉 + 𝜂}[𝐴;𝐵)ℎ

равномерно распределена и имеет максимальную энтропию среди всех случайных
величин, распределенных на множестве [𝐴;𝐵)ℎ.

4. Абсолютно непрерывный случай

Сформулируем и докажем информационное свойство свертки в терминах дроб-
ной части относительно произвольного ограниченного полуинтервала.

Теорема 7. Пусть произвольная случайная величина 𝜉 и равномерная на отрезке
[𝑎, 𝑏] случайная величина 𝜂 независимы.

Тогда случайная величина {𝜉 + 𝜂}[𝑎;𝑏) обладает максимальной энтропией сре-
ди всех абсолютно непрерывных случайных величин, распределенных на отрезке
[𝑎, 𝑏].

Доказательство. Введем случайные величины 𝜉1 = 𝜉/(𝑏−𝑎) и 𝜂1 = (𝜂−𝑎)/(𝑏−𝑎).
Легко проверить, что:

� 𝜉1 и 𝜂1 независимы;
� 𝜂1 равномерна на отрезке [𝑎, 𝑏].



50 КОНДРАТЕНКО А.Е., СОБОЛЕВ В.Н.

Случайная величина {𝜉1 +𝜂1} в силу теоремы 2 обладает максимальной энтро-
пией среди всех абсолютно непрерывных случайных величин, распределенных на
отрезке [0, 1], и равномерна. Так как

𝜉1 + 𝜂1 = (𝜉 + 𝜂 − 𝑎)/(𝑏− 𝑎),

то согласно (2)

𝑎+ (𝑏− 𝑎){(𝜉 + 𝜂 − 𝑎)/(𝑏− 𝑎)} = {𝜉 + 𝜂}[𝑎;𝑏)

равномерно распределена и имеет максимальную энтропию среди всех абсолютно
непрерывных случайных величин, распределенных на отрезке [𝑎, 𝑏].

Заключение

Предложенное обобщение понятий остатка от деления и дробной части поз-
волило унифицировать эти понятия и доказать, что информационное свойство
свертки, сформулированное изначально относительно канонических множеств
{0, 1, . . . , 𝑁 − 1} и отрезка [0, 1], остается верным, с оговоренной спецификой дис-
кретного случая, и для произвольных конечных решеток и отрезков.
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The article considers the issue of preserving the information property of
convolution with canonical uniform distribution in the cases of arbitrary
finite lattice and arbitrary segment. For this purpose, the generalization
and the unification of the concepts of remainder of division and fractional
part are proposed.
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