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Рассматриваются два случайных гиперграфа с п вершинами иМ = М (п) ребрами, 
из которых Mi = Mi(n) ребер состоят из / неупорядоченных вершин, i = 0,1 т, 
М = Л/о 4- М\ + ... + Мт. Выбор вершин для каждого ребра осуществляется слу­
чайно, равновероятно из п возможных вершин, для первого случайного гиперграфа по 
схеме с возвращением, для второго по схеме без возвращения. Исследуются распре­
деления чисел подграфов, изоморфных заданным, при п —• оо, М = М(п). Понятия 
степени и сбалансированности графов распространены на неоднородные гиперграфы. 
Получена предельная многомерная пуассоновская теорема для чисел строго сбалан­
сированных подграфов, имеющих одинаковую степень. Построена пороговая функция 
свойства, заключающегося в наличии подграфа, изоморфного произвольному конечно­
му гиперграфу. Для случайных графов такие результаты получены в работах Эрдёша, 
Реньи, Боллобаша, для случайных однородных гиперграфов (то есть при М = Мт) — 
в работах автора. 

1. Формулировка основных результатов 
Один из эффективных методов изучения характеристик случайных систем уравнений 
предполагает использование структурных свойств случайных графов и случайных ги­
перграфов (см. [4, 5, 9]). В данной работе продолжается начатое в [9] исследование 
случайных неоднородных гиперграфов, которое в дальнейшем позволит получить широ­
кий спектр асимптотических результатов для случайных линейных и нелинейных систем 
уравнений. 

Под случайным гиперграфом понимается случайный элемент (см. [3]), принимающий 
значения в некотором множестве гиперграфов в соответствии с некоторой вероятностной 
мерой. Это множество гиперграфов называется множеством реализаций случайного ги­
перграфа. Рангом ребра будем называть число инцидентных ему вершин. Число элементов 
в конечном множестве Z будем, как обычно, обозначать |Z| . 

Изучаемые случайные гиперграфы имеют п вершин и М ребер. Пусть т — фиксиро­
ванное натуральное число, т ^ 2 и 

0 ^ с 0 < 1 , О ^ с - , - ^ 1 , / = 1 ,2 , . . . , т , со 4 - . . . + ст = 1. 

Множество реализаций случайного гиперграфа MGn ^ состоит из гиперграфов с 
множеством вершин X и М ребрами, из которых М, имеют ранг /, / = 0 , 1 , . . . , т , 
т ^ 1, MQ + М1 Н-... + Мт = М, | X | = п (в контексте данного определения полагается 
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М = (Mo, M i , . . . , Мт)). Вершины в ребрах неупорядочены, среди них могут быть совпа­
дающие (применяется выборка вершин по схеме с возвращением), ребра с одинаковыми 
степенями различимы (или упорядочены, занумерованы). Вероятности всех реализаций 
одинаковы и равны ЦТ=\ С * / 1 ) ' (см- t6l> с. 220). Такое определение эквивалентно 
следующей часто используемой форме определения случайного гиперграфа: для каждого 
/, i = 0 , 1 , . . . , т , последовательно случайно и равновероятно выбираются Л/, ребер с 
рангом / из всех возможных (л+,'"1) ребер, имеющих ранг /. Ребра, имеющие ранг ноль, 
все одинаковы. 

Случайный гиперграф MGn ^ определяется аналогично MGn ^ с единственным от­
личием: выбор i переменных осуществляется не из (п+-~ ), а из (") равновероятных 
вариантов (выборка без возвращения). Вероятности реализаций случайного гиперграфа 
MGn м одинаковы и равны Y\T=\ (?) ' • 

Свойства случайных гиперграфов изучаются при п —• оо, когда М зависит от п 
некоторым образом, то есть М = Л/(л), а числа ребер с рангом / следующим образом 
связаны с константами с;: если с/ = 0, то М/ = 0, если с/ > 0, то Л/,- ~ с/ М, i = 1 , . . . , m. 
Все асимптотические формулы приводятся при п ~> оо. 

Под вероятностью Р(<2) свойства Q реализаций некоторого случайного гиперграфа 
понимается сумма вероятностей реализаций этого случайного гиперграфа, обладающих 
свойством Q. Эрдёш и Реньи в [13] при изучении случайных графов обнаружили, что 
многие свойства обладают пороговыми функциями, определяемыми в рассматриваемом 
случае следующим образом. Если существует функция Q(n), возрастающая при п —• оо 
и такая, что вероятность свойства Q удовлетворяет условию 

l i m p ( e ) = i 1 п р и М ( Л ) / е ( п ) ^ о о , 
я-и» у*' | 0 при M(n)/Q(n)-+ 0, 

то такая функция называется пороговой функцией свойства Q, или порогом свойства Q 
в случайном гиперграфе. 

Если свойство гиперграфа, заключающееся в наличии в его реализациях подграфов, 
изоморфных некоторому гиперграфу (одному из элементов некоторого множества ги­
перграфов) имеет пороговую функцию, будем называть ее пороговой функцией этого 
гиперграфа (множества гиперграфов). 

Гиперграф называется 1-графом, если он содержит /, ребер, имеющих ранг /', 
/ = 0 , 1 , . . . , w, где 1 = (/0 ,1\ , . . . , lm) (см. [9]). Говоря об 1-графах, будем полагать, 
что /0 4-1\ + . . . 4- lm = /. Степенью (средневзвешенной) 1-графа Н с к вершинами на­
зовем величину D(H) = (YT=\ *'' ~ ^) / ' • Условие к ф Y!iL\ ''< выполняется всегда, за 
исключением неинтересного случая, когда гиперграф состоит из попарно непересекаю­
щихся ребер. Максимальной (средневзвешенной) степенью Dm(H) гиперграфа Н будем 
называть максимальное значение степеней всех его собственных подграфов. Гиперграф 
сбалансирован и строго сбалансирован, если его степень, соответственно, не меньше 
и строго больше его максимальной степени. Будем называть ребро простым, если все 
инцидентные ему вершины различны, и особым в противном случае. Гиперграф Я , яв­
ляющийся 1-графом, будем называть допустимым в реализациях случайного гиперграфа, 
если С[ > 0 для каждого // > 0, / = 1,2,..., /я. Это означает, что в реализациях случайных 
гиперграфов имеются ребра со всеми рангами, которые имеют ребра гиперграфа Н. 

Теорема 1. Непустой конечный класс конечных гиперграфов 2Й£>, допустимых в реали­
зациях одного из случайных гиперграфов MGn д, MGn ^ и имеющих максимальную 
степень D, имеет пороговую функцию nD. 
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Следствие 1. Пусть в условиях теоремы 1 ̂ о = { # ь . . . , Ht) и ̂  — число допусти­
мых Hj-графов в реализациях случайного гиперграфа MGn ^ или MGn ^, j = 1,2,. . . , t. 
Тогда при M(n)/nD -> оо 

Р(#> £ Е#»/2) = 1 + о(1), Е#» - оо. 

Следствие 2. В случайных гиперграфах MGn ^, MGn д при cs + . . . + ст > 0 порого­
вая функция гиперграфа, состоящего из двух простых ребер, пересекающихся по s ^ 1 
вершинам, равна ns^2. 

Следствие 3. В случайных гиперграфах MGn j ^ , MGn ^ пороговая функция допустимо­
го гипердерева, имеющего I ^ 1 ребер, равна п1"1^1. 

Следствие 4. В случайных гиперграфах MGn j ^ , MGn ^ при CQ -f c\ = 0 пороговая 
функция связного конечного гиперграфа с единственным циклом равна п. 

Следствие 5. В случайном гиперграфе MGn ^ при cs > 0, 1 ̂ r ^ s — \, 2^s^m, 
особое ребро ранга s, состоящее из s — г вершин (как элементов множества X), имеет 
пороговую функцию, равную пг. 

Теорема 2. Пусть H\,Hi,.*,Ht — фиксированные неизоморфные строго сбаланси­
рованные гиперграфы, допустимые в реализациях случайных гиперграфов MGn ^ и 
MGnu, причем Hj имеет к^ вершин и № = Yi?=i Ч Ребер, где /,. — число ре­
бер ранга i, i = l , 2 , . . . ,m , a^ — порядок группы автоморфизмов, все гиперграфы 
имеют одинаковую степень D > 0, т £ 1, $> — число Hj -графов в рассматриваемых 
случайных гиперграфах, j = 1,2,.. . , t. 

Тогда при М ~ cnD, где с — положительная постоянная, для любого натурально­
го t распределение векторной случайной величины (£„ ,Q , . . . , fя ) слабо сходится к 
многомерному распределению Пуассона с независимыми компонентами и вектором сред­
них значений (Ai, Аг> • • •»А/), а для любых целых неотрицательных s, t\, *2, • • •, ts, для 
которых t\ -f *2 4-. • .4- ts = t, распределение векторной случайной величины 

Е ^ Е й " Е #> 
\J = \ у =/1+1 у=/1+Г2 + ...+/5-1 + 1 

слабо сходится к многомерному распределению Пуассона с независимыми компонентами 
и вектором средних значений 

t\ Г1+/2 t 

l/=i y=/i+i ;=/,+r2+...+^_i+i 

где 

^ = 1ГпП(г' ! с')''"'• У = 1,2,.. . ,/ . 
/(у) т 

С1 т - т . . ./<>> 

Пороговая функция для класса сбалансированных графов получена в [13], для клас­
са сбалансированных однородных гиперграфов анонсирована в [1], для произвольного, 
вообще говоря, не обязательно конечного графа в [11, 12], для произвольного конечного 
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однородного гиперграфа в [7]. Ее изменение можно проследить на примере пороговой 
функции гиперграфа Я в MGn ^. В соответствии с теоремой 1 пороговая функция ги­
перграфа Я в случайном неоднородном гиперграфе MGnj^ равна /iCEi-i'7'""*)/', где 
// — число ребер ранга i в подграфе гиперграфа Я , имеющем максимальную степень, 
/ = 1,2,...,/и; к — число вершин в этом подграфе. Для случайного однородного ги­
перграфа при ст = 1 получаем пороговую функцию nm~kfl, где к и / — числа вершин и 
ребер в подграфе гиперграфа Я , имеющем максимальную степень. При сг = 1 отсюда 
получается пороговая функция п2~к11 для случайного графа. 

Следствие 1 вносит существенное дополнение к пороговым свойствам конечных под­
графов: при M(n)/nD -> оо реализации рассматриваемых случайных гиперграфов не 
только содержат хотя бы один Яу-граф, но их число стремится к бесконечности со стре­
мящейся к единице вероятностью при п —> оо. 

Первые результаты о пуассоновском распределении чисел строго сбалансированных 
графов в случайном графе опубликованы в [11, 12]. При развитии другого подхода дока­
зательства результатов такого вида в [10] применена техника нормальной аппроксимации 
Стейна [14]. Обобщения на случайные однородные гиперграфы получены в [8]. 

Для доказательства теоремы 1 получаются оценки среднего и дисперсии числа изуча­
емых подграфов и применяются неравенства Маркова, Чебышёва. Доказательство теоре­
мы 2 проводится методом моментов. 

Обзоры работ по случайным графам и гиперграфам можно найти в [4, 5, 7, 9, 12, 13], 
определения из теории гиперграфов в [2, 7-9]. 

2. Доказательства утверждений 

Будем обозначать V(F) и R(F) множества вершин и ребер гиперграфа F, Ri(F) мно­
жество его ребер, имеющих ранг /, i = 0 , 1 , . . . , /я. 

Введем определение декомпозиции гиперграфа, обобщая соответствующее определе­
ние декомпозиции для графа и однородного гиперграфа в смысле Боллобаша (см. [7, 
11, 12]). Пусть Я — подграф гиперграфа F, и F имеет на к* вершин и на /* ребер 
ранга / больше, чем Н, i — 1,2,..., т. Дополнительной (средневзвешенной) степенью 
гиперграфа F над Я назовем величину 

D(F\H)=l£ii;-kA/l*. 

Максимальной (средневзвешенной) дополнительной степенью гиперграфа F над Н будем 
называть максимальное значение дополнительных степеней всех подграфов гиперграфа 
F над Я : 

m(F | Я ) = max{D(F | Я) : Я С F' С F, V{H) ф V(F')}. 

Определим последовательность подграфов гиперграфа F: F\ — подграф, имеющий 
степень, равную максимальной степени гиперграфа F, то есть D(F\) = DW(F), причем 
F\ не имеет собственных подграфов, обладающих таким свойством. Гиперграф F;+i 
определяется следующим образом: 

V(Fi) С V(F,+l) ф V(F), V(Fi+l) ф V(Fi), D{F,+l \ Ft) = m(F | Ft). 
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Полученную таким образом последовательность F\, F2,..., Ft, где Ft = F, будем 
называть декомпозицией гиперграфа F. Из определения следует, что 

D(F0 = Dm(F) & D(F2 I Fi) £ D(F3 | F2) £ . . . > D(F, | Ft-i) 

и то, что не все гиперграфы имеют единственную декомпозицию. 

2.1. Доказательство теоремы 1 и следствий 
Проведем доказательство для MGn ^. Для второго случайного гиперграфа доказательст­
во полностью повторяется с заменой в формулах величин (л+ |~1) на величины (*), 
/ = 1,2,... , т . 

Рассмотрим гиперграф F , имеющий подграф Fo, причем F имеет на к ^ 1 вершин 
и U ребер ранга i больше, чем Fo, i = 1,2,.. . , т9 и F — единственный подграф в F с 
максимальной дополнительной степенью над FQ: 

m(F I F0) = D(F \ F0) ~{p"-k)" 
Гиперграф F допустим в реализациях случайного гиперграфа MGn ^ , поэтому // = 0 
при с/ = 0, / = 0 , 1 , . . . , т. 

Пусть V = Vi U V2, V\ U V2 = 0 и 

|К2| = л2 ~ #2", 02 > 0, M/ntpLliii~k)/! -* 00 

при /1 —• оо, и пусть Fo — фиксированный Fo-гиперграф, множество вершин V(F0) 
которого лежит в V\. 

Докажем, что вероятность того, что имеющие подграф Fo реализации случайного ги­
перграфа MGnM, содержат F-граф Я , имеющий этот подграф Fo, стремится к единице, 
то есть, что 

Хш^м{МСпМ DHDF0:H^F\ MGnM D F0} = 1. (1) 

Из определения F следует, что к ^ YT=i '''> причем равенство достигается в том и 
только том случае, когда /,• ребер ранга /, / = 0 , 1 , . . . , т, о которых идет речь в опре­
делении F , изолированы в F (то есть каждое из этих ребер не инцидентно остальными 
ребрам F). Учитывая замечание о соотношении величин cz и /,•, убеждаемся в очевидности 
утверждения формулы (1) при условии, что к = YT=i * h • Поэтому далее в доказательстве 
рассматриваем случай к < YT=i ''*• 

Рассмотрим вероятностное пространство, элементами которого являются все реали­
зации случайного гиперграфа MGn ^ , имеющие на множестве вершин K(Fo) подграф 
Fo. Введем на нем равномерную меру и обозначим соответствующий гиперграф через 

MGn jj(Fo). Несложно убедиться, что MGn д/CFo) имеет ПП=1 (Л+/ *) ' * реализа­
ций, где /f. — число ребер ранга / в Fo, i = 0 , 1 , . . . ,m. Для рассматриваемой нами 
вероятности справедлива оценка 

?м{Мбп м DHDF0:H^F\ MGnM D F0} = ?м{Мбп B(F0) D H D F0: H ^ F} . 
(2) 
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Для доказательства формулы (1) достаточно получить оценку для правой части по­
следнего £авенства при п -> оо. Обозначим через f„ число F -графов в случайном графе 
MGn^(F0) таких, что Я Э F0 , V(H) \ K(F0) С К2 и существует изоморфизм ги­
перграфов Я и F , отображающий F0 в Fo. Среднее значение случайной величины £„ 
определяется формулой 

^^ф-nt'^ try )• 
Действительно, число способов выбора недостающих к вершин из множества V2 для 
Я-графов равно (^2); t ^ 1 — константа, зависящая только от F и Fo, равная числу 
размещений // ребер ранга i из {R(F) \ R(Fo)}, i = 0 , 1 , . . . , m, так, чтобы получивши­
еся Я-графы были различными (без учета меток ребер); (М/ — l\ )i( — число способов 

выбора номеров для этих /,• ребер ранга i из Л// — I; номеров; (Л+- -1) ' ' — число 

вариантов выбора оставшихся М/ — 1> — /,- ребер ранга /; Y\7=i С1"*"/"1) ' ' ~~ общее 
число гиперграфов в MGn M(FO). 

Убеждаемся, что 

Следовательно, в условиях леммы Е£„ -* оо. 
Второй факториальный момент случайной величины £„ равен математическому ожи­

данию числа всех упорядоченных пар (Н\, Я2) в F-графах, удовлетворяющих условиям 

Я/DFo, {V(Hi)\V(F0)}cV2, 1 = 1,2, ^ ^ Я2 

(при этом ребра учитываются вместе с метками). 
Пусть Ei — сумма математических ожиданий таких пар ( Я ь Я 2 ) в F-графах, для 

которых К(Я0 П К(Я2) = K(F0). Тогда 

Рассмотрим теперь подграфы Я ь Я2 , для которых 

| К ( Я ! ) П К ( Я 2 ) П К 2 | = ^ 1 , 

0 ^ НЫНг) П Д,(Я2)} \ Ri(F0)\ = г, < /, 

причем под пересечением множеств ребер понимаются ребра, имеющие не только оди­
наковые множества вершин, но и номера. Среднее значение числа таких пар (Hi, Н2) в 
F-графах, для которых s ^ 1, оценивается сверху величиной 

^Шг)Шм'-^г)У<ь^) 
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при Г1 + . . . + г т = г = 0 и величиной 

при 1 ^ г = г\ + . . . + гт < I. Тогда для 

справедлива оценка 

Так как F — единственный подграф B F C максимальной дополнительной степенью 
над Fo, заключаем, что 

^ m \ / т \ 

£/г/-Л/г<р|/ /-И// 
и M/nV-'i=llri~s'/r —• оо при л —• со. Следовательно, Ег = 0((Е£„)2), отсюда 
D£„ = 0((Е£„)2) и с помощью неравенства Чебышёва получаем, что Р(£„ = 0) -> О, 
так как 

Р К ^ о ) ^ ^ - ^ ! ^ ! 
(Е?«)2 

и Е£Л —• оо при л -> оо. Теперь формула (1) следует из формулы (2). Отсюда следует 
также, что при M/nD -> оо справедлива оценка 

( ^ ^ ) = 1 + " ( 1 ) * (3) 

Докажем теорему для класса гиперграфов, состоящего из одного элемента. Общий 
случай будет следовать из этого частного случая в результате рассмотрения гиперграфа, 
состоящего из объединения гиперграфов, входящих в класс 2ft£>. 

Рассмотрим декомпозицию F\ с F2 С . . . С Ft = F гиперграфа F. Не ограничивая 
общности, можем считать, что Ft — единственный подграф в F/, имеющий максималь­
ную дополнительную степень над F,-_i, / = 2,3, . . . ,Г. Пусть цп — число F\-графов, 
являющихся 1-графами на к вершинах в случайном гиперграфе. Тогда 

где а — порядок группы автоморфизмов гиперграфа F\, Ri(F\) = /,-, / = l , 2 , . . . , m . 
Следовательно, 

^Чп^Ыот)' 
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и при M/n^=lili~k^/l - • 0, п -> оо с помощью неравенства Маркова убеждаемся в 
справедливости первой части теоремы: 

Пт Р(г]п ^ 1) ^ Нт Ег]п = 0 
л-^оо л-*оо 

(если нет F\-графов, то ^-графов тем более нет). 
Пусть теперь M/n^^=l ili~k)fl - • оо при п -> оо. Разобьем множество вершин V на 

Г непересекающихся частей V\,V2,...,Vt таких, что 

t 

\JVi = V, \Vj\~n/t, у = 1,2,...,Г. 
i = l 

Из (1) следует, что для / = 2 , 3 , . . . , t 

lim P MG п,М 1К Э fi I MGnn 
i-l 

j = l 

DFt-г = 1 . 

Здесь MGn м Uy=i K/ ^ ^ ~~ событие, заключающееся в том, что на множестве 

вершин Uy=i К/ случайного гиперграфа Л/б я ^ имеется Fz-граф. Проведя необходимые 
выкладки (как и при доказательстве формулы (1)), убеждаемся, что 

lim P(MGnu[Vl]DFl)=\. 
л-юо ' 

Из двух последних равенств следует, что 

\imP(MGn^DFt)=\, 
п—>оо ' 

что завершает доказательство теоремы 1. 
Утверждение следствия 1 получено в формуле (3). Для доказательства следствий 2—5 

достаточно вычислить максимальные степени приведенных в них гиперграфов и восполь­
зоваться теоремой 1. 

2.2. Доказательство теоремы 2 

Доказательство первой части утверждения теоремы 2 для случайного гиперграфа MGn ^ 
проведем методом моментов в многомерном случае. Для случайного гиперграфа MGn ^ 
достаточно в этом доказательстве величины (") заменить на С * - 1 ) , / = 1 ,2 , . . . , т . 
Вторая часть утверждения следует из первой и аддитивного свойства распределения Пу­
ассона. 

Определим г-ю факториальную степень множества 2Й как множество, элементами 
которого являются все упорядоченные наборы по г штук элементов 2Й, среди которых 
нет совпадающих. Обозначать это множество будем 98'г'. Пусть Щ — множество всех 
#у-графов в реализациях рассматриваемого случайного гиперграфа, j = 1,2,... , f. За­
нумеруем элементы каждого из множеств Щ некоторым образом и обозначим их Sfy. ), 
/ = 1,2,...,fey, где |9йу| = bj. Если I(v\J ) — случайная величина, равная индикатору 
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события, заключающегося в том, что в случайном гиперграфе имеется Яу-граф S(Vj)9 

то 

#> = ][><»). 

Введем обозначение У ^ = (yf , . . . , y jy ) . Справедливо равенство 

ц\1] • • • d"] = ЕЕ /("1 ! )) • • • 7^n1}> • • • *№ • • • «v№-

где суммирование ведется по всем упорядоченным наборам У = ( у ^ \ . . . , у ^ ) , для 
которых соответствующие им наборы подграфов принадлежат декартову произведению 
факториальных степеней 

Разобьем эту сумму на две, E i и £2- К первой из них отнесем слагаемые, соответству­
ющие наборам индексов У, которым соответствуют гиперграфы 5(yJ ) , . . . , S(vr\, ) , . . . , 
S(v\ ) , . . . , S(Vrt ), множества вершин которых не пересекаются, а ко второй — все осталь­
ные наборы. Тогда 

/ п \(п-пк<1Л (n-rlkW-...-rt-lk«-lA 
\rik^)[ r2k™ )'"{ rtkV ) 

- 2 - 7 = 1 Г/'/ 

Действительно, (г £(1)) — число способов выбора вершин для г\ непересекающих­
ся Н\ -графов, (л~г^(2) ) — число способов выбора вершин для г2 непересекающихся 
Яг-графов так, чтобы они не имели общих вершин с уже выбранными г\к^ вершинами, 

/n-nkil)- -rt-ik(t~l)\ ^ ^ 
и так далее, наконец, ( г"*<'> / ~~ ч и с л о способов выбора вершин для rt непе­
ресекающихся Их -графов так, чтобы они не имели общих вершин со всеми выбранными 
до этого вершинами; величины 

(rjkU))l/((aU))rO = ^ки))\(ки^/((ки^(аи))г^ j = 1,2 г, 

равны числам различных способов размещения без пересечений г7 упорядоченных 
Я/-графов на rjk^ вершинах; (Af,-)w r 7 (» , / = 1 , 2 , . . . , т , — число различных 

вариантов выбора ] С ' = 1 Г/Л ребер ранга / с учетом их порядка для Я,-графов, 
— У1 г /*7) 

j = l , . . . , f ; произведение П / ^ i (?) У = 1 ' ' получается как отношение величины 

П/^=1 (?) ' / = 1 J ' ' равной числу вариантов выбора оставшихся А/,- — Х ^ = 1 ОЛ Ре~ 
бер ранга /, / = 1 ,2 , . . . , т, в реализациях случайного гиперграфа MGn ^9 к величине 

I\7=i (1) ' ' Р а в н о й общему числу его реализаций. 
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/<» 

Проводя необходимые преобразования, получаем, что 

^~п(^)п(<»й)3-''''"'»-Е;-'(^'",|"а-''''гл) 
= п (^'Л""-ал "Пм"ЕГ- '•'" п («**")") 
= П (( м V" nr.iO'a)''' 

/ . ' ,^„(23"- , »,"'-*">)/'"'/ «<" 

Учитывая, что рассматриваемые гиперграфы Н\, Я 2 , . . . , Ht строго сбалансированы, 
имеют одинаковую степень 

Я = ( Х > Ч 0 ) - * 0 ) ) / ' 0 ) ' 7=1.2.. . . ,*, 

YL M ~ cnD, заключаем, что 

Для завершения доказательства первой части теоремы нам достаточно убедиться в 
справедливости формулы £ 2 = о(\). 

Пусть Gj и Fj — некоторые конечные допустимые в реализациях MGn ^ гиперграфы, 
Fj изоморфен одному из гиперграфов H\,...,Ht. 

Если 0 < \V(Fj) П V(Gj)\ < \V(Fj)\9 то в силу строгой сбалансированности Fj 
справедливо неравенство 

ЕГ-1 WW П Gj)\ - \V(Fj П Gj)\ ЕГ-i '1^(^)1 ~ Щ^>)| -
\R{FjnGj)\ \R(Fj)\ 

откуда 

[ f> | / ? , ( f ) П Gj)\ - \V(Fj П Gj)\) \R(Fj)\ 

< ( £ ' ' 1 В Д ) | - \V(Fj)\ j |ВД П G,)| - 1, 

И 

m 

£ i | W ; П Gj)\ -\V(Fj П G,)| ^ D\R(Fj Л G,)| - — L _ . (4) 

Ecjm|K(f»nK(Gy-)| = 0,TO 

m 

£ / | t f / ( F , П G,)| - \V(Fj П Gy)| = £>|ВД П Gj)\ = 0. 
i = i 
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В случае \V(Fj) П V(Gj)\ = |K(Fy)| справедливо неравенство 

т 

E ' l ^ W П Gj)\ -\V(Fj П Gj)\ < D\R(Fj П G,)|. 
1 = 1 

Теперь рассмотрим произвольный из г-наборов 

( F b . . . , / r r ) = 5 ( y 1
( 1 ) ) , . . . , ^ ; > ) , 

по которым ведется суммирование в Е2, r = r i + . . . + />. Введем обозначения 

г 
СУ = U Я» У =0 ,1 г - 1 . 

При А: ^ 1 

|Д,-(С*-1)| = \Ri(Fk U G*)| = \Ri(Fk)\ - \Ri{Fk П Gk)\ + |*,(G*)|, 

откуда 
I / г \ I 

= i/?,(Go)i = Е I w*)i - Е 1Л'С*n G*)i *(ЙА) fc=l Аг=1 

г—1 m 

E'i^(Go)i = Е E''i*'<F*>i - Е Е ' 1 Л ' ^ п G*)i-
i = l Лг=1 / = 1 j t = l / = 1 

Аналогично получаем формулы 

т г т г—1 т 

1Л(с0)| = Е 1Л'(°о)| = Е Е i*<(F*)i - Е Е w * n G*)i-
/ = 1 А:= 1 / = 1 А:=1 / = 1 

г г - 1 

|K(G0)| = £ №*)1 " Е 1 К ^ П G*)|-
k=i k=i 

Тогда 

m г / т 

J^i\Ri(G0)\ - \V(G0)\ = П ^ № 
*=1 \ / = 1 / = 1 

(Fk)\-\V(Fk)\ 

(FknGk)\-\V(FknGk)\ 

Выше было показано, что для к = 1,2,... , t 

т 

E ' ' I W * П Gk)\ - \V(Fk П Gk)\ ^ D\R(Fk П Gk)\, 

r-l / m 

(5) 

(6) 
/ = 1 
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однако в силу определения Ег 

U '< = у < k = ri/ci + . . . + rtkt, (7) 

и существует хотя бы одно число j в множестве {1,2, . . . ,г — 1}, для которого 
О < |V(Fy) П V(Gj)\ < \V(Fj)\, следовательно, для Fj и Gj справедливо неравенство (4). 
Из соотношений (4), (5), (6) получаем оценку 

m / г г-1 \ -

^i\Ri{G0)\ - \V(G0)\ >D[J2 \R{Fk)\ - J^ \R(fk n G*)| + г^ттгтт. 

Учитывая формулу 

|/?(G„)| < £>*|Я(^)1 
Jfc=i 

и полученную выше оценку для |/?(Go)|, получаем, что 

1 ЕГ=1'1^(Со)|-ЩСо)и . 
|Д«?0)| " |ВД)11ЖС0)| 

>£> + 
«oEUi^l^(f f c) | 

> D , (8) 

где Ro — максимальное значение R(Fk) для к = 1,2,... , t. 
Среднее значение числа наборов (F\,..., Fr) в сумме £ 2 , удовлетворяющих условиям 

й*Ь №*) = Л,(0), / = 1....,»,, 

сверху можно оценить величиной Л (л, v, / ? J ° \ . . . , R$), имеющей порядок 

(:)п( («,кг(:)-в1>о(( ;__^_) т «(())> ЕГ-1*}' 

Из (7) следует, что 

( m \ m 

1=1 / i=i Л о 2 л 
Я о Е и Ы В Д ) ! 

поэтому 

= 0 Л-ЕГ-1 «}0)/(*oEl-i г*1*<**)|Л = о ( 1 ) 
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Из этой оценки, учитывая, что набор параметров v, R\ , . . . , /?„, может принимать 
конечное число различных значений, убеждаемся, что Si = о(\). Таким образом, факто-
риальные моменты рассматриваемой векторной случайной величины сходятся к фактори-
альным моментам многомерного распределения Пуассона с независимыми компонентами 
и указанными в утверждении теоремы средними значениями. Доказательство завершается 
применением теоремы 21 главы 1 работы [12]. 
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