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ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ НИЛЬСЕНА 

I. Введение. Пусть всюду в дальнейшем. X - компактный поли­
эдр и £: X — * - Х непрерывное отображение. Если встать на ди­
намическую точку зрения и рассмотреть итерации •£ , то можно оп­
ределить несколько дзета-функций. 

Первая динамическая дзета-функция была введена Артином и Ыа-
зуром [i] как формальный степенной ряд ^ и) = еэсй^ ^if*) j*] ( 

где F t f " } - число изолированных неподвижных точек . Они 
показали, что для плотного множества пространства гладких отобра­
жений компактного гладкого многообразия в себя дзета-функция Ар-
тина-Мазура 5^U) имеет положительный радиус сходимости. В 
работе [2] Мэннинг доказал рациональность дзета-функции Артина-
Мазура для диффеоморфизмов гладкого компактного многообразия, 
удовлетворяющих аксиоме А Смейла. 

Следующая динамическая дзета-функция - дзетанфункция Леф-

шеца Ц.(х)= <яр(.£ -—р-*») , где L(*H) = 
cU«tX i г— и 

= E H ) UU*K- Н К ( Х , Ш — * - Н к ( Х Д ) Д - число Леф-

шеца jfH , была введена Смейлом в работе [з]. Смейл показал,что 

дзета^функция Лефшеца рациональна и равна L * U ) — П <iet(E-f*K*J 

[3]. 
В отличие от дзета-функции Артина-Мазура, которая учитывает 

неподвижные точки геометрически, дзета-функция Лефшеца учи­
тывает их алгебраически. Есть еще один способ учета неподвижных 
точек - по Нильсену [4]. Две неподвижные точки f называются 
эквивалентными, если их можно соединить таким путем л , что 
петля ос4fa гомотопна нулю. Каждому классу эквивалентности 
сопоставляется целое число - его индекс [б]. Число Нильсена 

N(f) отображения j- определяется как число тех классов не­
подвижных точек, которые имеют ненулевой индекс. N ( f ) всегда 
конечно. Основное свойство, чисел Нильсена - их гомотопическая 
инвариантность: если У - другой компактный полиэдр, <р У — - У 
непрерывное отображение и существует гомотопическая эквивалент­
ность Ч>; X — » - У такая, что <р о f гомотопно (|1 • j (т.е. 
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£ и одного гомотопического типа), то N(f) = N(<p . ДРИ 
этом совпадают и числа Нильсена итераций Hd^) = N(£*) • В на­
стоящей работе определяется и изучается дзета-функция Нильсена 

оо м н 
N.U)=«xp( Ц — х1*) . Из вышесказанного следует, 

что Hf{%) является гомотопическим инвариантом, а также инва­
риантом класса топологически сопряженных с { отображений. 

2 . Радиус сходимости дзетандгакшта Нильсена. Обозначим че­
рез Ц - радиус сходимости дзета-функции Нильсена Hf(%) , а 
через k(f) - топологическую энтропию f . Пусть tt= ittf It (<р 
по всем отображениям J одного гомотопического типа с £ . То­
гда из неравенства Иванова Н.В. > -fa-wtwp N(£H) 
ВО» формулы Коши-Ддамара и гомотопической инвариантности радиу­
са & вытекает 

ТЕОРЕМА. 1.Для непрерывного отображения f компактного поли­
эдра X в себя Tfc» e"k> О 

Таким образом, дзета-функция Нильсена имеет положительный 
радиус сходимости. 

3. Две теоремы о дзета-функпии Нильсена. Пусть jU(d), delN 
- функция Мебиуса в теории чисел. Как известно, она задается ра­
венствами: ̂ ud) = 0 если d делится на квадрат, отличный 
от единицы; ju-(d)=(-1)lc , если & не делится на квадрат, от­
личный от единицы, при этом к обозначает число простых делите­
лей числа d ; Jbii) = 1 . Будем говорить, что £: X—»-Х 
гомотопически периодическое отображение периода m , если f Г г Ь 

гомотопно тождественному отображению id x : X—>- X • Обозначим 
N через Н% . 

ТЕОРЕМА 2 . Пусть } гомотопически периодическое отображе­
ние периода иг связного компактного полиэдра X , не имеющего 
локально разделяющих точек. Тогда Нл%) = П ^ii^-t^f^' » 

где произведение берется по всем делителям I периода т , а 
p(d) - целое число равное p(d) = 2J AHCL>- N А 

В частности, если в теореме 2 период wi- простое число,то 

^ . ( * ) = = — ^ ~̂  d - t w ) N r N w ' ' . Для инволюции связного 

компактного полиэдра получаем: N^yU)—= t, ~\(4-%t)HrH% 

(1-х) 4 

Доказательство теореш 2 основано на том, что N^= , если 

1 5 7 



(*J it) = 1 , где i делитель ж . 
ТЕОРЕМА 3. Дзета-функция Нильсена сохраняющего ориентацию 

гомеоморфизма компактной поверхности либо рациональна, либо ра­
дикал из рациональной функции. 

Доказательство этой теоремы основано на классификационной 
теореме Терстона, согласно которой сохраняющий ориентацию гомео­
морфизм компактной поверхности изотопен либо периодическому.либо 
псевдоаносовскому, либо приводимому гомеоморфизму [8]. При этом 
для сохраняющего ориентацию псевдоаносовского гомеоморфизма дзе­
та-функция Нильсена рациональна и ее радиус Я = i~^if' = —К- , 

Д(А) 
где Д (А) наибольшее собственное число матрицы переходов А 
топологической марковской цепи соответствующей f . 

3. Внчисления. Иногда удается вычислить числа Нильсена ите­
раций f w . При этом наблюдается тесная связь чисел Нильсена и 
чисел Лефшеца. Обозначим через 3(f, х „) подгруппу группы 
• ^ (Х , f (зс 0)) , которая определяется.так:^,ж„)={ Je^ (X , f ( » „ ) ) : 
существует циклическая гомотопия Н = { Ц } : £ ̂  $ такая, что 
<Н(а>0)> = 1 } (см. [б]), соответственно, J ( X ) = , х „ ) . 
Через : %1 (Х,л 0 ) я*(Х,£(х»)) обозначим индуци­
рованный эндоморфизм фундаментальной группы, а через' 

£)* : Н^Х) — - H,lX) индуцированный гомоморфизм.в од­
номерных гомологиях. Отображение £ : X — X называется 
эвентуально коммутативным, если существует натуральное и- ,та­
кое,что подгруппа ( f * )» iĉ  (X, х с ) коммутативна (см. [б]). 
Следующие ниже утверждения вытекают из результатов Янга и 
свойств подгруппы 3(Л 

ТЕОРЕМА 4. Пусть £ : X—>~ X непрерывное отображение связ­
ного компактного полиэдра. Предположим,что существует такое це­
лое т , что f^ip^Xjc CCJF**) . Тогда для каждого И > 0 
любые два класса неподвижных точек f u имеют одинаковый индекс 
it**) . Если L(**) = 0 , то Ntf*)—0 , если Lif") =ф О , 

то t ( * V Hit*) = Ш*) шНа%)= * «Нес* И - t*) 

(мощность коядра). 
СЛЕДСТВИЕ I. Если Л ( Х ) = 1P,IX) , то для любого непрерыв­

ного отображения £ : X — » - X , справедливо утверждение тео­
ремы 4 . 

СЛЕДСТВИЕ 2. Если X - асферический связный компактный по­
лиэдр и £: X —*- X эвентуально коммутативно, то справедливо 
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утверждение теоремы*4. 
ТЕОРЕМА- 5. Пусть X - связный компактный полиэдр с конечной 

фундаментальной группой % . Предположим, что действие % на ра­
циональных гомологиях универсального накрывающего пространства 
тривиально, т.е. для каждого скольжения ле%, ОС,.— id: Н^Х.Ф) - * -
-*-И,Д,(}) . Пусть непрерывное отображение f : 'Х—*~ X эвен­
туально коммутативно. Тогда для каждого 0 любые два класса 
неподвижных точек f% имеют одинаковый индекс •i(fH') . Если 
^ ( ^ - = 0 , то N(Л — 0 , если UfH)=*=0 , то i ( * V 
• N<*») = Ьс**) и Ш*) — * е в к « г « - С ) • 

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть X компактный односвязный полиэдр, кото­
рый является рациональной гомологической сферой нечетной размер-
ности.̂ Если конечная группа п действует свободно на X и 

X = X / i r , то для полиэдра X справедливо утверждение теоремы 
5. 

СЛЕДСТВИЕ 4. Если X - замкнутое трехмерное многообразие 
с конечной фундаментальной группой, то ддя него справедливо ут­
верждение теоремы 5. 

4. Примерн. в определенных ситуациях утверждения из пункта 
3 позволяют вычислить дзета-функцию Нильсена. Пусть Х = 
(3(Х) = ЦФ) , a А)" 1—непрерывное отображение сте­
пени d . Тогда по следствию I N ( f * ) = | 1-d w| , а дзета-функ­
ция Нильсена рациональна и равна: Цл%) — /~* ; 

1—АХ 
\\W — - J — ; N , ( « = - / ± 1 - /если <t>0 , 4 = 0 . 
d<0 соответственно. Если Х = - £ 1 * . а $ Ы — - <>*н не­

прерывное отображение степени d , то при d=-"f ( антиподаль-
ное отображение) Цл%) = 1 , а при d=M • 

*• \ 4-х*' *• . 1-х 
Если же Х = ̂ г н И , a f : ^ - > - степени i , то 

Ц^1) = 1 при d = 1 , N,<« — V - Щ - 1 n p n d = - 1 , и 
N.pU) = - ^ 4 ^ ~

 15,31 l̂l*"̂  ^ • Тагам образом, уже на односвяз-
ном пространстве дзета-функция Нильсена может быть радикалом из 
рациональной функции. 

В следующем примере Х = Т ( 3 ( Х ) = %i (X ) ), а 
Г '• Т —r*~ f гиперболический эндоморфизм тора [э] . г ' 

Тогда дзета-функция Нильсена рациональна и равна NfI(X)=(Lp(e,-<t)) , 
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где ff = H ) P , р равно числу £р«с<1г ( Г К Л ) 
таких, что jU-i,< - , а г равно числу А ^ « 5 р ^ г Г 
таких, что | А{,| > 1 • Аналогичный результат получается ддя ги­
перболического автоморфизма тора и топологически соцряженных с 
ним У -диффеоморфизмов. 

Пусть теперь ^: М — » - М растягиващее отображение \д] 
ориентируемого гладкого компактного многообразия М . Тогда ^ 
дзета-функция Нильсена рациональна и равнаNj,tt,)«=fy(2)—(Ь.(в"-*)) , 
где а =-- dim (1 , a ?= 1 , если f сохраняет ориентацию М , 
и #=—1 , если f обращает ориентацию М . 

Пусть X — ЕР1**'1 , н > 0 , проективное пространство нес­
четной размерности, а Н1: X—*- X непрерывное отображение сте­
пени d . Тогда для каждого я > 0 N( V**) = 0 • если &— 1 и 
Н{Ц*) — (2,1- А?) , еслиЩ#= 1 , а дзета-функция Нильсе­
на рациональна и равна: (г) = 1 , если d = 1 ;[\у(%)=-Л—.) 

если d-четно; N^U) — ^ % , если ) «t| =уь= i нечетно. 
Еслиже (1==-1 , то Nu,U) = ]+% .Для Ш > Ш - проек-

* -1 — % 
тивных пространств четной размерности получится тот же резуль­
тат для N^U) , если при вычислениях использовать теорему 
5.3 из [5]. 
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EUjugiBa V.B., Pel'styn A.U. Hielsen zeta function. 
A new zeta function for dynamical systems is defined. The 

topological entropy is used to prove exact estimation for radius 
of convergence of Hielsen zeta function. Prom this estimation it 
follows that Hielsen zeta function has positive radius of conver­
gence. For orientation-preserving homeomorphism of oompact sur­
face we proved that Hielsen zeta function is either a rational 
function or a radical from the rational function. Hielsen zeta 
function is calculated for maps of £ , , tt>f,T*, RP , 
for expanding map of orientable compact manifold, for homotopi-
oally periodic map of ooaneoted oompaot polyhedron without local 
separating points. 
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