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МОДЕЛЬ МОДУЛЕЙ ВЕРМА НАД АЛГЕБРОЙ ВИРАСОРО 

Строится модель модулей Верма над алгеброй Вирасоро. 

§ 1. Введение 
С начала столетия теория групп, их представлений и однородных пространств 

предоставляет аппарат для решения разнообразных задач математической физики. 
Развитие квантовой теории поля в 60-х годах привело к возникновению нового 
направления, включившего теорию представлений бесконечномерных алгебр и групп Ли, 
некоммутативный гармонический анализ на бесконечномерных пространствах и 
бесконечномерную геометрию. За прошедшие 30 лет в этой области было получено 
значительное число результатов. 

Формирование круга современных проблем квантовой теории поля (квантовая 
гидродинамика, теория струн, приложения конформной теории поля к статистической 
физике) сопровождается проникновением методов бесконечномерной геометрии в 
Analysis situs (дифференциальную топологию и дифференциальную геометрию), 
глобальный анализ, теорию дифференциальных уравнений. 

Так, конформную квантовую теорию поля можно интерпретировать как 
дифференциально-топологическую версию теории гомологии. При этом гомологическим 
инвариантом особенности является некоторая операторная алгебра. 

С целью дальнейшего изучения операторных алгебр конформной теории поля с 
теоретико-групповой точки зрения в данной работе строится модель модулей Верма над 
алгеброй Вирасоро. В § 2 содержатся необходимые сведения о модулях Верма. § 3 
написан под влиянием работы И.Н.Бернштейна, И. И. Гельфанда и С. И. Гельфанда о 
моделях представлений. Поскольку каждое бесконечномерное однородное пространство, 
по-видимому, является пространством модулей, в § 4 описьюается другая реализация 
модели. В § 5 прослеживается связь между моделью и разложением Гаусса. 

Автор приносит благодарность А.А.Кириллову, И. А. Семенову-Тянь-Шанскому, 
А. А. Морозову, А. С. Шварцу, Г. И. Ольшанскому, М. Л. Концевичу, А. М. Переломову, 
С.Ю.Шаташвили, Ю.А.Неретину, А.А.Рослому, Б.А.Хесину, А.Ю.Алексееву, В.Ю.Овсиенко, 
В.Фоку, участникам семинаров по теории поля в ИТЭФ и по теории представлений в 

Ключевые слова: алгебра Вирасоро, модули Верма, пространство флагов группы 
Вирасоро-Ботта. 
14 Алгебра и анализ, № 2, 1990 г. 



210 Д. В.Юрьев 

ИГУ, сотрудникам ЛОМИ, принимавшим участие в обсуждении работы, участникам школы 
„Современные проблемы квантовой теории поля" в Алуште, проходившей в мае 1989 г., 
и школы-семинара „Теория представлений и применение групп в физике" в Тамбове, 
состоявшейся в январе того же года, на которых автор выступил с докладами по теме, 
за неоценимую помощь и поддержку. 

Автор благодарит С.Л.Шаташвили и А.Ю.Алексеева за возможность ознакомиться с 
параллельными исследованиями [22,23]. 

§ 2. Пространство флагов группы Вирасоро-Ботта и построение 
модулей Верма над алгеброй Вирасоро 

Удобным и в то же время достаточно универсальным методом построения 
представлений групп является метод орбит [1]. Главная идея его состоит в том, что 
неприводимое представление группы Ли допускает прозрачную реализацию в некотором 
пространстве геометрических объектов на одной из орбит коприсоединенного 
представления данной группш 

Хорошим примером эффективного использования метода орбит служит решение задач 
теории представлений конечномерных полупростых вещественных групп Ли. 

Орбиты коприсоединенного представления компактной группы Ли V - так 
называемого пространства флагов [2,3]. Эти пространства? являются компактными 
кэлеровыми многообразиями, представимыми, согласно теоремам Монтгомери и Вана, в 
двух эквивалентных формах: в виде компактного однородного пространства У/Г, где Т 
- максимальный" тор в группе U, и в виде однородного, комплексного многообразия 
(Р/В, где G c - комплексная редуктивная группа Ли, а В - ее максимальная разрешимая 
(борелевская) подгруппа. 

Теорема Бореля-Вейля утверждает, что в пространствах сечений эрмитовых 
голоморфных расслоений над пространствами флагов реализуются все неприводимые 
представления компактных групп. Однородное эрмитово голоморфное расслоение над 
пространством флагов U/T определяется целочисленным весом - набором чисел 
п1,...,пр, принадлежащих некоторой решетке в Rr. 

Вес можно рассматривать как элемент двойственного пространства т*к 
картановской подалгебре t в алгебре Ли и. Элементы пространства т* по теореме о 
двойственности Понтрягина отождествляются с характерами картановской подалгебры. 
При этом целочисленному весу, задающему однородное эрмитово голоморфное 
расслоение, отвечает характер алгебры t, экспоненцируемый на максимальный тор г. 
Пространство сечений расслоения £(nt,... ,п г ) , отвечающего набору n t , ...,n r, 
непусто только в том случае, когда все числа p-nlt...,pr-nr положительны, где 
Pj...pr - полусумма положительных корней. Ясно, что при построении представлений 
группы U достаточно ограничиться только такими расслоениями, называемыми 
положительными в смысле Кодаиры [4]. В пространстве сечений положительного 
расслоения ЕЫ, ...,лг) реализуется неприводимое унитарное представление группы U. 
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Унитарность обеспечивается компактностью пространства флагов и наличием эрмитовой 
метрики в слоях расслоения. Скалярное произведение двух сечений равно значению 
интеграла по пространству флагов от эрмитова скалярного произведения в слое, 
взятого на этих сечениях, по (/-инвариантной мере. При этом разным расслоениям 
отвечают разные представления. Из интегральной теории представлений компактных 
групп следует, что представлениями в пространствах сечений расслоений £(nt,...,nr) 
исчерпываются все унитарные неприводимые представления компактной группы U. Тем 
самым построенное соответствие между однородными эрмитовыми голоморфными 
расслоениями и неприводимыми унитарными представлениями взаимно однозначно. 

Это соответствие может быть описано в несколько иных терминах. Пусть 
x(s ,...,s ) - произвольный характер комгшексификации т с картановской подалгебры 
t. Его можно рассмотреть как характер борелевской подалгебры Ь. Представление 
комплексной редуктивной алгебры Ли © с, коиндуцированное с характера борелевской 
подалгебры x(s . ..,s ) [ 5 ] , интегрируется до представления основной непрерывной 
серии Гельфанда-Наймарка [ 6 ] . При условии вещественности, целочисленности и 
положительности оно содержит конечномерное подпредставление. Редукция этого 
представления на компактную группу Ли - представление в пространстве сечений 
расслоения Е[п ,... ,п ). 

Соответствие вес-расслоение не является взаимно однозначным. Различным 
положительным целочисленным весам отвечает одно и то же расслоение, если они могут 
быть переведены друг в друга с помощью группы Вейля алгебры Ли V относительно 
картановской подалгебры t. С помощью действия этой группы вес может быть приведен 
к доминантному. Как следствие, неприводимые унитарные представления компактной 
группы нумеруются целочисленными весами из доминантной камеры Вейля. 

Обобщение теоремы Бореля-Вейля на высшие когомологии, данное Боттом, гласит: 
при фиксированном голоморфном расслоении общего положения (отвечающем так 
называемому регулярному весу) £, не обязательно положительном, среди множества 
пространств когомологии Hl(V/T,E) только одно отлично от,нуля. В этом пространстве 
реализуется неприводимое представление группы U. В теореме указываются 
соответствующий номер i и вес получаемого представления. 

Соответствие орбита-расслоение осуществляется с помощью конструкции Костанта -
в эрмитовом расслоении Е(.п,...,п) каноническим образом задана эрмитова 
связность. Ее кривизна представляет собой инвариантную симплектическую структуру 
/на пространстве флагов. В силу его односвязности, согласно теореме 
Кириллова-Костанта-Сурьо, отображение моментов отождествляет его с некоторой 
орбитой коприсоединенного представления группы Ли U, снабженной формой Кириллова. 
Для компактных групп Ли соответствие орбита-расслоение взаимно однозначно, а 
именно расслоению с весом n t, ...,л отвечает орбита этого веса, рассмотренного как 
элемент пространства и*. 

Модельным примером компактной группы Ли является группа SU(2). В этом случае 
14* 
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пространство флагов представляется в двух эквивалентных формах - S 2 и Р(с2). 

Кэлерова структура на нем задается метрикой Фубини-Штуди. Согласно теореме 
Гротендика, все голоморфные расслоения над сферой Римана нумеруются целым или 
полуцелым числом s. Расслоение E(s) - расслоение s-дифференциалов на Р(с 2) с 
естественной структурой однородного эрмитова расслоения. Оно положительно при s^o. 
В пространстве 0(P(C 2), £(s)) реализуется неприводимое унитарное представление 
n_s, ssQ, группы SU(2) [6]. в высших когомологиях имеет место равенство 
ff1-1(P(C2),£(s))=n . 

s 

Аналогичная ситуация имеет место для полупростых вещественных некомпактных 
групп Ли. В этом случае в коприсоединенном представлении группы Ли G существуют 
неизоморфные орбиты. Орбита общего положения является однородным пространством 
вида G/Н, где Я - максимальная коммутативная подгруппа. В отличие от компактного 
случая максимальные коммутативные подгруппы в группе G не сопряжены. Пространство 
G/н обладает инвариантной кэлеровой структурой, если стационарная подгруппа 
компактна, иными словами, стабилизатором произвольной точки на G/Н является 
максимальный тор в G. Если группа G обладает кэлеровой орбитой, т.е. среди ее 
максимальных подгрупп содержится максимальный тор, то она называется каспидальной 
[В]. В дальнейшем каспидальность полупростой вещественной некомпактной группы Ли G 
будет предполагаться. 

Однородное пространство G/Н каспидальной группы по максимальному тору 
является некомпактным аналогом пространства флагов двойственной ей компактной 
группы Ли U/T. С некоторой натяжкой мы будем также и пространство G/T называть 
пространством флагов. Оно обладает инвариантной комплексной структурой, ..уважая" 
которую, отображение Бореля осуществляет вложение G/T в U/т как открытой области. 

Ограничение однородного голоморфного расслоения E(nlt... ,п ) над U/Т на 
пространство флагов G/T определяет однородное голоморфное расслоение на нем, 
которое мы будем обозначать тем же символом. Стоит отметить, что в силу 
стягиваемости пространства флагов G/T все расслоения Etnj, ...,п ) голоморфно 
тривиальны. В каждом расслоении £(п 1 #...,п) единственным образом задается 
эрмитова структура, инвариантная относительно группы Ли G. 

В пространстве голоморфных форм старшей степени на G/T со значениями в 
расслоении Е(п,...,п) 17] реализуется представление аналитической дискретной 
серии, унитарное и неприводимое при nt>0. По теореме Харш-Чандры представления 
дискретной серии эквивалентны, если их старшие веса принадлежат одной орбите 
группы Вейля. Аналогом теоремы Ботта является конструкция Атьи-Шмида-
неаналитических дискретных серий. 

Для дальнейших целей, однако, более предпочтителен, следующий сюжет. Наряду с 
расслоениями £ ( л , ...,п ) уместно рассмотреть голоморфные расслоения £ ( S j , . . . , s r ) 

с произвольными вещественными s ,...,s , однородные относительно алгебры Ли g или 
односвязного накрытия 8 группы G. Эрмитова структура в расслоении E(s1,...,sJ 
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задает скалярное произведение в пространстве О' [E*(.s1,... ,sr)). Пополнение этого 
пространства будем называть пространством Фока [8] пары (G/T,£(s1,... ,sr)) и 
обозначать FIC/T, s,,...,s ). 

1 г 

П р е д л о ж е н и е 1. В пространстве Шока F(G/T, st,..., s r реализуется 

модуль Верма алгебры Ли L\ со старшим весом sl,..., s p. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы представляет собой 

геометрическую переформулировку определения модуля Верма [5]. 
Выражаясь алгебраическим языком, мы предпочитаем иметь дело с 

индуцированными, а не с коиндуцированньгми представлениями. 
В качестве модельного примера вещественной некомпактной полупростой 

каспидальной группы Ли стоит выбрать группу SL(2,R). В этом случае пространство 
флагов представляет собой плоскость Лобачевского Я 2. Реализация Пуанкаре в 
единичном круге осуществляет вложение Бореля И2 в Р(С 2). Отображение моментов для 
плоскости Лобачевского определяет модель Кэли-Клейна на полости двуполостного 
гиперболоида в трехмерном псевдоевклидовом пространстве коприсоединенного 
представления группы SL(2,R). Однородные эрмитовы голоморфные расслоения на Я 2 

задаются при помощи одного параметра: расслоение £(s) - расслоение голоморфных 
s-дифференциалов на Я 2. В пространстве Q(£(n))=0 (£(n+D), п>0, реализуется 
представление Бергманна В* + 1 [6], а в F(H 2,s) - модуль Верма с весом s. 

Результаты последних лет показывают, что метод орбит хорошо работает и в 
задачах теории представлений бесконечномерных групп. 

Так, в работах [9-11] установлено, что модули Верма алгебры Вирасоро mr 
реализуются в пространствах Фока эрмитовых голоморфных расслоений над 
многообразием флагов группы Вирасоро-Ботта Vir. 

Группа Вирасоро-Ботта Vir представляет собой центральное расширение 
бесконечномерной каспидальной группы Diff^S1 диффеоморфизмов окружности, 
сохраняющих ориентацию. Максимальный тор группы Diff +S 1 одномерен и сопряжен 
подгруппе Rot s^s 1 вращений окружности. Многообразие флагов М группы 
Вирасоро-Ботта - однородное пространство Diff sVs 1. Его геометрические свойства 
во многом напоминают свойства плоскости Лобачевского [12]. 

В работе [9] показано, что пространство флагов М допускает реализацию в виде 
бесконечномерной однородной ограниченной комплексной области в пространстве 
CQ[[z]] формальных степенных рядов одной комплексной переменной z вида 
z+c 1z 2+c 2z 3+..., состоящей из регулярных и однолистных в единичном круге 
£+={zeC:|z|<l} функций f"(z), гладких и однолистных вплоть до границы [9]. Функции 
f(z) из указанной области составляют класс однолистных функций S, хорошо известный 
в ТФКП [13]. Необходимыми условиями однолистности являются неравенства 
Бибербаха-де Бранжа |сп1<п+1. Среди необходимых и достаточных условий наиболее 
известны критерий Грунского [11,13] и его обобщения. Недавно автором получен 
забавный критерий однолистности, выраженный в терминах коэффициентов е п [14]. 
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Действие алгебры Вирасоро в М задается формулами граничных вариаций Шиффера-
Голузина [11,13] 

[Lvf] (z) = - LfHz) f [ - T W y - ] n w ) . n z ) . (1) 

На многообразии M имеется двупараметрическое семейство Diff^S1 -инвариантных 
метрик. Отображение моментов для этих кэлеровых метрик описано в [15]. Каждой 
метрике отвечает однородное эрмитово голоморфное расслоение Е над пространством 
флагов М. Формулы, описывающие действие алгебры Вирасоро в пространстве сечений 
эрмитовых голоморфных расслоений £ h , получены в [11] 

^ Р = о 4 - + Е W с к Ъс— • Р > 0 -Р к>, к + р 

L o = Е кск дсТ + h ' 
кй1 к 

L-i = Е С(*+2)с ь + 1 - 2 C l c k ) Д - + 2 h C l , (2) 
к*1 

L_ 2 = £ ((K +3)c K + 2 - (4с.,- c 2 ) c K - B k ) в + h(4c 2-c 2) + § (c 2-c 2) , 
k2=l k 

где B n - коэффициенты лорановского разложения функции l/f(z). 
Спаривание 

<Р(С!Cn,...),Q(Cl Cn,...)>=P(g|- ^_,...)Q( C i )...,C n...)| =0 (3) 
I n k 

задает отождествление пространства 0 (£ h c ) с пространством 0(M). Генераторы 
алгебры Вирасоро реализуются в о'[Е ) следующим образом [11]: 

L = У (k+l)c„ J%- + с , р > 0 , -р L k+p Sc. р • ^ 
kSti к 

Lo= Е к с к В5Г + H • 
k£l к 

Ч = Е (* +2)с к « - 2 £ с к « * + 2h в , (4) 

^ = Е < * + 3 Ч згг " 4 Е с к Be" Эс7 + 

к Ы к 2 kil 2 

1 к ас 2
 ас 1

 к к ас ас 
k£l О С 1 0 С к к Ы О С 1 О С п 

+ h(4 ) + с ( _а af j 
Эс 2 Зс 2 2 Эс 2 Эс 2 

В работе [11] показано, что 0 (£ h ) как Ыг-модуль представляет собой модуль 
Верма Vh [16] со старшим весом л и центральным зарядом с. 

Однако для наших дальнейших нужд необходимо располагать явной реализацией не 
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одного отдельного модуля, но всей их совокупности. 

§ 3. Основное аффинное пространство группы Вкрасоро-Бота 
и построение модели модулей Верма заданного 
центрального заряда над алгеброй Вирасоро 

Из теории представлений компактных групп Ли известно [17], что модель 
представлений компактной группы U реализуется в пространстве функций на основном 
аффинном пространстве ее комплексификации 6 е. Моделью представлений группы U 

называется представление, разлагающееся в прямую сумму неприводимых, каждое из 
которых встречается в ней однократно. Основное аффинное пространство - однородное 
пространство d^/N комплексной редуктивной группы Ли 0 е со стационарной подгруппой, 
изоморфной максимальной нильпотентной подгруппе N. Основное аффинное пространство 
расслаивается над пространством флагов Р/В со слоем, изоморфным [С*] г, где г -
ранг групп и и (Р. 

Рассмотрим в качестве примера группу SU(2). Ее основное аффинное пространство 
изоморфно SL(2,C)/AT = Е° / 2(Р(С 2)). Зафиксируем в СсР(С 2) координату z, 
относительно которой генераторы SL(2,C) записываются в виде 

Э 
L = z -Я , L = z 2 -Л • (5) Ъг ' * Ш ' и- ~ * 3z 

Тривиализуем £° / 2(Р(С 2)) над с, w - координата в слое. Тогда 

L. = _ а 
3z 

Ln = z я| + 0.5 w -2 , (6) 

L = z 2 Л * zw . 
ш aw Голоморфная функция на ^/2[С), продолжающаяся на £^ / 2(Р(С 2)), разлагается в 

ряд 
У w" n Р (z), deg Р (z) а п. (7) 
t-i п ° п п£0 

г-0 Г О Г ^ 2 ! Это разложение задает представление пространства О (£° / 2(Р(С 2)), в виде суммы 
неприводимых представлений п п / 2 . При этом множество порождающих (младших) векторов 
состоит из функций, не зависящих от переменной z. 

Аналогичная конструкция имеет место и для вещественных некомпактных 
каспидальных групп. А именно пусть G - вещественная некомпактная каспидальная 
группа Ли, G c - ее комплексификаиия, r(G) - полугруппа, лежащая в G®, так 
называемая частичная комплексификаиия группы G [18]. Назовем фактор-пространство 
r(G)/r(G)nW основным аффинным пространством группы Ли G. Основное аффинное 
пространство расслаивается над пространством флагов со слоем, изоморфным (В*) г, 
где В* - проколотый единичный круг. Вложение П О —> Ср определяет вложение 
основного аффинного пространства группы G в основное аффинное пространство 
двойственной ей компактной группы. В пространстве L2(r(G)/T(G)nW) голоморфных форм 
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старшей степени на (T{G)/T{G)nN) с интегрируемым квадратом модуля реализуется 
модель представлений аналитической дискретной серии. 

Разберем подробнее случай группы SL(2,IR). Отождествим группу SL(2,R) с 
двулистным накрытием совокупности аналитических автоморфизмов единичного круга D +. 
Элементам полутруппы r(SL(2,(R)) можно сопоставить дробно-рациональные отображения 
в себя. Основное аффинное пространство, изоморфное Г (SL(2,R)), состоит из пар 
(z,v). Каждой паре (z,w) отвечает элемент полугруппы Г (SL(2,R)), осуществляющий 
дробно-рациональное отображение вида х — > (iAc-z)(l-v 2zx) - 1. В координатах (z,w) 
вложение основного аффинного пространства для SL(2,R) в основное аффинное 
пространство для SU(2) имеет тождественный вид. 

Форма из L 2(r(SL(2,R))) может быть разложена в ряд по переменной 

У w" dw F (z,dz). (8) 
ш П 

пЭД 

Это разложение задает представление пространства L 2(r(SL(2,R))) в виде суммы 
представлений дискретной серии D* + n / 2. При этом множество порождающих векторов, 
так же как и в компактном случае, состоит из форм, не зависящих от переменной z. 

Для разработки сюжета, касающегося модулей Верма, необходимо сделать 
некоторые добавления. Пусть G и r(G) - универсальные накрытия группы G и 
полугруппы r(G) соответственно. Под основным аффинным пространством группы G 
будем понимать универсальное накрытие основного аффинного пространства группы G. 

П р е д л о ж е н и е 2. В пространстве Шока пары (основное аффинное 

пространство группы G ; тривиальное голоморфное расслоение с фиксированной 

инвариантной метрикой на нем) реализуется прямой интеграл модулей Верма алгебры g. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждый отдельный модуль Верма, согласно 

предложению 1, реализуется в пространстве Фока пары (пространство флагов; 
некоторое однородное эрмитово голоморфное расслоение над ним). Эта реализация 
эквивалентна реализации в подпространстве пространства Фока пары (основное 
аффинное пространство; тривиальное расслоение), состоящем из функционалов с 
заданным законом преобразования относительно универсального накрытия максимального 
тора, действующего в слое расслоения (основное аффинное пространство — > 
пространство флагов). Этот закон преобразования задается характером картановской 
подалгебры. Следовательно, имеет место разложение всего пространства Фока пары 
(основное аффинное пространство; тривиальное расслоение) в прямой интеграл 
подпространств указанного вида. 

Проиллюстрируем сказанное на примере группы SL(2,R). Удобно сделать замену 
переменных на основном аффинном пространстве группы w — » w2. После замены 
генераторы алгебры si(.2, R) в пространстве голоморфных функций на основном аффинном 
пространстве, каждая из которых допускает интегральное представление 

J" w Л F x(z) d\, (9) 
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примут следующий ВИД: 
/ - а 

I - 7 3 + V 8 ( 1 0 ) 

Z. = z 2 д| + 2zw . ш aw 
Удобно задать такое отождествление пространства Фока с пространством 

голоморфных функций на основном аффинном пространстве, что оператор, сопряженный 
умножению на z, есть 3/3z, оператор, сопряженный d/dz, есть - z, а операторы 
умножения на w и a/dw антисамосопряжены. После отождествления, принимая во 
внимание, что L*=-LQ, L+ = -Z.?, получим формулы для генераторов алгебры sl(2,R) в 
пространстве Фока 

L_ = z, 

L = z -3- - w -5 - 1 , (11) 
0 3z dz 

L=z-^ - Zw - 2 . 
Sz^ 3z3w 3z 

Множество порождающих векторов состоит из выражений, не зависящих от z. Модуль 
Верма веса п, порожденный элементом w " 1 _ h , при л=-0.5(1+п), где п - натуральное, 
содержит на уровне л вектор, порождающий собственный подмодуль Верма веса 
0.5(л-1). 

В случае группы Вирасоро-Ботта Vir соответствующей комплексной группы с Vir 
нет, но полугруппа Г(Vir), полугруппа Неретина, существует [19]. Следовательно, 
конструкция основного аффинного пространства переносится на бесконечномерный 
случай. А именно основное аффинное пространство группы Vir состоит из пар 
(f(z),w), где f(z) - однолистная функция из класса S, a w - комплексное число, 
отличное от нуля и по модулю меньшее единицы. Голоморфные функции, определенные на 

основном аффинном пространстве группы Vir, универсальном накрытии основного 
аффинного пространства группы Vir, допускают интегральное представление 

j w Л F x(c 1 (...,c n,...) dA. (12) 

Генераторы алгебры Вирасоро в пространстве таких функций имеют вид 

Lp = ^~ \ i ( к + 1 ) С к ^ Г ' р > 0 ' 
р k£l k+p 

д Э 
Lo = Е k c k — + w — ' ( 1 3 ) 

L.j = I (Uc+2) c k + 1 - 2 C lc k) J- + ZClw ~ , 
k2:i O C k o w 

L_2 = I ((*+3) c k + 2 - (4c 2-c 2)c k-b k) ± + (4c2-c2)„ -i . 
kil o c k o w 
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Рассмотрим расслоение £(с) над основным аффинным пространством - обратный 
образ расслоения £ Q с при проекции на пространство флагов. Действие алгебры 
Вирасоро в голоморфных сечениях задается следующими формулами: 

Эс 
+ Е (х+1) Cjk , р > Q, 

к Ы Эс, к+р 
_ а а 

Lo - Е kcK—*w-
k S l 

3w (14) 

г. а а 
L . = У ((к+2) с. 4.. - 2с,с. ) + 2c,w — -1 и к+1 1 К Эс 1 я " aw 

I 2 = J ((к+3) с к + 2 - ( 4 с 2 - с 2 ) с к А ) — + 
k £ l а с * 

+ (4c2-c2)w 
3w 

Зададим отождествление пространства Фока расслоения £(с) с пространством 

голоморфных функций на основном аффинном пространстве труппы Fir так, чтобы 
оператор, сопряженный умножению на с п, был Э/Эсп; оператор, сопряженный Э/Эсп, был 
-с п, а операторы умножения на w и Э/aw бьши антисамосопряжены. После 
отождествления, принимая во внимание, что L* = -i_ n, получим следующие выражения 
для генераторов алгебры Ли С vir в пространстве Фока: 

а 
L = У (к+1) с„ 
-р и ' к+р 

кс. 

ас. 

Эс, 

+ с р 

3 
3w 

р > О, 

L i = Е ( J c + 2 ) 

L 2 = [ (к +3) с к 

k£l 

Эс, 
2 Е 

к+1 
Эс, 

а 
Эс, -2w 

Эс, ^ Е 

'1 к 

Э 3 

.ас aw 

к+2 кЫ Эс„ ас, 
(15) 

а" т (а 
к £ 1 ac t эс к к И ( a Cj 

а а-' 
эс 2 Эс< 

а 
3w 

a 
Эс 

n 
з 2 

~ Эс? 
"2 1 

Как мы видим, в пространстве Фока расслоения £(с) реализуется прямой интеграл 
модулей Верма алгебры Вирасоро с центральным зарядом с. При этом множество 
порождающих векторов состоит :из выражений, не зависящих от с п. 



Модель модулей Верма 219 

§ 4. Реализация подели модулей Верма в фоковском пространстве над 
универсальной деформацией комплексного диска, база которой -

пространство флагов группы Вирасоро-Ботта 

Рассмотренная в предыдущем параграфе реализация модели модулей Верма 
неединственна. Изучение других возможностей также интересно. 

Начнем с простого случая, случая группы SL (2.R). Первое замечание состоит в 
том, что формулы (10) допускают однопараметрическую деформацию 

а 
К = — -

+ 3z 
а а 

Г = Z — + W , (16) 
0 dz dw 

- а а . а 
L = z" — + 2zw + \w* . 

dz dw dw 

При Л * о представления, задаваемые этими формулами, эквивалентны. Выражения (10) 
представляют собой контракцию выражений (16). 

Соответствующая деформация формул (11) имеет вид 
L = z, 

а а 
L = z — - w - 1 , 

0 3z dw 
(17) 

3 . 3 
+ л {w2 

dzdw dz dw 

L = z — - 2w - 2 + A {w2 + 2w). 

Л е м м а 1. Пусть 

a" a" a .a 
A = z — - 2w 2 — , в = w — + 2w, 

dz* dzdw dz dw 

тогда функция F{z,w,а,А), удовлетворяющая следующим условиям: 

1. (A - AB) Fiz.w; a, A) = 0, 
2. F(x,w;a, 0) = F(0,w;a, A) = wu, 

однозначно определена и регулярна при a * —|^ - 2, neZ +. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем искать функцию F по теории возмущений. 

Разложим F(x,v;a,А) в ряд по переменной Л 

F (Z,w;a,A) = v a + Af^z.wja) + A2f2(x,w;a) + ... (A). 

Условие (Д-ЛВ)Р=0 примет вид 

AF = BF ,, F n = w a, F (O.wja) = 0. (Б) nt m-i и m 

Представим оператор А в виде CD, где 
э. а а 

С = , B = z — - 2w — - з. 
dz 8z dw 

Обозначим К оператор 
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F —» j" Fdz 
о 

и применим его к обеим частям равенства (Б). Из условия Fn(0,v;a) = 0 следует, что 
КС = Id. Равенство (Б) примет вид 

DF = KBF ,. m m-1 
Теперь отметим, что оператор D обратим на подпространстве, порожденном 

в а Э ~ 3 

функциями вида ггмг, a * -g-, BeZ+. Если a * - g-2, то при любом и KBP m_ 1 (z,w;a) лежит 
в этом подпространстве. Следовательно, F =D'1KBF .. 

m ю-1 

Найдем область сходимости ряда (А). Зафиксируем произвольный компакт В , не 
содержащий точек вида -JJ - 2. Очевидно, что если радиус сходимости ряда при aeS не 
равен нулю, то он равен бесконечности. Так как |0"1KB|<const в пространстве 
функций, разлагающихся по мономам z 8w a, a * \т~' S 6 Z+> т о Р я д сходится при А«1, 
а следовательно, и при всех А. В силу произвольности компакта ряд сходится при 
любом a * -§~ 2-

Из теоремы Абеля ряд (А) задает аналитическую функцию по А. Из оценки на 
норму оператора О" 1KB следует, что ряд сходится равномерно по а на компакте В. 
Поэтому он определяет функцию, аналитическую по а и А в ВхС. В силу произвольности 
компакта В ряд сходится к аналитической по а и А функции при a * ~£~ 2-

Т е о р е м а 1. Формулы (17) реализуют модель модулей Верма над алгеброй 
Вирасоро. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Модуль, порожденный F(z,w;a, А) при 
фиксированных а и А, есть свободный si (2,R)-модуль и, как следствие, модуль Верма. 
Так как для почти всех a F(z,w;a,А) имеет смысл, то прямой интеграл модулей Верма 
вкладывается в пространство представления формул (17). Кроме того, его образ 
плотен в пространстве представления, что и составляет содержание теоремы. 

Второе замечание заключается в том, что формулы (16) при значении параметра 
А, равном единице, определяют действие группы SL(2,1R), связанное с реализацией 
Лагерра геометрии Лобачевского. А именно сопоставим каждой точке z единичного 
круга дробно-рациональную функцию 

х 
f z : х — * T=zx • 

Образ функции f - круг с центром в точке zCz 2-!)" 1 и радиусом |l-z 2| _ 1. 
Представление точек плоскости Лобачевского кругами в С называется реализацией 
Лагерра. 

Если функция f отвечает некоторой точке единичного круга В +, то и функция 
/(1-wf)" 1 обладает тем же свойством, коль скоро w" 1 не содержится в образе f. 
Множество таких точек w образует круг радиуса |l-z 2| с центром в точке z-z"1. 

Действие алгебры sI(2,lR) на парах задается формулами 
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т 
а 

1* az 
а а 

L = z + W 0 3z 3w 
. а a 

1_ = z* — + 2zw — 3z dw 

(18) 

dw 

совпадающими с формулами (16) при A=l. 
Третье замечание сводится к тому, что полученное пространство пар (z, w), 

|z|<l, weB| l z2|(z-z - 1) можно интерпретировать как пространство деформации 
комплексного диска [20]. Воспользуемся этим для обобщения разобранного примера на 
случай алгебры Вирасоро. 

Аналогом реализации Лагерра геометрии Лобачевского является представление 
элемента однородного пространства D i f f + s V s 1 однолистной функцией f класса S . 

При этом функция f(l-wf)"1 принадлежит классу S, коль скоро w'1 не принадлежит 
образу f. Множество таких точек w образует область C\(f(B +)) _ 1 в комплексной 
плоскости С. Совокупность пар (f,w), feS, w _ 1 e f(D +) - пространство универсальной 
деформации комплексного диска. 

Действие алгебры Cnir на парах (f,w) задается формулами [21] 

[ wf (w) -|2 v{w)dw г f 2(z) а •> 

-TWT \ w { flvl-Пг) ' l-aftvj J 
(19) 

или в несколько другом виде 

а а L = — + У (К+1) с. , р > О, 
р Эс „£, а с „ 

р k^i k+p 
г, а 9 

1„ = ) кс, + w — , 
0 L k Эс dw к Ы o c k a w 

L = T [(k+2)c - 2c.c. ] + 2c.w — + w2 — , (20) 
k>i a c k a w a w 

L _ 2 = I [(k+3)c k + 2- (4c2-c2)ck-bk] - i + 
kai 9 c k 

, a _ a , a 
+ (4c - cf)w — + 3c.w'! — + w J — . 

^ aw aw aw 

Эти формулы можно рассматривать как деформацию формул (13) вида 

д д 
L (А) = + У (к+1)с. , р > 0, 

р Эс At, k За 
р k£l k+p 

3 э 
Z.n(A) = Г Jcc. . + w — , (21) 

k>i k S c k а " 
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Э д д 
L . (А) = Г [(к+2)с. , - 2с.с.] — + 2см — + Aw 2 — 
- 1

 к > ! к + 1 Э с
к
 d v d w 

L_2M = £ [С* +3)с к + 2 - (4с 2-с 2)с к - b k] ~ + 
Ш 1 о с к 

р а ? 9 P I 9 

+ (4c2-cf)w — + ЗХс,\Г— + A"V 

при значении параметра Л=1. 
Деформации (21) формул (13) сопоставим деформацию формул (14) 

у х ) = Л + ? ( , + 1 Ч Л , р > 0 > 

р к=1 к+р 

В в 

LAXO) = У кс. + w — , (22) 
i i к 9 с к 9 " 

I ,(Л) = Г [(к+2)а , - 2с.с.] — + 2c,v — + Xw2 — , 
" г

 к 2 г
 9 с к 9 w a w 

i. 2(A) = Е f^ +3)c k + 2 - (4с2 - с 2)с к - Ь к] - i + 
к*г а с к 

, а , а , . а с , 
+ (4с, - c2)w — + 3 A c V — + AV3 — + - (с, - с2). 

2 1 aw 1 aw aw 2 2 1 

При A*0 представления, задаваемые этими формулами, эквивалентны. Выражения (14) 
являются контракцией выражений (21). 

Соответствующая деформация формул (15) задается следующим образом: 

k2l
 dCk 

3 9 
VX> =1 kck 7 - " w 

tfi 9ck 9 w 

3 в в 
LAX) =У (k+2)c -2 Г с 

k̂ l k+1 k=l k 1 

a a _ , a 
-2v + Aw 2-^ - 2 + 2Aw, 

acj aw aw ac t 

LAX) = Г (k+3)c. — - 4 У с. — — 

a2 a , a a s t а а* л 
X 
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а д t „ а \ „г „ а ^. с( а а\ 
х ( W_ +1) +ЗЛ-— w 2 — +2w - X 2 v 3 — +3W 2 + _ . (23) 

dw Эс-jV. dw > \ dw J 2У dc2 def) 

При Л=1формулы (23) принимают вид 

1_р = £ (*+1)ск+р -J- + ср, р > О, 
к^1 ОСк 

„ ' а а 
L- = ) Jcc. - w — , 

0 L к Яг 3w 

а „ а а а а а _ а 

L,= Т (к+2)с„ -2 7 с„ 2w + 2v - 2 + w 2 — , 
1 i i k a c k + 1 k > i k a c * a c i a s a w a c i a w 

3 г , з э г , э 2 э 
L = £ (k+3)c. - 4 [ c k + У с - з — -

2

 ккг " аск+г & k э с 2 ac k £ k a c 2 ac k 

9 ( ? 9 "> Г ч а ^ c Г a a 2 "> , , 
ЭоЛ 3w J l dw J 2 U c , Эс? J 

Л е м м а 2. Функция F(e 2,. . . , с д , . . . ,w;a, X), удовлетворяющая условиям 

1. LjWJF = L 2U)F = 0, LAX) из (23), 
2. F(c,,...,cn, 0) = F(0. . . 0. . . , w; a,X) = wa, 

однозначно определена и регулярна при охГ, где Г - счетное множество. 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2 вполне аналогично доказательству леммы 1. 

Т е о р е м а 2. Формулы (23) реализуют модель модулей Верма над алгеброй 
Вирасоро. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы дословно повторяет доказательство 
теоремы 1 и поэтому не приводится. 

С л е д с т в и е . Формулы (24), задающие представление алгебры Вирасоро в 

пространстве Шока над универсальной деформацией комплексного диска, реализуют 

модель модулей Верма над алгеброй Вирасоро. 

§ 5. Разложение Гаусса 

Пусть G - полупростая вещественная каспидальная группа Ли с максимальным 
тором Г , (Р - ее комплексификация, B+(N+) - противоположные борелевские 
(максимальные нильпотентные) подгруппы в группе G c. Разложение Гаусса GC=B+W_=JV+B_ 
группы [6] осуществляет вложение пространства флагов G/T (соответственно 
основного аффинного пространства r(G)/r(G)nN_) в группу W+(соответственно В + ) . 

Сказанное выше можно переформулировать следующим образом. Группы В + и ЛГ+ 



224 д. в. юрьев 

являются большими клетками Шуберта в пространстве флагов и основном аффинном 
пространстве для компактной формы U группы G. Образы пространства флагов и 
основного аффинного пространства группы G при отображении Бореля лежат в больших 
клетках. Рассмотренное выше отображение Гаусса совпадает с композицией отображения 
Бореля с ограничением на большую клетку Шуберта. 

Модельным примером является случай группы SL(2,IR). Некомпактная форма 
пространства флагов - единичный диск D+, группа N_ - абелева группа С комплексных 
чисел, компактная форма пространства флагов - сфера Римана С. Вложения Бореля, 
Шуберта и Гаусса суть естественные вложения В + в с, С в С и D + в С. 

В случае группы Diff^s 1 разложение Гаусса не определено ввиду отсутствия 
комплексификации этой группы. Однако отображение Гаусса может быть построено. А 
именно рассмотрим пространство P ( n 1 ( s 1 , C ) ) , в котором задано действие группы 
Diff^s1. Орбита точки dt, где t - натуральный параметр на S 1, изоморфна М. 
Рассмотрим далее подпространства Р(Я +) в проективном пространстве Plants1,0), 

состоящие из 1-форм, допускающих голоморфное продолжение внутрь (вне) единичного 
круга. Действие группы Diff +S 1 в грассманиане Gr над P ( n 1 ( S 1 , C ) ) определяет 
вложение многообразия М в грассманиан Gr вида х—»Р(Я х), где P ( # d t ) совпадает с 
Р(Я +). Отображение М—>Р(Я_) корректно определено с помощью формулы х—»Р(Я хпЯ_). 
Поскольку в Р(Я_) свободно действует группа CQ[[z]] ростков голоморфных 
преобразований плоскости С в точке О вида f(z)=z+c1z2+c2z3+..., построено вложение 
многообразия М в группу CQ[[z]]. В представлении точек многообразия М однолистными 
функциями f{z) из класса S это отображение тривиально тождественно и 
является аналогом отображения Гаусса. 

Соответствующее отображение Гаусса для основного аффинного пространства 
группы Вирасоро-Ботта имеет вид 

образ отображения Гаусса лежит в пространстве C[[z]] формальных степенных рядов 

из однолистных функций f(z), у которых коэффициент при z по модулю меньше единицы. 
В координатах а ,...,а ,... формулы (13) примут следующий вид 

(f(z),w) wf(z). 

вида ajZ+a 2z 2+..., образующим группу относительно композиции. Этот образ состоит 

а 

Sa, k+p 

I.2= I (k +2) a ] 'k+2 
(25) 

Аналогичным образом определено вложение пространства универсальной деформации 
комплексного диска в группу C[[z]] 

(f(z),w) — > wf(z). 
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L 2= £ f(k +2)a k + 2 + За 2а к + a 2a k
 + а

1^ к_ 1 f £...)] 
k̂ i 

a 
. (26) 

Эа, 

Запись (25-26) проще,, чем (13,20).. Формулы (20) представляют собой 
вариационные формулы в классе однолистных функций, не принимающих значения 1. 
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