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О Б ОДНОМ КРИТЕРИИ НЕУСТОЙЧИВОСТИ В КРИТИЧЕСКОМ 
СЛУЧАЕ С ЧЕТНЫМ ЧИСЛОМ НУЛЕВЫХ КОРНЕЙ 

1. Критический случай 2k нулевых корней с k элементарными 
делителями вида А2 при условии k = 1 подробно изучен в [1] — [3]. 
В [4|, [5] приводятся частные* критерии неустойчивости нулевого 
решения при условии k~> I. 

В данной работе выводится критерий неустойчивости для случая 
k > 1. Показывается, что неустойчивость, обнаруженная с по­
мощью сформулированного критерия, является грубым свойством 
(61, [7]. 

Если характеристическое уравнение имеет 2k нулевых корней и 
им соответствует k элементарных делителей вида А2, то с помощью 
неособенного линейного преобразования исследуемая система диффе­
ренциальных уравнений может быть приведена к виду 

d^-=y + х(х, У), ~- = Чх,у), (1) 
dt dt 

где х, у, у (х, у), v (л-, у) есть /г-мерпые векторы с составляющими: 
xt, yt, ул(х, у), v(.(х, у) (г = 1,. . . , /г). Функции х,(х, у), чг(х, у) голо­
морфны и не ниже второго порядка относительно х , , . . . , xk, уг ,... ,yk. 
Посредством преобразования 

у=у + и(х,у), (2) 
где вектор и (х, у) вычисляется из уравнения 

и + х(х, у + и) = 0, (3) 
система (1) приводится к виду 

~=У, ^ - - ' ( х , V). (4) dt dt 
Существование и единственность вектора и (х, у), удовлетво­

ряющего уравнению (3), вытекает из соответствующей теоремы из 
|8] (с. 54). 

2. Рассматривается уравнение в частных производных 
k 

У] yi,...,yk)-v.(x1,...,xk, >'„ ..., .VV-i' 0,>' г + ь + 

+ ~У,-®(х, У)Уг (5) 
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Функция Ф(х, у) голоморфна и не ниже первого порядка осноситель-
но хх,... ,xk,yt,..., ук\ г —любое из чисел l,...,k. После представ­
ления уравнения (5) в виде 

d^^wU,...,xk,yi,...,y™,...,df), (6) дхг \ dyt dykJ 
где $ есть голоморфная функция своих аргументов, к нему приме­
няется теорема Ковалевской (9|. На основании этой теоремы суще­
ствует голоморфная функция V(x, у), удовлетворяющая уравнению (5) 
и при хг = О обращающаяся в произвольно заданную голоморфную 
функцию величин хх,..., хг_и хг+1,..., xk, yl,...,yk. Потребуем, 
чтобы функция V (х, у) при хг = 0 обращалась в линейную форму 
относительно ух,..., yk: 

V{x, у) = = S КУг +W(x,,... ,хк,уг,..., ук), (7) 
i 

где функция W не содержат членов ниже второго порядка, и 
W(xx,..., хг_г, 0, хг+х,..., xk, ух,..., yk) = 0. В (7) величины Л,, . . . , At. 
постоянны. Производная знакопеременной функции V(x, у) в силу 
системы (4) будет: 

k k "дг=S S '̂'+£>h
 V / ( * ь " • • л ' а " V u " " л - 1 , 0 ' v ^ + i > • • • ' - > ' * ) + 

i=i 1 i 
k 

+ S V'(Xl' "" -V'' - ' ->''-1' °- ^ + 1 , - . У/г) f^" + ф >')vr- (8) 
Равенство (8) получено прибавлением к обеим частям соотноше-

k 

ния (5) суммы V — - — — V,-. 
LA dxi 
i=l 

1фГ 

Если выбором чисел Л, , . . . , /гй и функции Ф (л\ >') правая часть 
соотношения (7) может быть сделана знакоопределенной, то на 
основании, соответствующей теоремы Ляпунова о неустойчивости 
следует заключить, что движение неустойчиво. Может случиться, 
что составляющие векторы v(x, у) представлены в виде 

y) = *i(xi,-, xk, yi,..., у т _ х , yr+x,...,yk) + 
+ Уг%(хп > ' i , - > У к) (1 = 1,..., k), (9) 

где а ; и Р; — голоморфные функции своих аргументов. Тогда, выбрав 
функцию Ф (х, у) = Ф (xr, yt,..., ук), можем упростить уравнение (5), 
так что функции V(х, у) и W(x, у) станут независимыми от xt Ф хг 

(i — \,..., к). Тогда упростится и правая часть равенства (8), и по­
этому неустойчивость будет иметь место, если только выбором 
чисел /г, , . . . , hk и функции Ф(хг, ух,..., ук) может быть сделано 
знакоопределенньш выражение 

k 

2/г,-а.{хг,..., хк, уг, ... ,JV-i, Уг+i . - ,Ук) + ф , Уп~-,Ук)Уг-

3. Если в правых частях системы (4) отбросить члены порядка 
выше второго, то эта система уравнений записывается в виде 

^i=yt, ^ х'А'^х + x'B(l)y +у' С«)у (г = ! , . . . , £ ) , (10) 
dt dt 
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= 11*1? I I ? , C^HI^'li? где матрицы А{1) 

В уравнении (5) предполагается г = 1, Ф (х, у) = ly\ (I 
Тогда применительно к системе (10) соотношение (8) может быть 
представлено так: 

постоянны, 
постоянная). 

dV_ 
dt - iy\ + I'm 

rdv_\ 
\ dt Л (11) 

где (2k — 1)-мерный вектор l имеет следующие компоненты: у2,... ,ук, 
хг,...., хк ; элементы постоянной матрицы R = g rsi !ti*_1 непосредственно 
выражаются через элементы матриц А(1\ В(1), Су1) и произвольные 
постоянные величины hx,... , hk. Под символом подразуме­
вается совокупность членов выше второго порядка. Для практиче­
ского вычисления матрицы R следует сначала подставить выражение 
V(x, у) = 2 hiyi -f W(2) (хх,..., хк, yx,..., ук) (где W{2) есть совокуп-

ность членов второго порядка в функции W) в уравнение (5), со­
ставленное для системы (10). С помощью уравнения (5) коэффи­
циенты квадратичной формы W ( 2 ) выражаются через элементы мат­
риц А{'\ В('\ С ( < ) и произвольные величины пх,..., hk. При этом 
требуется вычислить лишь те коэффициенты, от которых зависят 

функции (i ~г г, ..., k). После вычисления этих коэффи­
циентов матрица R находится непосредственно по виду правой части 
отношения (8). Вследствие специального вида формы W{2) (W{2) = 
— X] W°\ tt7(1) — линейная форма) вычислительная процедура оказы­
вается достаточно простой. Если выбором чисел hx,..., hh матрица R 
может быть знакоопределенной, то нулевое решение системы (10) 
неустойчиво. Знакоопределенность матрицы устанавливается с по­
мощью известных алгебраических критериев. 

Пусть k = 2. Тогда 

м- '21 2LJ 
1 

i 
b{&-hM 

22 2J h:o)[\ 

V 1 2 

4 . Перепишем систему (4 ) в виде 
dx .. dy__ { 2 ) 

dt --у, dt 
1 (x, y) + [v (x. y) „(2) (*. y)l 

(12) 

(13) 

где составляющие вектора v ( 2 ) (x, у) получатся из составляющих 
вектора v (х, у), если отбросить члены порядка выше второго. Пред­
положим, что с помощью сформулированного критерия будет уста­
новлена неустойчивость нулевого решения системы 

dJL^^{x,y). (14) 
dx 

dt dt 

2* 
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Тогда для системы (14) существует знакопеременная функция V(x, у) 
вида (7) такая, что ее производная в силу системы (14) знакоопре-
деленна и имеет вид (11). Знакоопределенной будет и производная 
функции V(x, у) в силу системы (13), так как составляющие вектора 
v (х, у) — v ( 2 ) (х, у) не содержат членов ниже третьего порядка. Сле­
довательно, решение х=у = 0 системы (13) (или, что все равно, 
системы (4)) тоже неустойчиво. В этом смысле система (14) является 
грубой системой [6], [7]. 

Не всякая система типа (14) есть грубая. Для доказательства 
этого факта рассматривается исследованная А. М. Ляпуновым система 
уравнений вида [1] 

— = V + X, d-^=Y • (15) 
dt " dt v ; 

в предположении, что скалярные функции X, Y, голоморфные отно­
сительно скалярных переменных х, у, представлены в виде 

X = Dxy + Dxf + ...; Y = (ах* + atxa+l + ...) + 
+ (Ьх* + b1x?+1 + .. .)у + (с + схх + . . . ) / + ... (16) 

Пусть а= — 1, Р = 1, а = 3, Ьг < 8. Система (15) с помощью преоб­
разования (3) может быть приведена к виду 

Ж-=У- ^ = bxy + c~f + Df+..., (17) 

где величины ах, Ьх входят в состав коэффициентов при членах со 
степенями выше второй. А. М. Ляпуновым показано, что устойчи­
вость решения х=у = 0 системы (15) при указанных выше допуще­
ниях зависит лишь от знака выражения [с + Зах — 2D] b + ЪЬХ. По­
этому выбором чисел ах, Ьх устойчивость может быть изменена на 
неустойчивость. 

г. Воронеж Поступило 
24 III 1967 
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