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1. Введение. Пусть 𝐿𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, – пространство 2𝜋-периодических измери-
мых функций 𝑓(𝑥), для которых

‖𝑓‖𝑝 =
(︂∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

< ∞,

𝐿0
𝑝 – множество функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 таких, что∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

Пусть 𝐸𝑛(𝑓)𝑝 – наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 при помощи тригоно-
метрических полиномов порядка не выше 𝑛, т.е.

𝐸𝑛(𝑓)𝑝 = inf
𝛼𝑘,𝛽𝑘∈R

⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑥)−

𝑛∑︁
𝑘=0

(𝛼𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝛽𝑘 sin 𝑘𝑥)
⃦⃦⃦⃦

𝑝

.

Через 𝜎(𝑓) будем обозначать ряд Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, т.е.

𝜎(𝑓) ≡ 𝑎0

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥) =
∞∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑥).

Преобразованным рядом Фурье для ряда 𝜎(𝑓) назовем ряд

𝜎(𝑓, 𝜆, 𝛽) :=
∞∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈

(︂
𝑎𝜈 cos

(︂
𝜈𝑥 +

𝜋𝛽

2

)︂
+ 𝑏𝜈 sin

(︂
𝜈𝑥 +

𝜋𝛽

2

)︂)︂
,

где 𝛽 ∈ R и 𝜆 = {𝜆𝑛}∞𝑛=1 – заданная последовательность положительных чисел [1].
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Функцию 𝜙(𝑥) ∼ 𝜎(𝑓, 𝜆, 𝛽) назовем (𝜆, 𝛽)-производной функции 𝑓 и обозначим
через 𝑓 (𝜆,𝛽)(𝑥). Пусть, например, 𝜆𝑛 = 𝑛𝑟, 𝑟 > 0, 𝛽 = 𝑟; тогда 𝑓 (𝜆,𝛽) = 𝑓 (𝑟) – про-
изводная дробного порядка в смысле Вейля. Если 𝜆𝑛 = 𝑛𝑟, 𝑟 > 0, 𝛽 = 𝑟 + 1, то
𝑓 (𝜆,𝛽) = ± ̃︀𝑓 (𝑟), где ̃︀𝑓 – функция, сопряженная к 𝑓 .

Для неотрицательных функционалов 𝐹 (𝑓, 𝛿) и 𝐺(𝑓, 𝛿) будем писать, что 𝐹 (𝑓, 𝛿) .
𝐺(𝑓, 𝛿), если существует положительная постоянная 𝐶, не зависящая от 𝑓 и 𝛿, такая,
что 𝐹 (𝑓, 𝛿) 6 𝐶 ·𝐺(𝑓, 𝛿).

Запишем наиболее важные неравенства для норм и наилучших приближений 𝑟-й
производной в терминах самой функции 𝑓 .

Бернштейн [2] доказал для 𝑝 = ∞, что если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞, и

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 1)𝑟−1𝐸𝑘(𝑓)𝑝 < ∞, 𝑟 ∈ N,

то

‖𝑓 (𝑟)‖𝑝 6 𝐶(𝑟)
∞∑︁

𝑘=0

(𝑘 + 1)𝑟−1𝐸𝑘(𝑓)𝑝.

Аналогичный результат для случая 1 6 𝑝 < ∞ доказан в [3]–[5]. Марцинкевич [6] и
Бесов [7] получили улучшение этого неравенства для 1 < 𝑝 < ∞:

‖𝑓 (𝑟)‖𝑝 6 𝐶(𝑟, 𝑝)
(︂ ∞∑︁

𝑘=0

(𝑘 + 1)𝜃𝑟−1𝐸𝜃
𝑘(𝑓)𝑝

)︂1/𝜃

, 𝜃 = min (2, 𝑝), 𝑟 ∈ N.

Соответствующие оценки для наилучших приближений производной 𝑓 (𝑟) были полу-
чены Стечкиным [8] для 𝑝 = ∞ и Конюшковым [4] для 1 < 𝑝 < ∞:

𝐸𝑛(𝑓 (𝑟))𝑝 6 𝐶(𝑟, 𝑝)
(︂

𝑛𝑟𝐸𝑛(𝑓)𝑝 +
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑘𝑟−1𝐸𝑘(𝑓)𝑝

)︂
, 𝑟, 𝑛 ∈ N. (1)

Неравенство (1) было улучшено Тиманом [9] для случая 1 < 𝑝 < ∞:

𝐸𝑛(𝑓 (𝑟))𝑝 6 𝐶(𝑟, 𝑝)
(︂

𝑛𝑟𝐸𝑛(𝑓)𝑝 +
(︂ ∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑘𝜃𝑟−1𝐸𝜃
𝑘(𝑓)𝑝

)︂1/𝜃 )︂
,

𝜃 = min(2, 𝑝), 𝑟, 𝑛 ∈ N.

(2)

Остановимся теперь на оценках снизу 𝐸𝑛(𝑓 (𝑟))𝑝. В работе [8] для 𝑟 ∈ N и в рабо-
те [10] для всех положительных 𝑟 было доказано неравенство.

𝑛𝑟𝐸𝑛(𝑓)𝑝 6 𝐶(𝑟)𝐸𝑛(𝑓 (𝑟))𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞.

В работах [1], [10] получено улучшение этой оценки:(︂
𝑛𝑟𝜏𝐸𝜏

𝑛(𝑓)𝑝 +
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑘𝜏𝑟−1𝐸𝜏
𝑘 (𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

6 𝐶(𝑟)𝐸𝑛(𝑓 (𝑟))𝑝, (3)

где 1 < 𝑝 < ∞, 𝜏 = max (2, 𝑝).
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Цель данной работы – обобщить неравенство (3) для случая преобразованных
рядов Фурье с достаточно общей последовательностью {𝜆𝑛}. Похожая задача для
оценки (2) изучалась ранее в работах [10]–[13].

В работах [14], [15] введен класс обобщенно монотонных последовательностей.

Определение 1. Последовательность 𝜆 = {𝜆𝑛}∞𝑛=1 называется обобщенно моно-
тонной (обозначается 𝜆 ∈ 𝐺𝑀), если условие

2𝑛∑︁
𝑘=𝑛

|𝜆𝑘 − 𝜆𝑘+1| 6 𝐶|𝜆𝑛|,

выполняется для всех натуральных 𝑛, где положительная постоянная 𝐶 не зависит
от 𝑛.

Заметим, что обобщенно монотонные последовательности в настоящее время ак-
тивно используются в разных областях гармонического анализа (см., например, [16]–
[20]).

Для этих последовательностей в работе [13] доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝜃 6 min(𝑝, 2), 𝛽 ∈ R, 𝜆 = {𝜆𝑛}∞𝑛=1 – положи-
тельная последовательность чисел такая, что 𝜆 ∈ 𝐺𝑀 . Если для функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝

сходится ряд
∞∑︁

𝑛1=1

|𝜆𝜃
𝑛+1 − 𝜆𝜃

𝑛|𝐸𝜃
𝑛(𝑓)𝑝,

то существует функция 𝑓 (𝜆,𝛽) ∈ 𝐿𝑝 , имеющая ряд Фурье 𝜎(𝑓, 𝜆, 𝛽), причем

‖𝑓 (𝜆,𝛽)‖𝑝 .

(︂
𝜆𝜃

1𝐸
𝜃
0(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈=1

|𝜆𝜃
2𝜈 − 𝜆𝜃

2𝜈−1 |𝐸𝜃
2𝜈−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜃

,

𝐸2𝑚−1(𝑓 (𝜆,𝛽))𝑝 .

(︂
𝜆𝜃

2𝑚−1𝐸𝜃
2𝑚−1(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈=𝑚

|𝜆𝜃
2𝜈 − 𝜆𝜃

2𝜈−1 |𝐸𝜃
2𝜈−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜃

.

В настоящей работе найдены необходимые условия принадлежности преобра-
зованного ряда Фурье пространству 𝐿𝑝 и получены оценки снизу для ‖𝑓 (𝜆,𝛽)‖𝑝

и 𝐸2𝑚−1(𝑓 (𝜆,𝛽))𝑝, а именно, справедлив следующий результат.

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, max(𝑝, 2) 6 𝜏 < ∞, 𝛽 ∈ R, 𝜆 = {𝜆𝑛}∞𝑛=1 – поло-
жительная последовательность чисел такая, что 𝜆 ∈ 𝐺𝑀 . Пусть последователь-
ность {𝜆𝑛}∞𝑛=1 удовлетворяет дополнительному условию(︂ 𝑛∑︁

𝑘=1

|𝜆𝜏
2𝑘 − 𝜆𝜏

2𝑘−1 |
)︂1/𝜏

6 𝐶𝜆2𝑛 (4)

для всех целых положительных 𝑛, где положительная постоянная 𝐶 не зави-
сит от 𝑛. Если для 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝 ряд 𝜎(𝑓, 𝜆, 𝛽) есть ряд Фурье некоторой функции
𝑓 (𝜆,𝛽) ∈ 𝐿𝑝 , то

‖𝑓 (𝜆,𝛽)‖𝑝 &

(︂
𝜆𝜏

1𝐸𝜏
0 (𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈=1

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |𝐸𝜏
2𝜈−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

,

𝐸2𝑚−1(𝑓 (𝜆,𝛽))𝑝 &

(︂
𝜆𝜏

2𝑚−1𝐸𝜏
2𝑚−1(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈=𝑚

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |𝐸𝜏
2𝜈−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

.
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Замечание 1. Заметим, что если {𝜆𝑛} удовлетворяет условию {𝜆𝜏
𝑛} ∈ 𝐺𝑀 , то

неравенство (4) следует из условия
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜆2𝑘 . 𝜆2𝑛 . (5)

Действительно, имеем

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝜆𝜏
2𝑘 − 𝜆𝜏

2𝑘+1 | 6
𝑛∑︁

𝑘=1

2𝑘+1−1∑︁
𝑠=2𝑘

|𝜆𝜏
𝑠 − 𝜆𝜏

𝑠+1| .
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜆𝜏
2𝑘 . 𝜆𝜏

2𝑛 .

Последнее неравенство следует из (5). Больше информации относительно усло-
вия (5) можно найти в работах [21], [22].

2. Вспомогательные результаты. Важную роль в доказательстве основной
теоремы будут играть следующие леммы.

Лемма 1 [15], [23]. Имеем {𝜆𝑛} ∈ 𝐺𝑀 тогда и только тогда, когда найдется
положительная постоянная 𝐶 такая, что

1) |𝜆𝑘| 6 𝐶|𝜆𝑛| для 𝑛 6 𝑘 6 2𝑛,

2)
𝑁∑︁

𝑘=𝑛

|𝜆𝑘 − 𝜆𝑘+1| 6 𝐶

(︂
|𝜆𝑛|+

∑︀𝑁
𝑘=𝑛+1 |𝜆𝑘|

𝑘

)︂
для 𝑛 < 𝑁.

Лемма 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝 , 1 < 𝑝 < ∞, имеет ряд Фурье

𝜎(𝑓) ≡
∞∑︁

𝑛=1

(𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥).

Рассмотрим

𝜎(𝜙) ≡
∞∑︁

𝑛=1

(︂
𝑎𝑛 cos

(︂
𝑛𝑥 + 𝛽

𝜋

2

)︂
+ 𝑏𝑛 sin

(︂
𝑛𝑥 + 𝛽

𝜋

2

)︂)︂
,

где 𝛽 ∈ R. Тогда ‖𝑓‖𝑝 ≍ ‖𝜙‖𝑝 .

Доказательство аналогично доказательству леммы 5.2.6 из [24].

Лемма 3 [25]. Пусть 1 6 𝑝 < ∞ и 𝑎𝜈𝑘 > 0. Тогда

(a)
(︂ ∞∑︁

𝑘=1

(︂ 𝑘∑︁
𝜈=1

𝑎𝜈𝑘

)︂𝑝)︂1/𝑝

6
∞∑︁

𝜈=1

(︂ ∞∑︁
𝑘=𝜈

𝑎𝑝
𝜈𝑘

)︂1/𝑝

,

(б)
(︂ ∞∑︁

𝑘=1

(︂ ∞∑︁
𝜈=𝑘

𝑎𝜈𝑘

)︂𝑝)︂1/𝑝

6
∞∑︁

𝜈=1

(︂ 𝜈∑︁
𝑘=1

𝑎𝑝
𝜈𝑘

)︂1/𝑝

.

Лемма 4 [26; с. 27]. Для функции 𝑓(𝑢, 𝑦), заданной на измеримом множестве
𝐸 = 𝐸1×𝐸2 ⊂ R𝑛 , где 𝑥 = (𝑢, 𝑦), 𝑢 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), 𝑦 = (𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛), имеет место
неравенство (︂∫︁

𝐸1

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐸2

𝑓(𝑢, 𝑦) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑢

)︂1/𝑝

6
∫︁

𝐸2

(︂∫︁
𝐸1

|𝑓(𝑢, 𝑦)|𝑝 𝑑𝑢

)︂1/𝑝

𝑑𝑦

для тех 𝑝, для которых правая часть этого неравенства конечна.
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Обозначим

∆0 = 𝐴0(𝑥), ∆𝑚 =
2𝑚−1∑︁

𝑛=2𝑚−1

𝐴𝑛(𝑥), 𝑚 ∈ N.

Лемма 5 [27; т. 2, с. 349]. (а) Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 , 1 < 𝑝 < ∞. Тогда(︂∫︁ 2𝜋

0

(︂ ∞∑︁
𝜈=0

∆2
𝜈

)︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂1/𝑝

6 𝐶(𝑝)‖𝑓‖𝑝.

(б) Пусть для тригонометрического ряда
∑︀∞

𝜈=0 𝐴𝜈(𝑥) при некотором 1 < 𝑝 < ∞
справедливо неравенство

𝐼𝑝 =
(︂∫︁ 2𝜋

0

(︂ ∞∑︁
𝜈=0

∆2
𝜈

)︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂1/𝑝

< ∞.

Тогда этот ряд есть ряд Фурье некоторой функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝 и ‖𝑓‖𝑝 6 𝐶(𝑝)𝐼𝑝 .

Лемма 6 [27; т. 2, с. 346]. Пусть функция 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 , 1 < 𝑝 < ∞, и имеет ряд Фурье∑︀∞
𝜈=0 𝐴𝜈(𝑥). Тогда ряд

∑︀∞
𝜈=0 𝜆𝜈𝐴𝜈(𝑥), где

|𝜆𝜈 | 6 𝑀,
2𝜈+1−1∑︁
𝑚=2𝜈

|𝜆𝑚 − 𝜆𝑚+1| 6 𝑀, 𝜈 ∈ N ∪ {0},

есть ряд Фурье некоторой функции 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿𝑝 , причем ‖𝜙‖𝑝 6 𝐶(𝑝, 𝑀)‖𝑓‖𝑝 .

3. Доказательство теоремы 2. Рассмотрим ряд
∞∑︁

𝑛=1

𝜆2𝑛−1∆𝑛 =
∞∑︁

𝜈=1

Λ𝜈𝜆𝜈𝐴𝜈(𝑥), (6)

где

Λ𝜈 =
𝜆2𝑛−1

𝜆𝜈
при 2𝑛−1 6 𝜈 6 2𝑛 − 1, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Покажем, что из условий, наложенных на последовательность {𝜆𝑛}, получаем, что
члены этой последовательности обладают следующим свойством:

𝐶1𝜆𝑠 6 𝜆𝑘 6 𝐶2𝜆𝑠, 𝑘 6 𝑠 6 2𝑘. (7)

Левая часть этого неравенства следует из леммы 1. Докажем правое неравенство (7).
Пусть 2𝑛 6 𝑘 < 2𝑛+1. Тогда, используя условие (4) и 2𝑛+1 6 2𝑘 < 2𝑛+2, получим

𝜆𝜏
𝑘 6 𝐶3𝜆

𝜏
2𝑛 6 𝐶3

(︂
𝜆𝜏

2𝑛+2 +
𝑛+2∑︁
𝑚=1

|𝜆𝜏
2𝑚 − 𝜆𝜏

2𝑚−1 |
)︂

6 𝐶4𝜆
𝜏
2𝑛+2 6 𝐶5𝜆

𝜏
2𝑘.

Таким образом, 𝜆𝑘 6 𝐶6𝜆2𝑘 6 𝐶7𝜆𝑠 и неравенство (7) доказано. Теперь покажем,
что из (7) следует, что последовательность {1/𝜆𝑛} ∈ 𝐺𝑀 , т.е.,

2𝑛∑︁
𝑘=𝑛

⃒⃒⃒⃒
1
𝜆𝑘
− 1

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

1
𝜆𝑛

.

Действительно,

𝐶 · 𝜆𝑛 >
2𝑛∑︁

𝑘=𝑛

|𝜆𝑘 − 𝜆𝑘+1| =
2𝑛∑︁

𝑘=𝑛

𝜆𝑘𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
1
𝜆𝑘
− 1

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
> 𝐶1𝜆𝑛𝜆𝑛

2𝑛∑︁
𝑘=𝑛

⃒⃒⃒⃒
1
𝜆𝑘
− 1

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
.
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Тогда
1) имеем

|Λ𝜈 | =
⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑛−1

𝜆𝜈

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑛−1

𝜆2𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
6 𝑀,

2) при 𝑛 = 1
2𝑛−1∑︁

𝜈=2𝑛−1

|Λ𝜈 − Λ𝜈+1| =
⃒⃒⃒⃒
𝜆1

𝜆1
− 𝜆2

𝜆2

⃒⃒⃒⃒
6 𝑀,

3) при 𝑛 = 2, 3, . . .

2𝑛−1∑︁
𝜈=2𝑛−1

|Λ𝜈 − Λ𝜈+1| = 𝜆2𝑛−1

2𝑛−2∑︁
𝜈1=2𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
1
𝜆𝜈
− 1

𝜆𝜈+1

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜆2𝑛−1

𝜆2𝑛−1
− 𝜆2𝑛

𝜆2𝑛

⃒⃒⃒⃒
6 𝑀.

Значит последовательность {Λ𝑛}∞𝑛=1 удовлетворяет условиям леммы 6 и ряд (6)
есть ряд Фурье некоторой функции 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑝, причем ‖𝑔‖𝑝 6 𝐶(𝑝)‖𝜙‖𝑝. Применяя
лемму 2, получаем ‖𝑔‖𝑝 6 𝐶(𝑝)‖𝑓 (𝜆,𝛽)‖𝑝.

Рассмотрим

𝐼 := 𝜆𝜏
1𝐸𝜏

0 (𝑓)𝑝 +
∞∑︁

𝜈=1

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |𝐸𝜏
2𝜈−1(𝑓)𝑝.

Применяя леммы 4 и 5, будем иметь

𝐼 . 𝜆𝜏
1𝐸𝜏

0 (𝑓)𝑝 +
∞∑︁

𝜈=1

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |
(︂∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝜈+1

∆2
𝑛

]︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

. 𝜆𝜏
1𝐸𝜏

0 (𝑓)𝑝 +
(︂∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝜈=1

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝜈

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |2/𝜏∆2
𝑛+1

]︂𝜏/2}︂𝑝/𝜏

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

.

Так как 𝜏 > 2, применяя лемму 3, получим

𝐼 . 𝜆𝜏
1𝐸𝜏

0 (𝑓)𝑝 +
(︂∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛=1

∆2
𝑛+1

{︂ 𝑛∑︁
𝜈=1

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

. 𝜆𝜏
1

(︂∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛=1

∆2
𝑛

}︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛=2

∆2
𝑛𝜆2

2𝑛−1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

. 𝜆𝜏
1

(︂∫︁ 2𝜋

0

{∆2
1}𝑝/2 𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

+ 𝜆𝜏
1

(︂∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛=2

∆2
𝑛

}︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛=2

∆2
𝑛𝜆2

2𝑛−1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

.

Так как

𝜆𝜏
1 6 𝜆𝜏

2𝑛−1 +
𝑛−1∑︁
𝜈=1

|𝜆𝜏
2𝜈−1 − 𝜆𝜏

2𝜈 | 6 𝐶𝜆𝜏
2𝑛−1 , 𝑛 = 2, 3, . . . ,

применяя леммы 2 и 5, получим

𝐼 .

(︂∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=1

∆2
𝑛𝜆2

2𝑛−1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

. ‖𝑔‖𝜏
𝑝 . ‖𝑓 (𝜆,𝛽)‖𝜏

𝑝 .
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Таким образом,

‖𝑓 (𝜆,𝛽)‖𝑝 &

(︂
𝜆𝜏

1𝐸𝜏
0 (𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈=1

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |𝐸𝜏
2𝜈−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

.

Оценим снизу 𝐸2𝑚−1(𝑓 (𝜆,𝛽))𝑝:

𝐸2𝑚−1(𝑓 (𝜆,𝛽))𝑝 &

{︂∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑘=𝑚

𝜆2
2𝑘∆2

𝑘+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥

}︂1/𝑝

.

Применяя леммы 4 и 5, будем иметь

𝐽 :=
(︂

𝜆𝜏
2𝑚−1𝐸𝜏

2𝑚−1(𝑓)𝑝 +
∞∑︁

𝜈=𝑚

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |𝐸𝜏
2𝜈−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

.

(︂
𝜆𝜏

2𝑚−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚

∆2
𝑛+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

+
∞∑︁

𝜈=𝑚

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |
(︂∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝜈

∆2
𝑛+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

(︂
𝜆𝜏

2𝑚−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚

∆2
𝑛+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

{︂{︂ ∞∑︁
𝜈=𝑚

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝜈

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |2/𝜏∆2
𝑛+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

Используя лемму 3 и неравенство

𝜆𝜏
2𝑚−1 6

𝑛−1∑︁
𝜈=𝑚

|𝜆𝜏
2𝜈−1 − 𝜆𝜏

2𝜈 |+ 𝜆𝜏
2𝑛−1 6 𝐶𝜆𝜏

2𝑛−1 ,

получим

𝐽 .

(︂
𝜆𝜏

2𝑚−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚

∆2
𝑛+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚

{︂ 𝑛∑︁
𝜈=𝑚

[︂
|𝜆𝜏

2𝜈 − 𝜆𝜏
2𝜈−1 |2/𝜏∆2

𝑛+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

(︂
𝜆𝜏

2𝑚−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+1

∆2
𝑛

]︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+1

∆2
𝑛𝜆2

2𝑛−1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

{︂∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑘=𝑚

𝜆2
2𝑘∆2

𝑘+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥

}︂1/𝑝

. 𝐸2𝑚−1(𝑓 (𝜆,𝛽))𝑝.

Таким образом,(︂
𝜆𝜏

2𝑚−1𝐸𝜏
2𝑚−1(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈=𝑚

|𝜆𝜏
2𝜈 − 𝜆𝜏

2𝜈−1 |𝐸𝜏
2𝜈−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

. 𝐸2𝑚−1(𝑓 (𝜆,𝛽))𝑝.

Теорема 2 доказана полностью.
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4. Обобщение на двумерный случай. Теорема 2 обобщается на случай функ-
ции двух переменных следующим образом.

Пусть 𝐿𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, – это множество измеримых функций двух переменных
𝑓(𝑥1, 𝑥2), 2𝜋-периодических по каждой переменной, для которых

‖𝑓‖𝑝 =
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|𝑝 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂1/𝑝

< ∞.

Пусть также 𝐿0
𝑝 – множество таких функций из 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, что∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑥1 = 0 для почти всех 𝑥2,∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑥2 = 0 для почти всех 𝑥1.

Мы будем изучать 𝑌𝑚1,𝑚2(𝑓)𝑝 – наилучшее приближение двумерным “углом” функ-
ции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, (см. [28]) т.е.

𝑌𝑚1,𝑚2(𝑓)𝑝 = inf
𝑇𝑚1,∞,𝑇∞,𝑚2

‖𝑓 − 𝑇∞,𝑚2 − 𝑇𝑚1,∞‖𝑝,

где 𝑇𝑚1,∞(𝑥1, 𝑥2) – функция, являющаяся тригонометрическим полиномом поряд-
ка не выше, чем 𝑚1 (𝑚1 ∈ N ∪ {0}), по переменной 𝑥1 и такая, что 𝑇𝑚1,∞ ∈ 𝐿𝑝,
𝑇∞,𝑚2(𝑥1, 𝑥2) – функция, являющаяся тригонометрическим полиномом порядка не
выше, чем 𝑚2 (𝑚2 ∈ N ∪ {0}), по переменной 𝑥2 и такая, что 𝑇∞,𝑚2 ∈ 𝐿𝑝.

Через

𝜎(𝑓) =
∞∑︁

𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

𝐴𝑛1𝑛2(𝑥1, 𝑥2)

будем обозначать ряд Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, т.е.

𝐴𝑛1𝑛2(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝑎𝑛1𝑛2 cos 𝑛1𝑥1 cos 𝑛2𝑥2 + 𝑏𝑛1𝑛2 cos 𝑛1𝑥1 sin 𝑛2𝑥2

+ 𝑐𝑛1𝑛2 sin 𝑛1𝑥1 cos 𝑛2𝑥2 + 𝑑𝑛1𝑛2 sin 𝑛1𝑥1 sin 𝑛2𝑥2,

где для удобства обозначено cos(0 · 𝑡) = 1/2.
Преобразованным рядом Фурье для ряда 𝜎(𝑓) назовем ряд

𝜎(𝑓, 𝜆, 𝛽1, 𝛽2) ≡
∞∑︁

𝑛1=1

∞∑︁
𝑛2=1

𝜆𝑛1,𝑛2

(︂
𝑎𝑛1𝑛2 cos

(︂
𝑛1𝑥1 +

𝛽1𝜋

2

)︂
cos

(︂
𝑛2𝑥2 +

𝛽2𝜋

2

)︂
+ 𝑏𝑛1𝑛2 cos

(︂
𝑛1𝑥1 +

𝛽1𝜋

2

)︂
sin

(︂
𝑛2𝑥2 +

𝛽2𝜋

2

)︂
+ 𝑐𝑛1𝑛2 sin

(︂
𝑛1𝑥1 +

𝛽1𝜋

2

)︂
cos

(︂
𝑛2𝑥2 +

𝛽2𝜋

2

)︂
+ 𝑑𝑛1𝑛2 sin

(︂
𝑛1𝑥1 +

𝛽1𝜋

2

)︂
sin

(︂
𝑛2𝑥2 +

𝛽2𝜋

2

)︂)︂
,

где 𝛽1 ∈ 𝑅, 𝛽2 ∈ 𝑅, 𝜆 = {𝜆𝑛1𝑛2}𝑛1,𝑛2∈𝑁 – последовательность действительных чисел.
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Функцию 𝜙(𝑥1, 𝑥2) ∼ 𝜎(𝑓, 𝜆, 𝛽1, 𝛽2) по аналогии с одномерным случаем назовем
(𝜆, 𝛽1, 𝛽2)-смешанной производной и обозначим 𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2)(𝑥1, 𝑥2). Пусть, например,
𝜆𝑛1𝑛2 = 𝑛𝑟1

1 𝑛𝑟2
2 , 𝑟𝑖 > 0, 𝛽𝑖 = 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 2. Тогда 𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2) = 𝑓 (𝑟1,𝑟2) – смешанная

производная в смысле Вейля функции 𝑓 порядка 𝑟1 по переменной 𝑥1 и порядка 𝑟2

по переменной 𝑥2 (см. [29; с. 238]).
Напомним определение класса обобщенно монотонных последовательностей

в многомерном случае (см. [16], [17], [30]).

Определение 2. Скажем, что последовательность 𝜆 = {𝜆𝑛1𝑛2}𝑛1,𝑛2∈𝑁 является
обобщенно монотонной, 𝜆 ∈ 𝐺𝑀2, если

2𝑛1∑︁
𝑘1=𝑛1

|𝜆𝑘1,𝑛2 − 𝜆𝑘1+1,𝑛2 | 6 𝐶|𝜆𝑛1,𝑛2 |,
2𝑛2∑︁

𝑘2=𝑛2

|𝜆𝑛1,𝑘2 − 𝜆𝑛1,𝑘2+1| 6 𝐶|𝜆𝑛1,𝑛2 |,

2𝑛1∑︁
𝑘1=𝑛1

2𝑛2∑︁
𝑘2=𝑛2

|𝜆𝑘1,𝑘2 − 𝜆𝑘1+1,𝑘2 − 𝜆𝑘1,𝑘2+1 + 𝜆𝑘1+1,𝑘2+1| 6 𝐶|𝜆𝑛1,𝑛2 |

выполняется для всех целых положительных 𝑛1 и 𝑛2, где положительная постоян-
ная 𝐶 не зависит от 𝑛1 и 𝑛2.

В [30] доказан следующий результат.

Теорема 3. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝜃 6 min(𝑝, 2), 𝜆 = {𝜆𝑛1,𝑛2}𝑛1,𝑛2∈𝑁 – положи-
тельная последовательность чисел такая, что 𝜆 ∈ 𝐺𝑀2 , 𝛼𝑖 ∈ R+, 𝑟𝑖 ∈ R+ ∪ {0},
𝛽𝑖 ∈ R (𝑖 = 1, 2). Если для функции 𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝 сходится ряд

∞∑︁
𝑛1=1

|𝜆𝜃
𝑛1+1,1 − 𝜆𝜃

𝑛1,1|𝑌 𝜃
𝑛1,0(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝑛2=1

|𝜆𝜃
1,𝑛2+1 − 𝜆𝜃

1,𝑛2
|𝑌 𝜃

0,𝑛2
(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝑘1=1

∞∑︁
𝑘2=1

|𝜆𝜃
𝑘1+1,𝑘2+1 − 𝜆𝜃

𝑘1+1,𝑘2
− 𝜆𝜃

𝑘1,𝑘2+1 + 𝜆𝜃
𝑘1,𝑘2

|𝑌 𝜃
𝑘1,𝑘2

(𝑓)𝑝,

то существует функция 𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2) ∈ 𝐿0
𝑝 , имеющая ряд Фурье 𝜎(𝑓, 𝜆, 𝛽1, 𝛽2), причем

‖𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2)‖𝑝

.

(︂
𝜆𝜃

11‖𝑓‖𝜃
𝑝 +

∞∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜃
2𝜈1 ,1 − 𝜆𝜃

2𝜈1−1,1|𝑌
𝜃
2𝜈1−1,0(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈2=1

|𝜆𝜃
1,2𝜈2 − 𝜆𝜃

1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜃
0,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈2=1

∞∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜃
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜃

2𝜈1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜃
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜃

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜃
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜃

,

𝑌2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓
(𝜆,𝛽1,𝛽2))𝑝

.

(︂
𝜆𝜃

2𝑚1−1,2𝑚2−1𝑌
𝜃
2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜃
2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜃

2𝜈1−1,2𝑚2−1 |𝑌 𝜃
2𝜈1−1,2𝑚2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜃
2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜃

2𝑚1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜃
2𝑚1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈1=𝑚1

∞∑︁
𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜃
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜃

2𝜈1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜃
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜃

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜃
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜃

.
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В классическом случае (для производных Вейля) эти результаты можно записать
так (см. [24], [31]–[34]):

‖𝑓 (𝑟1,𝑟1)‖𝑝 .

(︂ ∞∑︁
𝑘2=0

∞∑︁
𝑘1=0

(𝑘1 + 1)𝑟1𝜃−1𝑘𝑟2𝜃−1
2 𝑌 𝜃

𝑘1,𝑘2
(𝑓)𝑝

)︂1/𝜃

,

‖𝑌2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓 (𝑟1,𝑟1))‖𝑝 .

(︂ ∞∑︁
𝜈1=𝑚1

∞∑︁
𝜈2=𝑚2

2𝜈1𝑟1𝜃2𝜈2𝑟2𝜃𝑌 𝜃
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜃

,

Заметим, что последовательность 𝜆 = {𝜆𝑛1𝑛2}𝑛1,𝑛2∈𝑁 такова, что 1/𝜆 ∈ 𝐺𝑀2,
если соотношения

2𝑛1∑︁
𝑘1=𝑛1

⃒⃒⃒⃒
1

𝜆𝑘1,𝑛2

− 1
𝜆𝑘1+1,𝑛2

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

⃒⃒⃒⃒
1

𝜆𝑛1,𝑛2

⃒⃒⃒⃒
,

2𝑛2∑︁
𝑘2=𝑛2

⃒⃒⃒⃒
1

𝜆𝑛1,𝑘2

− 1
𝜆𝑛1,𝑘2+1

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

⃒⃒⃒⃒
1

𝜆𝑛1,𝑛2

⃒⃒⃒⃒
,

2𝑛1∑︁
𝑘1=𝑛1

2𝑛2∑︁
𝑘2=𝑛2

⃒⃒⃒⃒
1

𝜆𝑘1,𝑘2

− 1
𝜆𝑘1+1,𝑘2

− 1
𝜆𝑘1,𝑘2+1

+
1

𝜆𝑘1+1,𝑘2+1

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

⃒⃒⃒⃒
1

𝜆𝑛1,𝑛2

⃒⃒⃒⃒
выполняется для всех целых чисел 𝑛1 и 𝑛2, где константа 𝐶 не зависит от 𝑛1 и 𝑛2.
Наша цель — получить оценки снизу для норм преобразованного ряда Фурье и
приближений углом. Справедлива следующая теорема

Теорема 4. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, max(𝑝, 2) 6 𝜏 < ∞, 𝛼𝑖 ∈ R+ , 𝑟𝑖 ∈ R+∪{0}, 𝛽𝑖 ∈ R,
𝑖 = 1, 2, 𝜆 = {𝜆𝑛1,𝑛2}𝑛1,𝑛2∈𝑁 – положительная последовательность чисел такая,
что 1/𝜆 = {1/𝜆𝑛1,𝑛2}𝑛1,𝑛2∈𝑁 ∈ 𝐺𝑀2 , а также подчиняющаяся дополнительным
условиям (︂ 𝑛2∑︁

𝑘2=1

|𝜆𝜏
2𝑛1−1,2𝑘2 − 𝜆𝜏

2𝑛1−1,2𝑘2−1 |
)︂1/𝜏

6 𝐶|𝜆2𝑛1−1,2𝑛2 |,

(︂ 𝑛1∑︁
𝑘1=1

|𝜆𝜏
2𝑘1 ,2𝑛2−1 − 𝜆𝜏

2𝑘1−1,2𝑛2−1 |
)︂1/𝜏

6 𝐶|𝜆2𝑛1 ,2𝑛2−1 |,

(︂ 𝑛1∑︁
𝑘1=1

𝑛2∑︁
𝑘2=1

|𝜆𝜏
2𝑘1 ,2𝑘2 − 𝜆𝜏

2𝑘1 ,2𝑘2−1 − 𝜆𝜏
2𝑘1−1,2𝑘2 + 𝜆𝜏

2𝑘1−1,2𝑘2−1 |
)︂1/𝜏

6 𝐶|𝜆2𝑛1 ,2𝑛2 |

(8)

для всех целых положительных 𝑛1 и 𝑛2 , где положительная постоянная 𝐶 не
зависит от 𝑛1 и 𝑛2 . Если для функции 𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝 ряд 𝜎(𝑓, 𝜆, 𝛽1, 𝛽1) есть ряд Фурье
некоторой функции 𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2) ∈ 𝐿0

𝑝 , то

‖𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2)‖𝑝

&

(︂
𝜆𝜏

11‖𝑓‖𝜏
𝑝 +

∞∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,1|𝑌
𝜏
2𝜈1−1,0(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈2=1

|𝜆𝜏
1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
0,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈2=1

∞∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈12𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−12𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝜈12𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−12𝜈2−1 |𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

,

𝑌2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓
(𝜆,𝛽1,𝛽2))𝑝

&

(︂
𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝑚2−1𝑌
𝜏
2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝑚2−1 |𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝑚2−1(𝑓)𝑝
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+
∞∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈1=𝑚1

∞∑︁
𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

.

В классическом случае (для производных Вейля) справедливы следующие резуль-
таты (см. [24], [31]–[34])

‖𝑓 (𝑟1,𝑟1)‖𝑝 &

(︂ ∞∑︁
𝑘2=0

∞∑︁
𝑘1=0

(𝑘1 + 1)𝑟1𝜏−1𝑘𝑟2𝜏−1
2 𝑌 𝜏

𝑘1,𝑘2
(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

,

‖𝑌2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓 (𝑟1,𝑟1))‖𝑝 &

(︂ ∞∑︁
𝜈1=𝑚1

∞∑︁
𝜈2=𝑚2

2(𝜈1−1)𝑟1𝜏2(𝜈2−1)𝑟2𝜏𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

.

Напомним теорему Марцинкевича о мультипликаторах в двумерном случае [26].

Лемма 7. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝 , 1 < 𝑝 < ∞, и ее ряд Фурье

∑︀∞
𝑛1=1

∑︀∞
𝑛2=1 𝐴𝑛1𝑛2(𝑥1, 𝑥2),

а последовательность чисел 𝜆𝑛1𝑛2 такова, что |𝜆𝑛1𝑛2 | 6 𝑀 ,

2𝑛1−1∑︁
𝑚1=2𝑛1−1

|𝜆𝑚1,𝑛2 − 𝜆𝑚1+1,𝑛2 | 6 𝑀,
2𝑛2−1∑︁

𝑚2=2𝑛2−1

|𝜆𝑛1,𝑚2 − 𝜆𝑛1,𝑚2+1| 6 𝑀,

2𝑛1−1∑︁
𝑚1=2𝑛1−1

2𝑛2−1∑︁
𝑚2=2𝑛2−1

|𝜆𝑚1,𝑚2 − 𝜆𝑚1+1,𝑚2 − 𝜆𝑚1,𝑚2+1 + 𝜆𝑚1+1,𝑚2+1| 6 𝑀

для всех 𝑛1, 𝑛2 = 1, 2, . . . . Тогда ряд
∑︀∞

𝑛1=1

∑︀∞
𝑛2=1 𝜆𝑛1,𝑛2𝐴𝑛1𝑛2(𝑥1, 𝑥2) есть ряд

Фурье некоторой функции 𝜙(𝑓, 𝜆) ∈ 𝐿0
𝑝 , причем ‖𝜙‖𝑝 6 𝐶‖𝑓‖𝑝 , где постоянная 𝐶

не зависит от функции 𝑓 .

Пусть ряд

𝜎(𝑓) :=
∞∑︁

𝑛1=1

∞∑︁
𝑛2=1

(︀
𝑎𝑛1𝑛2 cos 𝑛1𝑥1 cos 𝑛2𝑥2 + 𝑏𝑛1𝑛2 cos 𝑛1𝑥1 sin 𝑛2𝑥2

+ 𝑐𝑛1𝑛2 sin 𝑛1𝑥1 cos 𝑛2𝑥2 + 𝑑𝑛1𝑛2 sin 𝑛1𝑥1 sin 𝑛2𝑥2

)︀
=

∞∑︁
𝑛1=1

∞∑︁
𝑛2=1

𝐴𝑛1𝑛2(𝑥1, 𝑥2) (9)

является рядом Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝. Обозначим

∆𝑚1𝑚2 :=
2𝑚1−1∑︁

𝑛1=2𝑚1−1

2𝑚2−1∑︁
𝑛2=2𝑚2−1

𝐴𝑛1𝑛2(𝑥1, 𝑥2), 𝑚1, 𝑚2 = 1, 2, . . . .

Лемма 8 [26]. (a) Пусть 1 < 𝑝 < ∞ и (9) является рядом Фурье функции
𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝 . Тогда(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

(︂ ∞∑︁
𝑚1=1

∞∑︁
𝑚2=1

∆2
𝑚1𝑚2

)︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂1/𝑝

6 𝐶(𝑝)‖𝑓‖𝑝.
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(b) Пусть 1 < 𝑝 < ∞. Если (9) удовлетворяет неравенству

𝐼𝑝 =
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

(︂ ∞∑︁
𝑚1=1

∞∑︁
𝑚2=1

∆2
𝑚1𝑚2

)︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂1/𝑝

< ∞,

то (9) является рядом Фурье функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿0
𝑝 и ‖𝑓‖𝑝 6 𝐶(𝑝)𝐼𝑝 .

5. Доказательство теоремы 4. Рассмотрим ряд
∞∑︁

𝑛1=1

∞∑︁
𝑛2=1

𝜆2𝑛1−12𝑛2−1∆𝑛1𝑛2 =
∞∑︁

𝑛1=1

∞∑︁
𝑛2=1

Λ𝜈1𝜈2𝜆𝜈1𝜈2𝐴𝜈1𝜈2(𝑥1, 𝑥2), (10)

где

Λ𝜈1𝜈2 =
𝜆2𝑛1−12𝑛2−1

𝜆𝜈1𝜈2

при 2𝑛𝑖−1 6 𝜈𝑖 6 2𝑛𝑖 − 1, 𝑛𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑖 = 1, 2.

Учитывая тот факт, что последовательность 1/𝜆 ∈ 𝐺𝑀2, несложно проверить что
{Λ𝑛1𝑛2}

∞,∞
𝑛1=1,𝑛2=1 удовлетворяет условиям теоремы Марцинкевича и ряд (10) есть

ряд Фурье некоторой функции 𝑔(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿𝑝, причем

‖𝑔‖𝑝 6 𝐶(𝑝)‖𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2)‖𝑝.

Рассмотрим

𝐽 := 𝜆𝜏
11‖𝑓‖𝜏

𝑝 +
∞∑︁

𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,1|𝑌
𝜏
2𝜈1−1,0(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈2=1

|𝜆𝜏
1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
0,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈2=1

∞∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈12𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−12𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝜈12𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−12𝜈2−1 |𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝.

Применяя леммы 4 и 8, будем иметь

𝐽 . 𝜆𝜏
11‖𝑓‖𝜏

𝑝 +

∞∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,1
|
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝜈1+1

Δ2
𝑛1,1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

∞∑︁
𝜈2=1

|𝜆𝜏
1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

1,2𝜈2−1 |
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛2=𝜈2+1

Δ2
1,𝑛2

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

∞∑︁
𝜈2=1

∞∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈12𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−12𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝜈12𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−12𝜈2−1 |

×
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝜈1+1

∞∑︁
𝑛2=𝜈2+1

Δ2
𝑛1,𝑛2

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

. 𝜆𝜏
1,1‖𝑓‖𝜏

𝑝 +

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂{︂ ∞∑︁
𝜈1=1

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝜈1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,1
|2/𝜏Δ2

𝑛1+1,1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂{︂ ∞∑︁
𝜈2=1

[︂ ∞∑︁
𝑛2=𝜈2

|𝜆𝜏
1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

1,2𝜈2−1 |2/𝜏Δ2
1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝜈2=1

{︂{︂ ∞∑︁
𝜈1=1

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝜈1

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝜈2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2

− 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |2/𝜏Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

}︂]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝜏/2}︂𝑝/𝜏

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

= 𝐽1.
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Применяя неравенства Минковского (леммы 3 и 4) и используя тот факт, что 𝜏 > 2,
получим

𝐽1 . 𝜆𝜏
1,1‖𝑓‖𝜏

𝑝 +

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=1

{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=1

[︂
|𝜆𝜏

2𝜈1 ,1 − 𝜆𝜏
2𝜈1−1,1

|2/𝜏Δ2
𝑛1+1,1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=1

{︂ 𝑛2∑︁
𝜈2=1

[︂
|𝜆𝜏

1,2𝜈2 − 𝜆𝜏
1,2𝜈2−1 |2/𝜏Δ2

1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝜈2=1

{︂ ∞∑︁
𝑛1=1

{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=1

[︂{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝜈2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2

− 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |2/𝜏Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

}︂]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝜏/2}︂𝑝/𝜏

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

. 𝜆𝜏
1,1‖𝑓‖𝜏

𝑝 +

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=1

Δ2
𝑛1+1,1

{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,1
|
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=1

Δ2
1,𝑛2+1

{︂ 𝑛2∑︁
𝜈2=1

|𝜆𝜏
1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

1,2𝜈2−1 |
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=1

{︂ ∞∑︁
𝜈2=1

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝜈2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2

− 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |
}︂2/𝜏}︂𝜏/2}︂2/𝜏]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

= 𝐽2.

Применяя лемму 3 и учитывая (8), имеем

𝐽2 . 𝜆𝜏
1,1‖𝑓‖𝜏

𝑝 +
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=1

∆2
𝑛1+1,1

{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,1|
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=1

∆2
1,𝑛2+1

{︂ 𝑛2∑︁
𝜈2=1

|𝜆𝜏
1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

1,2𝜈2−1 |
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=1

∞∑︁
𝑛2=1

∆2
𝑛1+1,𝑛2+1

{︂ 𝑛2∑︁
𝜈2=1

𝑛1∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2

− 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |
}︂2/𝜏]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

. 𝜆𝜏
1,1‖𝑓‖𝜏

𝑝 +
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=1

∆2
𝑛1+1,1𝜆

2
2𝑛1 ,1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=1

∆2
1,𝑛2+1𝜆

2
1,2𝑛2

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=1

∞∑︁
𝑛2=1

∆2
𝑛1+1,𝑛2+1𝜆

2
2𝑛1 ,2𝑛2

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

= 𝐽3.

Используя лемму 8 (б), запишем

𝐽3 . 𝜆𝜏
1,1

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=1

∞∑︁
𝑛2=1

∆2
𝑛1,𝑛2

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=2

∆2
𝑛1,1𝜆

2
2𝑛1−1,1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝



ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РЯДОВ ФУРЬЕ 687

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=2

∆2
1,𝑛2

𝜆2
1,2𝑛2−1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=2

∞∑︁
𝑛2=2

∆2
𝑛1,𝑛2

𝜆2
2𝑛1−1,2𝑛2−1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

.

Аналогично оценкам 𝐽 в доказательстве теоремы 2, будем иметь

𝐽3 . 𝜆𝜏
1,1

[︂(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{∆2
1,1}𝑝/2 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=2

∆2
𝑛1,1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=2

∆2
1,𝑛2

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=2

∞∑︁
𝑛2=2

∆2
𝑛1,𝑛2

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝 ]︂
+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=2

∆2
𝑛1,1𝜆

2
2𝑛1−1,1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=2

∆2
1,𝑛2

𝜆2
1,2𝑛2−1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=2

∞∑︁
𝑛2=2

∆2
𝑛1,𝑛2

𝜆2
2𝑛1−1,2𝑛2−1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

.

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=1

∞∑︁
𝑛2=1

∆2
𝑛1,𝑛2

𝜆2
2𝑛1−1,2𝑛2−1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

. ‖𝑔‖𝜏
𝑝 . ‖𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2)‖𝜏

𝑝 .

Таким образом,

‖𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2)‖𝑝

&

{︂
𝜆𝜏

1,1‖𝑓‖𝜏
𝑝 +

∞∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,1|𝑌
𝜏
2𝜈1−1,0(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈2=1

|𝜆𝜏
1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
0,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈2=1

∞∑︁
𝜈1=1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

}︂1/𝜏

.

Теперь оценим снизу 𝑌2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2))𝑝. Применяя лемму 8, имеем

𝑌2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2))𝑝

&

{︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑘1=𝑚1

∞∑︁
𝑘2=𝑚2

𝜆2
2𝑘1 ,2𝑘2 ∆2

𝑘1+1,𝑘2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

}︂1/𝑝

.

Рассмотрим следующий ряд:

𝐽4 =

(︂
𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝑚2−1𝑌
𝜏
2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝑚2−1 |𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝑚2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈1=𝑚1

∞∑︁
𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

)︂1/𝜏

.
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Применяя леммы 4 и 8, получим

𝐽4 .

(︂
𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝑚2−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

∞∑︁
𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝑚2−1 |
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝜈1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
∞∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2−1 |
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝜈2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

∞∑︁
𝜈1=𝑚1

∞∑︁
𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |

×
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝜈1

∞∑︁
𝑛2=𝜈2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

(︂
𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝑚2−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂{︂ ∞∑︁
𝜈1=𝑚1

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝜈1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝑚2−1 |2/𝜏

×Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂{︂ ∞∑︁
𝜈2=𝑚2

[︂ ∞∑︁
𝑛2=𝜈2

∞∑︁
𝑛1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2−1 |2/𝜏

×Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝜈2=𝑚2

{︂{︂ ∞∑︁
𝜈1=𝑚1

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝜈1

∞∑︁
𝑛2=𝜈2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2

− 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |2/𝜏Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝜏/2}︂𝑝/𝜏

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

Далее, применяя неравенства Минковского (леммы 3 и 4) и используя тот факт, что
𝜏 > 2, получим

𝐽4 .

(︂
𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝑚2−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=𝑚1

[︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝑚2−1 |2/𝜏

×Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2

{︂ 𝑛2∑︁
𝜈2=𝑚2

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2−1 |2/𝜏

×Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝜈2=𝑚2

{︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=𝑚1

[︂ ∞∑︁
𝑛2=𝜈2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2

− 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |2/𝜏Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝜏/2}︂𝑝/𝜏

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

(︂
𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝑚2−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝



ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РЯДОВ ФУРЬЕ 689

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

×
{︂ 𝑛1∑︁

𝜈1=𝑚1

[︀
|𝜆𝜏

2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜏
2𝜈1−1,2𝑚2−1 |2/𝜏

]︀𝜏/2
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2

∞∑︁
𝑛1=𝑚1

{︂ 𝑛2∑︁
𝜈2=𝑚2

[︂
|𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2−1 |2/𝜏

×Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝜈2=𝑚2

{︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝜈2

{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=𝑚1

[︂
|𝜆𝜏

2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2

− 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |2/𝜏Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝜏/2}︂𝑝/𝜏

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

(︂
𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝑚2−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

×
{︂ 𝑛1∑︁

𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝑚2−1 |
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2

∞∑︁
𝑛1=𝑚1

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

×
{︂ 𝑛2∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2−1 |
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2

{︂ 𝑛2∑︁
𝜈2=𝑚2

{︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

Δ2
𝑛1+1,𝑛2+1

{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2

− 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |
}︂2/𝜏}︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

Применяя лемму 4 и дополнительные условия (8), будем иметь

𝐽4 .

(︂
𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝑚2−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

∆2
𝑛1+1,𝑛2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2

∆2
𝑛1+1,𝑛2+1

×
{︂ 𝑛1∑︁

𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝑚2−1 |
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2

∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∆2
𝑛1+1,𝑛2+1

×
{︂ 𝑛2∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2−1 |
}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2

∞∑︁
𝑛1=𝑚1

∆2
𝑛1+1,𝑛2+1

{︂ 𝑛2∑︁
𝜈2=𝑚2

{︂{︂ 𝑛1∑︁
𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2

− 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |
}︂2/𝜏}︂𝜏/2}︂2/𝜏}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏
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.

(︂
𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝑚2−1

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1+1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2+1

∆2
𝑛1,𝑛2

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛1=𝑚1+1

∞∑︁
𝑛2=𝑚2+1

∆2
𝑛1,𝑛2

𝜆2
2𝑛1−1,2𝑚2−1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2+1

∞∑︁
𝑛1=𝑚1+1

∆2
𝑛1,𝑛2

𝜆2
2𝑚1−1,2𝑛2−1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝

+
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2+1

∞∑︁
𝑛1=𝑚1+1

∆2
𝑛1,𝑛2

𝜆2
2𝑛1−1,2𝑛2−1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂𝜏/𝑝)︂1/𝜏

.

Для любых 𝑛1 > 𝑚1 и 𝑛2 > 𝑚2, легко получить

𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝑚2−1

=
𝑛2−1∑︁

𝜈2=𝑚2

(𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2−1 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2 ) + 𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝑛2

6
𝑛2−1∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2−1 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2 |+ 𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝑛2−1

6
𝑛2−1∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2−1 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2 |+
𝑛1−1∑︁

𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1−1,2𝑛2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1 ,2𝑛2−1 |+ 𝜆𝜏
2𝑛1−1,2𝑛2−1

=
𝑛1−1∑︁

𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1−1,2𝑛2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1 ,2𝑛2−1 |+ 𝜆𝜏
2𝑛1−1,2𝑛2−1

+
𝑛2−1∑︁

𝜈2=𝑚2

⃒⃒⃒⃒ 𝑛1−1∑︁
𝜈1=𝑚1

((𝜆𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2 )− (𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1 ,2𝜈2 ))

+ (𝜆𝜏
2𝑛1−1,2𝜈2−1 − 𝜆𝜏

2𝑛1−1,2𝜈2 )
⃒⃒⃒⃒

6
𝑛1−1∑︁

𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1−1,2𝑛2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1 ,2𝑛2−1 |+ 𝜆𝜏
2𝑛1−1,2𝑛2−1

+
𝑛2−1∑︁

𝜈2=𝑚2

𝑛1−1∑︁
𝜈1=𝑚1

|(𝜆𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2 )− (𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1 ,2𝜈2 )|

+
𝑛2−1∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝑛1−1,2𝜈2−1 − 𝜆𝜏

2𝑛1−1,2𝜈2 | . 𝜆𝜏
2𝑛1−1,2𝑛2−1 .

Используя эту оценку, получим

𝐽4 .

(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

{︂ ∞∑︁
𝑛2=𝑚2+1

∞∑︁
𝑛1=𝑚1+1

∆2
𝑛1,𝑛2

𝜆2
2𝑛1−1,2𝑛2−1

}︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂1/𝑝

=
(︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

[︂ ∞∑︁
𝑘1=𝑚1

∞∑︁
𝑘2=𝑚2

𝜆2
2𝑘1 ,2𝑘2 ∆2

𝑘1+1,𝑘2+1

]︂𝑝/2

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

)︂1/𝑝

. 𝑌2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2))𝑝.



ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РЯДОВ ФУРЬЕ 691

Таким образом,{︂
𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝑚2−1𝑌 𝜏
2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝜈1=𝑚1

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝑚2−1 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝑚2−1 |𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝑚2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝑚1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
2𝑚1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

+
∞∑︁

𝜈1=𝑚1

∞∑︁
𝜈2=𝑚2

|𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2 − 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2 − 𝜆𝜏
2𝜈1 ,2𝜈2−1 + 𝜆𝜏

2𝜈1−1,2𝜈2−1 |𝑌 𝜏
2𝜈1−1,2𝜈2−1(𝑓)𝑝

}︂1/𝜏

. 𝑌2𝑚1−1,2𝑚2−1(𝑓 (𝜆,𝛽1,𝛽2))𝑝,

Теорема доказана полностью.
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