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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ГИЛЬБЕРТОВЫХ МЕР 

А. В. У г л а н о в 

Как известно, гауссовы меры в пространстве L2 = L2[0, 1] задают случайные про­
цессы на [0, 1] с нормальным распределением приращений. В предлагаемой работе 
строятся меры в L2, задающие случайные процессы с показательным распределением 
приращений; эти меры допускают аналитическое продолжение на комплексную область 
изменения «дисперсий» (для гауссовых мер такое продолжение невозможно). Результаты 
приводятся в абстрактной формулировке. 

Везде далее Я — сепарабельное гильбертово пространство, R — кольцо цилиндри­
ческих множеств (ц. м.) в Я с борелевскими основаниями, 2 — о-алгебра борелевских 
множеств в Я , Еп — подпространство Я размерности п < оо, х £ Еп^1, Уч z 6 Еп, 
4х, dy — лебеговы меры в Еп_г, Еп соответственно, С — множество комплексных чисел 
% £ С, Re К >> 0. Относительно используемых в работе понятий, связанных с мерами 
цилиндрических множеств, см. [1] (гл. IV), [2], [3]. 

Положим сп = ппп/2 V l y + l ) (здесь у — гамма-функция Эйлера), тогда 

(1) ( * - 2 ) ! cn_ lCn = 2*nn-i. 
Для п = 1, 2, . . . введем функции vx, п' Еп \ 0 -»• С, полагая 

» > . . М - Е 4 И 5 1/Fi^T7T,«-n-liVI^F!+H'l^ <»>2), 

(здесь и далее имеются в виду главные значения квадратных корней). Функция ^ , п 
интегрируема по мере dy; таким образом, для любого борелевского В а Еп мы можем 

положить оъУ п (В) — \ vit n(y) dy, о*я, п е с т ь (комплекснозначная) борелевская мера в Еп, 
в 

Л е м м а . Для преобразования Фурье меры а%у п справедлива формула 
(2) ^ f 7 l ( * ) = (X |zp + l)-i . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для а > 0 и е£Еп, | в | — 1 , положим а^, п,а~ 

= °Х П{У: (У,е)>а)- С помощью элементарно-технических преобразований убеждаемся 

в том, что (ая, п,а)а = —т=- Оь.п.а, откуда 

(3) ^,71,6 = ^ ,71 {г/- (У. е) > Ь} = сехр [ —TTy-J 

для всех Ъ ^ 0. Далее, из симметрии меры о^, п и соотношения (1) вытекает, что 
оо 

о г ' 
т. е., учитывая (3), получаем 

(4) ^п>ь = ^;»р[_ь_*-], 
откуда (и из симметрии меры о\, п) следует равенство (2). Лемма доказана. 

Пусть теперь Z £ R, Z0 — основание Z, лежащее в Еп. Положим G\(Z) = ox n (Z 0 ) . 
Из (2) следует, что число oi(Z) не зависит от выбора Z0 и Еп, т. е. функция о^: Д -* С 
есть мера ц. м. Для положительного симметричного ядерного оператора Т: Я -*• Я через 
Я т обозначим гильбертово пространство, являющееся пополнением Я относительно 
скалярного произведения (h, g)T = (Th, g), и через v£ — меру ц. м. в Я т , индуцирован­
ную мерой ц. м. G% при вложении Я ->- Я т . 
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Т е о р е м а 1. Мера ц. м. v£ продолжается до борелевской меры \% в пространст­
ве Нт> Если t > О, mo vt — вероятностная мера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что ot ^ 0; из симметрии мер ott7l и равенства (4) 
вытекает, что а* удовлетворяет условию непрерывности и ot(H) — 1. Из теоремы Минло-
са — Сазонова ([1], гл. IV) следует теперь, что v£ продолжается до вероятностной меры v$. 

Положим теперь t = (Re Я"*1)"1; из определения функций vj,tn, ox, n, o% вытекает, 
что для любого Z £ R справедливо неравенство | cx(Z) | < | ЪгЧ \ ot(Z). Отсюда следует, 
что 1) мера ц. м. о% ограничена; 2) мера ц. м. oi удовлетворяет условию непрерывности 
(в смысле определения, данного в [3]). По теореме о счетной аддитивности для комплексно-
значных гильбертовых мер ([3], § 1) получаем, что v£ .{продолжается до берелевской меры v%* 
Теорема доказана. 

Везде далее Q: Н •*> В есть неотрицательный ядерный оператор. 
Т е о р е м а 2. Функция \i%: H-+H: Л i—> [k(Qh, /г) + 1]""х есть преобразование 

Фурье борелевской меры \i% в Н. 
Доказательство сразу следует из теоремы 1 и равенства (2). 
Т е о р е м а J3. Для любого А £ 2 функция \1^ (A): (Q—> £,: X *—> цх (А) аналитична 

б правой полуплоскости. Если ReX0>>0 (тг= 1, Ц2, . . . ) , [то функция множеств Ц^: 

[ dn "1 

-—т—\in (А) есть борелевская мера в Н, причем для \Х—Х0 | << 
а А/ _|л=Ло 

< Re X0 имеет место представление 
<х> 

(Ъ U.— V (П) (Я— К)П 

?г=0 
где сходимость мер понимается в слабом смысле (т. е. на множествах из 2 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из построения меры jn̂  (см. определения функций и^,пТ 
°"Л. п» °%) и теоремы Никодима о пределе последовательности счетно-аддитивных функ­
ций следует, что для любого Z £ R функция JLÎ  (Z) бесконечно дифференцируема по [jA,, 
причем функция и.^п): R —> £,: Z\-*> *. (лд,(Z) есть мера ц. м. Дифференцируя равенство 

J ехр [*(/*, g)]diik(g) = [k(Qh, A) + l]- i 

п раз по Я, получим формулу для преобразования Фурье меры ц. м. \i% : 

(здесь ah — некоторые константы). Но правая часть этого равенства есть преобразование 
Фурье борелевской меры в Н (которая есть линейная комбинация кратных сверток 
меры fi^ ). Отсюда (из общих свойств аналитических функций и принципа математической 
индукции) получаем доказательство всех утверждений теоремы 3. 

С л е д с т в и е . Дифференцируемость мер и^} (п = 0, 1, . . .) и сходимость ряда (5) 
имеет место и в сильном смысле {т. е. по вариации). 

Отметим еще следующее свойство быстрого убывания мер и.^\ 
Т е о р е м а 4. Для любых &, п = 0, 1, . • . функция \\ h ||fe интегрируема по\мере 
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