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ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР, 2010, том 48, № 2, с. 290-302 

УДК 536.2 (075) 

ПОЛУЧЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО И ТЕПЛОВОГО ПОГРАНИЧНЫХ СЛОЕВ 

НА ОСНОВЕ ВВЕДЕНИЯ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

© 2010 г. Е. В. Стефанюк, В. А. Кудинов 
Самарский государственный технический институт 

Поступила в редакцию 04.12.2008 г. 

С использованием математических моделей гидродинамического и теплового пограничных слоев, 
представленных в виде интегральных уравнений на основе введения дополнительных граничных 
условий разработана методика получения приближенных аналитических решений исходных диф
ференциальных уравнений пограничных слоев, позволяющая получать решения практически с за
данной степенью точности. Так, уже в четвертом приближении отличие полученного аналитическо
го решения задачи для гидродинамического пограничного слоя от точного составляет около 0.1%, а 
для теплового слоя — менее 0.5%. С учетом полученных решений выполнен анализ распределения 
одинаковых скоростей (изотах) и изотерм в пределах соответствующих пограничных слоев. Прове
дены также исследования скоростей движения изотах и изотерм по поперечной координате в зави
симости от величины продольной переменной. 

ВВЕДЕНИЕ 

При обтекании тела потоком жидкости, имею
щей скорость v (скорость невозмущенного потока), 
вблизи поверхности тела образуется гидродинами
ческий пограничный слой, в пределах которого 
скорость течения изменяется от нуля на стенке до 
скорости невозмущенного потока (рис. 1). 

При наличии разности температур между 
стенкой и набегающим потоком вблизи стенки 
наряду с гидродинамическим образуется также 
тепловой пограничный слой, в пределах которого 
температура среды изменяется от tCT до темпера
туры невозмущенного потока tcp, где / с т — темпе
ратура поверхности тела (рис. 2). 

Таким образом, гидродинамический и тепло
вой пограничные слои представляют собой гра
ницы соответствующих фронтов возмущения, от
деляющие возмущенный поток от невозмущен
ного. 

ПОЛУЧЕНИЕ УТОЧНЕННОГО 
АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО 

ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ 

Дифференциальные уравнения гидродинами
ческого пограничного слоя (уравнения Прандт-
ля) выводятся из дифференциальных уравнений 
движения Навье—Стокса и уравнения сплошно

сти с учетом ряда допущений [1—6]. Уравнения 
Прандтля имеют вид 

dv, , dvx dV, 
дх ду ду 

^ + ^ = 0, (2) 
дх ду 

где v = ц /р — кинематическая вязкость жидкости; 
v„vy — составляющие скорости по соответствую
щим координатным осям; х,у — координаты. 

Граничные условия для уравнений (1) и (2): 

Рис. 1. Схема гидродинамического пограничного 
слоя. 
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1,=8(х) 

ду 

v = const , 

= 0, 

ду2 

= 0. 

(4) 

(5) 

(6) 
у = 0 

Здесь 8(х) — толщина гидродинамического по
граничного слоя (рис. 1), v — скорость невозму
щенного потока вдоль оси х. 

Граничное условие (5) характеризует плавность 
сопряжения профилей скоростей на внешней гра
нице пограничного слоя. Граничное условие (6) по
лучается из дифференциального уравнения (1) при 
у = 0, где vx = vy - 0. Следовательно, выполнение 
условия (6) является решением уравнения (1) в 
точке у = 0. Соотношение (6) — по сути это до
полнительное граничное условие в задаче (1)—(5). 

Потребуем, чтобы искомое решение удовле
творяло не исходным уравнениям (1), (2), а осред-
ненным в пределах толщины гидродинамическо
го слоя. Для этого проинтегрируем данные урав
нения в пределах от у = 0 до у = 8(х) 

ду ду 
(7) 

(8) 

После некоторых преобразований с учетом за
кона Ньютона для касательного напряжения в 
жидкости уравнения (7), (8) приводятся к извест
ному интегральному уравнению для гидродина
мического пограничного слоя, впервые получен
ному Карманом в 1921 году 

d_ 
dx .ду 

(9) 
, = 0 

Суть использования интегрального уравнения 
(9) втом, что при получении решения задачи (1)—(6) 
требуется выполнение не исходных дифференци
альных уравнений в частных производных (1), 
(2), а некоторых осредненных по толщине гидро
динамического пограничного слоя, которые в ко
нечном итоге сводятся к одному интегральному 
уравнению вида (9). Разумеется, подобное осред
нение снижает точность решения исходных урав
нений (1), (2). Однако, как будет показано ниже, 
применение дополнительных граничных условий 
позволяет найти такое приближенное аналитиче
ское решение, которое в зависимости от числа 
приближений удовлетворяет уравнениям (1), (2) 
практически с заданной степенью точности. 

0 tCT х 

Рис. 2. Схема теплового пограничного слоя. 

Решение интегрального уравнения (9) с гра
ничными условиями (3)—(6) примем в виде следу
ющего алгебраического полинома: 

I«*(s)/ (Ю) 
к=0 

где ак(8) — неизвестные коэффициенты, опреде
ляемые из граничных условий (3)—(6). 

Подставим (10) в граничные условия (3)—(6), 
ограничиваясь четырьмя членами ряда. Относи
тельно ак(8) (к = 0,1,2,3) получаем систему че
тырех алгебраических линейных уравнений. Ее 
решение 

л 3v п V а0 = 0, а\=~, «2 = 0, °з = - ^ з -

Подставляя ( П ) в ( Ю ) , находим 

( П ) 

(12) 
v 28 2\ 

Подставляя (12) в интегральное уравнение (9), 
относительно неизвестной функции 8(х) будем 
иметь следующее обыкновенное дифференци
альное уравнение: 

6 rf8 = 140v (13) 
dx 13 v 

Интегрируя уравнение (13), при начальном 
условии 5(0) = 0 находим 

8(х) = 4.бфх7^ = 
JRe v 

(14) 

где Rex = vx/v. 
Соотношения (12), (14) представляют решение 

задачи (1)—(6) в первом приближении. Непосред
ственной подстановкой можно убедиться, что со
отношение (12) точно удовлетворяет граничным 
условиям (3)—(6) и интегральному уравнению (9). 
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Рис. 3. Распределение безразмерных скоростей vx/v в зависимости от безразмерной координаты ц = y-Jv/vx: 1—4 -
первое, второе, третье и четвертое приближения; 5—точное решение [2]. 

Уравнения (1), (2), как это следует из (7) , (8), в 
данном случае удовлетворяются лишь в среднем. 

Соотношение (14) представим следующим об
разом: 

х " R e 0 5 ' К ] 

Из соотношения (15) следует, что условие 
8 ( х ) « : х, лежащее в основе всей теории погра
ничного слоя, выполняется при достаточно боль
ших числах Рейнольдса. Следовательно, теория 
пограничного слоя является теорией движения 
реальной жидкости при больших значениях числа 
Рейнольдса. 

Результаты расчетов безразмерной скорости по 
формуле (12) в сравнении с точным решением урав
нений (1), (2) [2] приведены на рис. 3 , 4 . Анализ по
лученных результатов позволяет заключить, что в 
диапазоне безразмерной переменной 0 < л < 5.0 
г) = у/8(х) = y-Jv/(vxjj максимальное расхожде

ние составляет 3%, в диапазоне 5.0 < л < 5.5 — 11%, 
а при л > 5.5 решение (12) практически непри
годно для использования. Таким образом, реше
ние в первом приближении наименее точным 
оказывается вблизи границы гидродинамическо
го пограничного слоя. 

Ввиду того, что решение задачи о распределе
нии скорости в гидродинамическом погранич
ном слое вида (12) будет использовано далее при 
решении температурной задачи, такое расхожде

ние полученных результатов с точным решением 
может привести к еще большей неточности в 
определении распределения температуры внутри 
теплового пограничного слоя. Вопрос точности 
решения гидравлической задачи актуален еще и 
потому, что при решении задачи теплового погра
ничного слоя исходное уравнение осредняется и 
приводится к интегральному уравнению (инте
гралу теплового баланса). К тому же следует 
учесть еще и тот факт, что при получении исход
ных дифференциальных уравнений для гидрав
лического и теплового пограничных слоев (урав
нения Прандтля и Польгаузена) были приняты 
допущения, позволившие максимально упро
стить математические постановки задач. В связи с 
чем проблема точности решения исходных урав
нений является весьма актуальной. Важность по
лучения как можно более точных решений этих 
уравнений состоит еще в том, что на основе этих 
решений выводятся широко используемые в тео
рии конвективного теплообмена формулы для 
определения коэффициентов теплоотдачи и ка
сательных напряжений. 

Соотношение (12) благодаря полиномиальной 
зависимости скорости от координаты у позволя
ет построить линии изотах в пределах толщины 
гидродинамического пограничного слоя в коор
динатах у-х (рис. 5). Если заданы постоянные 
значения безразмерной скорости vx/v = V, для 
различных значений координаты х находятся та
кие у, которые удовлетворяют соотношению (12). 
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Рис. 4. Распределение безразмерных скоростей vx/v в гидродинамическом пограничном слое: 1 — по формуле (12) 
(первое приближение); 2 — по формуле (34) (четвертое приближение). 

Анализ распределения изотах позволяет за
ключить, что все они (0 < V < 1) возникают на по
верхности стенки в точке х = 0, у = 0. Изотаха ну
левой скорости V = 0 совпадает с осью х. Изотаха 
единичной скорости V = 1 совпадает с линией 
гидродинамического пограничного слоя. Отме
чается сгущение изотах вблизи стенки и их разре
жение вблизи границы, отделяющей возмущен
ный поток от невозмущенного. 

На основе графиков рис. 5 по соотношению 
W = Ду/Ах определяются скорости перемещения 
изотах по координате у в зависимости от коорди
наты х (рис. 6). Их анализ позволяет сделать вы
вод о том, что максимальную скорость перемеще
ния имеет единичная изотаха. Скорость переме
щения нулевой изотахи равна нулю. Все изотахи 
возникают на поверхности стенки в точке 
х = 0,у - 0, имея при этом бесконечно большие 
начальные скорости. Затем по мере продвижения 
изотах по координате у в зависимости от коорди
наты х их скорости существенно уменьшаются с 
последующей стабилизацией изменения по зако
ну, близкому к линейному. Отметим, что наиболь
ший градиент скорости имеют изотахи малого по
тенциала на относительно небольшом расстоя
нии по координате х. 

Для повышения точности решения задачи 
(1)—(6) необходимо увеличивать степень поли

нома (10). Для определения вновь возникающих 
при этом неизвестных коэффициентов ak(S) бу
дем привлекать дополнительные граничные 
условия. Принцип их получения заключается в 

у,м 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
X, м 

Рис. 5. Распределение изотах vx/v = V в гидродина
мическом пограничном слое. Рг = \/а = 1, v = 5 м/с. 
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Рис. 6. Графики изменения скоростей движения изотах W = Ду/Ах по координате у в зависимости от координаты 
x(V = vx/v), v = 5 м/с. 

следующем [7—10]. Для определения первых из 
них уравнение (1) применяется в точках у = 0 и 
у = 8(х). Именно таким путем было получено до
полнительное граничное условие (6). Для опреде
ления второго дополнительного граничного усло
вия применим уравнение (1) к точке у = 8(х) 

V v 

дх ду J y = S 

я 2 

д v-
ду2 

(16) 
'у = Ъ 

Продифференцируем граничное условие (4) 
по переменной х. Так как из (4) требуется нахо
дить значение vx(y) в точке у = 8(х), то у является 
функцией х, и, следовательно, vx(y) будет слож
ной функцией. Тогда по правилу определения 
производной от сложной функции имеем 

дх ЫУ)] У = 5 
dvx(y)dy 

ду dx 
dvx(y) 

дх 
0. 

Последнее соотношение с учетом граничного 
условия (5) примет вид 

дх 
= 0. (17) 

Для уравнения (16) с учетом (5) и (17) получаем 

= 0. (18) д V 

ду' >у=Ь 

Соотношение (18) представляет второе допол
нительное граничное условие, из которого следу
ет, что выполнение этого условия решением (10) 
равносильно выполнению уравнения (1) во всех 
точках у = 8(х). 

Для определения последующих дополнитель
ных граничных условий необходимо дифферен
цировать (многократно) уравнение (1) по пере
менной у, а граничные условия (основные и до
полнительные) — по переменной х. Сравнивая 
получающиеся при этом соотношения, можно 
получить какое угодно количество дополнитель
ных граничных условий, необходимых для все бо
лее точных аналитических решений уравнений 
(1), (2). Например, для получения третьего допол
нительного граничного условия продифференци
руем уравнение (1) по переменной у и запишем 
полученное соотношение для точки у = 8(х) 

^dvxdvr d2vr dvydvx , d2v,^ — a — * + v v - — + . _ * + vy—j 
ду дх дудх ду ду у = Ь 

- V 
dV^ 
дуъ 

(19) 

Соотношение (19) с учетом (4), (5), (18) прини
мает вид 

дудх 
О V 

ду' 
(20) 

у=5 

Продифференцируем граничное условие (5) 
по переменной х , учитывая, что vx — сложная 
функция: 

д_ 
дх 

dvr 

1ду у=д 

д vxdy 
ду2 dx 

о v 

у=5 V 
дудх 

= 0. 
У у = 6 

Последнее соотношение с учетом (18) прини
мает вид 
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дудх 
0. (21) 

у = & 

Сравнивая (20) и (21), получаем третье допол
нительное граничное условие 

д v} 

дх 
0. (22) 

По физическому смыслу данное граничное 
условие означает выполнение на границе гидро
динамического пограничного слоя соотношения, 
полученного после определения первой произ
водной от уравнения (1). 

Для определения четвертого дополнительного 
граничного условия продифференцируем уравне
ние (1) по переменной у и запишем полученное 
соотношение для точки у = 0 

dv,dvx , 
— — + v x 
ду дх дудх 

дгух , dvydvx , 
£ -| L х + v 

ду ду 

д\^ 

ду у = 0 

= V 
8 v x 

3 

(23) 

ду у = 0 

С учетом уравнения неразрывности (2) и гра
ничного условия (3) соотношение (23) приводит
ся к виду 

О V , = 0. (24) 
.ду уу=о 

Соотношение (24) представляет четвертое до
полнительное граничное условие. 

Для получения следующих двух дополнитель
ных граничных условий необходимо продиффе
ренцировать уравнение (1) дважды по перемен
ной у и записать полученные соотношения для 
точек у = 0 и у = 5(х). Сравнивая полученные со
отношения с соотношениями, найденными по
средством дифференцирования граничных усло
вий (6) и (18) по переменной х , находим следую
щие два дополнительных граничных условия: 

д v r 

ду4 Jv= 

0, 
у = 0 

'я* 
д_ХА = 0. (25) 

Уу = Ь 

Аналогично можно получить какое угодно ко
личество дополнительных граничных условий. 

Физический смысл дополнительных гранич
ных условий заключается в выполнении исходно
го дифференциального уравнения (1) и выраже
ний, полученных после определения производ
ных различной степени от него, в точках у = 0 и 
у = 8(х) (на линии гидродинамического погра
ничного слоя — фронте гидравлического возму
щения). Ввиду того что перемещение фронта гид
равлического возмущения охватывает весь диапа
зон изменения переменной у , для всех значений 
переменной х , которым соответствуют значения 
у , обозначающие линию гидродинамического 

пограничного слоя, уравнение (1) выполняется 
точно. Таким образом, благодаря использованию 
дополнительных граничных условий можно суще
ственно повысить точность выполнения исходно
го дифференциального уравнения, несмотря на то 
что функция 5(х) определяется из интегрального 
уравнения (9), которое в любом приближении вы
полняется точно. При этом точность выполнения 
уравнения (1) будет зависеть от числа дополни
тельных граничных условий — числа приближе
ний (числа членов ряда (10)). 

Для получения решения задачи (1)—(6) во вто
ром приближении подставим соотношение (10), 
ограничиваясь шестью членами ряда, в основные 
(3)—(5) и дополнительные (6), (18), (22) граничные 
условия. Относительно неизвестных коэффициен
тов ак(8) (к = 0 - 5) будем иметь систему шести ал
гебраических линейных уравнений. Подставляя 
найденные из решения этой системы коэффици
енты ак(8) в соотношение (10), находим 

* ( I H I ) 4 ( I ) 5 - « v 25 
Подставляя (26) в интегральное уравнение (9), 

относительно неизвестной функции 5(х) будем 
иметь следующее обыкновенное дифференци
альное уравнение: 

g d 5 = 99v (27) 
dx 2 v 

Интегрируя уравнение (27), при начальном 
условии 5(0) = 0 находим 

5(х) = 7.0356v/vx/v = 7 - ° , 3 5 6 * . (28) 
VRex 

Соотношения (26), (28) представляют решение 
задачи (1)—(6) во втором приближении. Результа
ты расчетов по формуле (26) в сравнении с пер
вым приближением и точным решением [2] даны 
на рис. 3. Их анализ позволяет заключить, что 
максимальное расхождение полученного реше
ния с точным составляет около 2%. Важным явля
ется тот факт, что произошло значительное повы
шение точности на участках координаты у , рас
положенных вблизи границы пограничного слоя. 
Для получения решения в третьем приближении 
были использованы следующие дополнительные 
граничные условия: 

д v. Г д \ 

дуг 

- 0 , 
Л = о 

= 0, 
Г д \ 

д/ 
= 0. (29) 

у = Ь ду ; у = ъ 

Граничные условия (3)—(6), (18), (22), (29) поз
воляют определить уже девять неизвестных коэф
фициентов ак(8) (к - 0 - 8 ) ряда (10). Подставляя 
(10) в перечисленные граничные условия, отно
сительно ак($) получим систему девяти алгебраи
ческих линейных уравнений. С учетом найден-
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ных из решения этой системы значений коэффи
циентов ак($) соотношение (10) принимает вид 

v 4 / \ 5 

ЛЬ 89148v 

^ = *У-Ш\56(УУ 
v 35 3 \5 / \5 / (30) 
- 5 б М 

\ 5 / 3 
Подставляя (30) в интегральное уравнение (9), 

относительно неизвестной функции 5(х) получа
ем обыкновенное дифференциальное уравнение 
вида 

gu(5 = 3978v (31) 
dx 131 v 

Разделяя переменные в уравнении (31) и инте
грируя, при начальном условии 5(0) = 0 получаем 

8(х) = 7.793 \4чф? = 7 - 7 9 П х . 
V R e * 

(32) 

Соотношения (30), (32) представляют решение 
задачи (1)—(6) в третьем приближении. Результаты 
расчетов по формуле (30) в сравнении с точным ре
шением [2] даны на рис. 3. Их анализ позволяет за
ключить, что безразмерные скорости, полученные 
по формуле (30), на большей части изменения без
размерной координаты т) = y<Jv/(vx) (0 < t| < 7.0) 
практически совпадают с точными значениями и 
лишь на участке 4.0 < п, < 5.0 максимальное рас
хождение составляет около 1%. 

Найдем решение задачи (1)—(6) в четвертом 
приближении. Дополнительные граничные усло
вия в данном случае имеют вид 

(я* Л д v 0, О V. 

'у=0 дуь 
= 0, 

ду7 
= 0. (33) 

Отметим, что в каждом приближении исполь
зуются три дополнительных граничных условия: 
одно условие задается при у = 0, а два других — 
при у = 5(х). Использование меньшего количе
ства дополнительных граничных условий не при
водит к заметному повышению точности реше
ния. 

Подставляя (10) во все основные и дополни
тельные граничные условия, относительно неиз
вестных коэффициентов ак($) (А: = 0—11) будем 
иметь систему двенадцати алгебраических линей
ных уравнений. После определения ак соотноше
ние (10) принимает вид 

v 4 5 2 W \5 / W 
+ 825 

(34) 

Подставляя (34) в (9), относительно 5(х) полу
чаем следующее обыкновенное дифференциаль
ное уравнение: 

(35) 
dx 2615 v 

Обыкновенные дифференциальные уравне
ния относительно 8(х) в любом приближении от
личаются друг от друга лишь числовым коэффи
циентом (см. уравнения (13), (27), (31), (35)), что 
значительно упрощает процесс получения их ре
шений. 

Интегрируя уравнение (35), при начальном 
условии 5(0) = 0 находим 

8.25724* 5(х) = 8.25724^400/ (36) 

Соотношения (34), (36) представляют решение 
задачи (1)—(6) в четвертом приближении. Резуль
таты расчетов безразмерных скоростей по форму
ле (34) показывают, что расхождение с точным ре
шением [2] не превышает 0.1%. Следовательно, с 
увеличением числа приближений решение вся
кий раз уточняется. Сравнение результатов рас
четов безразмерных скоростей в первом и четвер
том приближениях дано на рис. 4. 

Отметим, что точное значение коэффициента 
в формуле (36) составляет величину 7.8 [2]. 

По известной толщине пограничного слоя 
можно найти формулу для касательного напряже
ния трения на поверхности пластины и, таким об
разом, оценить сопротивление, оказываемое твер
дой поверхностью движущейся жидкости при ла
минарном режиме. Подставляя (34) в формулу 
закона Ньютона для касательного напряжения, 
находим 

ду , = 0 5 W 

После подстановки в последнее соотношение 
формулы для толщины гидродинамического по
граничного слоя (36) получаем 

= 0 . 3 3 1 - 2 v 
VRe7 

Отличие коэффициента 0.331 от точного его 
значения 0.332 [2] составляет 0.1%. Отметим, что 
в первом приближении этот коэффициент равен 
0.323 (отличие от точного около 3%). 

ПОЛУЧЕНИЕ УТОЧНЕННОГО 
АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОВОГО ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ 

Теплообмен в тепловом пограничном слое 
(рис. 2) описывается уравнением энергии, извест
ным под названием уравнения Польгаузена [1,2]: 

ад = ^ ) ( 3 ? ) 

дх ду ду 
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где а — коэффициент температуропроводности 
жидкости. 

Граничные условия для уравнения (37) опреде
ляются соотношениями 

t(x,0) = t„, 

t(x,A) = t, ср' 

(38) 

(39) 

dt(x,A)/dy = О, (40) 
где (39), (40) представляют условия сопряжения 
прогретой и непрогретой зон. Условие (39) означа
ет, что температура на границе теплового погра
ничного слоя (на границе фронта температурного 
возмущения) равна температуре невозмущенного 
потока г с р . Согласно условию (40) тепловой поток 
не распространяется за пределы пограничного слоя. 
Математическое доказательство условий (39), (40) 
дано в [11]. 

Для получения еще одного граничного усло
вия запишем уравнение (37) применительно к 
точке у = 0. Так как в этом случае vx(Q) = vy(0) = 0, 
получим дополнительное граничное условие вида 
(по сути это есть первое дополнительное гранич
ное условие) 

ду 
(41) 

Потребуем, чтобы искомое решение удовле 
творяло не уравнению (37), а некоторому осред 
ненному, т.е. уравнению (37), проинтегрирован 
ному по переменной у в пределах толщины теп 
лового пограничного слоя А(х): 

d ^ l / v A dt^y)dy = af Щ^у. (42) 
дх J ду J ду 

о 0 0 ' 
Определяя интегралы в (42), получаем следую 

щее интегральное уравнение [5]: 

d_ 
dx 

д 

\Vx[t^-t{x,y)Yy = ad~^. (43) 
о 

Уравнение (43) можно также получить из рас
смотрения балансовых соотношений по тепло
вым потокам в пределах теплового пограничного 
слоя. Данное уравнение таким путем впервые по
лучено Г.Н. Кружилиным в 1936 г. [6]. 

Введем избыточную температуру по соотно
шению Т -t -tCT. Тогда Тср - tcp - tCT. Интеграль
ное уравнение (43) и граничные условия (38)—(40) 
для избыточной температуры примут вид 

(44) 

Т(х,0) = 0, 

Т(х,А) = Тср, 

(45) 

(46) 

дТ{х,А)/ду = 0, (47) 

д2Т(х,0)/ду2 = 0. (48) 
Сопоставляя уравнения (1) и (37), можно убе

диться, что при v = а (Pr = \/а - 1) по форме запи
си эти уравнения полностью совпадают. Если 
привести математические постановки задач к без
размерному виду, то полностью идентичными 
оказываются и граничные условия. Это означает, 
что безразмерные решения этих двух задач будут 
одинаковыми, а размерные распределения скоро
стей и температур вдоль оси у взаимно подобны. 
Следовательно, отношение теплового и гидроди
намического слоев не зависит от координаты х. 

Возникновение пограничных слоев (гидроди
намического и теплового) обусловлено перено
сом импульса и теплоты по направлению попе
речной координаты у. Следовательно, толщина 
каждого из пограничных слоев определяется ин
тенсивностью соответствующего процесса пере
носа. Так как характеристикой интенсивности 
переноса импульса является кинематический ко
эффициент вязкости, а теплоты — коэффициент 
температуропроводности, соотношение толщин 
этих двух пограничных слоев должно зависеть от 
соотношения коэффициентов переноса, т.е. от 
величины числа Рг = v/a. Чем больше величина 
критерия Прандтля, тем более интенсивным яв
ляется поперечный перенос импульса по сравне
нию с переносом теплоты и, следовательно, тем 
больше в этом случае будет толщина гидродина
мического слоя по сравнению с тепловым. 

Ввиду того что толщины гидродинамического 
и теплового пограничных слоев должны подчи
няться условию Д(х) < 8(х) [1—6], величина кри
терия Прандтля должна быть Pr > 1. Последнее 
условие приближенно выполняется для газов 
(Рг « 0.75) и для неэлектропроводных жидкостей 
(Pr > 1) и не выполняется для жидких металлов 
ввиду высокого значения коэффициента темпе
ратуропроводности ( ю ~ 3 < Рг < 10~2). 

Решение задачи (44)—(48) ищется в виде 

т(х,у) = ^ак(А)ук (49) 

где ак(А) — неизвестные коэффициенты, опреде
ляемые из граничных условий (45)—(48). 

Ввиду подобия гидравлической и тепловой за
дач по аналогии с (12) для функции Т(х,у) можно 
записать формулу 

JL-lZ.. 

•ср 2Д 0 (50) 

Подставляя (50) и (12) в интегральное уравне
ние (44), находим 
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Ч 

Рис. 7 . Распределение безразмерных температур 0 = Т/Тср в зависимости от безразмерной координаты ц = y-Jv/vx: 
1—3 — соответственно первое, второе и третье приближения; 4 — точное решение [2]. 

-{-)' --{-)' 
20\5/ 280\5/ 

= а 
dT(x,0) 

dy 
(51) 

(52) 

Дифференцируя (50) по переменной у, приме
нительно к точке у - 0 будем иметь 

дТ(х,Ъ) = ъТср 

ду 2 Д ' 
Если принять Д < 8, то вторым членом в левой 

части уравнения (51) можно пренебречь. Тогда 
соотношение (51) с учетом (52) примет вид 

К (53) 
208 

где Р = Д/8. 
Ввиду отмеченной выше независимости вели

чины р от координаты х d$/dx - 0. Отсюда полу
чаем 

1 

3 d 
—v— 
20 dx 

- V P 3 8 ^ : 
10 dx 

а. 

Подставляя (14) в (54), находим 
4.64х А(х) = Ж 

(54) 

(55) 

Соотношения (50), (55) определяют решение 
задачи (44)—(48) в первом приближении. Резуль
таты расчетов относительных избыточных темпе
ратур & = Т/Тср = ( г - г с т ) / ( ' с Р - ' с т ) по формуле 

(50) в сравнении с точным решением [2] пред
ставлены на рис. 7. Их анализ приводит к заклю
чению о том, что расхождение полученных по 
формуле (50) значений температур от точных их 
значений находится в пределах 5—11%. Причем 
максимальное расхождение наблюдается вблизи 
верхней границы теплового пограничного слоя. 

Для повышения точности решения введем до
полнительные граничные условия. Метод их по
лучения аналогичен рассмотренному выше [7—9]. 
В частности, применяя уравнение (37) к точке 
у = А(х), с учетом (40) находим 

д/(х,А) _ а d2t(x,A) 
дх 

(56) 

Дифференцируя (39) по переменной х и срав
нивая полученное соотношение с (56), находим 
второе дополнительное граничное условие (пер
вым из них является соотношение (41)) вида 

d2t(x,A) 
ду2 

0. (57) 

Для получения третьего дополнительного гра
ничного условия продифференцируем уравнение 
(37) по переменной у и применим полученное со
отношение для точки у = А(х) 
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dvxdt(x,A) | ^ dt(x,A) | dvydt(x,A) | 

ду дх дхду ду ду 
(58) 

dzt(x,A) = 97 (х, А) 
<Эу2 ду 3 

Соотношение (58) с учетом (5), (40), (41) при
нимает вид 

d2f(x,A) = g д3/(х,А) 
дхЭу v x <3у3 

Дифференцируя (40) по переменной х и срав
нивая полученное соотношение с (59), находим 
третье дополнительное граничное условие 

(59) 

d 3/(x,A) Q 

5y J 
(60) 

Подставим (49) в граничные условия (45)— 
(48), (57), (60), ограничиваясь шестью членами 
ряда. Относительно неизвестных коэффициентов 
ак (к = 0 - 5) будем иметь систему шести алгебраи
ческих линейных уравнений. Отметим, что все 
дополнительные граничные условия для функ
ций Т и t идентичны. Подставляя найденные из 
решения этой системы значения коэффициентов 
ак в (49), находим 

•ср 2А 
Подставляя (61) и (26) в интегральное уравне

ние (44), после определения интегралов относи
тельно неизвестной функции Д(х) получаем сле
дующее обыкновенное дифференциальное урав
нение: 

-JSL_i.(660^ + 7 7 ^ - 1 6 5 ^ - 1 2 4 1 = ~ . (62) 
55Шх\ 8 8 4 8 3 85J 2А 

Ввиду того, что А < 8, вторым, третьим и чет
вертым членами в левой части соотношения (62) 
можно пренебречь. Тогда (62) сводится к 

165 d 
- V -

1388 dx И -
5_а_ 
2р8 ' 

(63) 

Так как величина р = Д/8 не зависит от х, урав
нение (63) приводится к виду 

1 r,3s</8 — vp 5— = а. 
21 dx 

Подставляя (28) в (64), находим 

А(х) 

(64) 

(65) 

Соотношения (62), (65) представляют решение 
задачи (37)—(41) во втором приближении. Резуль
таты расчетов безразмерных температур 0 = 7 / Тср 

по формуле (62) даны на рис. 7. Их анализ позволя
ет заключить, что уточнение решения во втором 

приближении по сравнению с первым составляет 
около 3% для 0.5 < л < 3.0, а вблизи границы теп
лового пограничного слоя л > 5.0 полученное во 
втором приближении решение практически сов
падает с точным. 

Соотношение (62) точно удовлетворяет всем 
основным (38)—(40) и дополнительным (48), (57), 
(60) граничным условиям, а также интегральному 
уравнению (44). По сравнению с первым прибли
жением в данном случае наблюдается более точ
ное выполнение уравнения (37) ввиду выполне
ния дополнительных граничных условий, соглас
но которым уравнение (37) точно выполняется в 
точках у = 0 и у = А(х), т.е. на границе фронта 
температурного возмущения. Так как фронт тем
пературного возмущения изменяется в диапазоне 
всего рассматриваемого участка координаты у, 
уточнение выполнения уравнения (37) происхо
дит внутри всей области изменения искомой 
функции. 

Найдем дополнительные граничные условия, 
необходимые для получения решения задачи в 
третьем приближении. Для этого продифферен
цируем уравнение (37) по переменной у и запи
шем полученное соотношение для точки у = 0 

dvxdt(x,0) | 5 2/(х,0) | dvydt(x,0) | 

ду дх х дхду ду ду 
(66) 

, у я 2 

ду ду' 
Продифференцируем граничное условие (38) 

по переменным х и у 

dt(x,0) = Q dt(x,0) = Q 

дх ду 
(67) 

Соотношение (66) с учетом (3) и (67) приво
дится к виду 

d3t(x,0) 
ду' 

0. (68) 

Соотношение (68) представляет первое допол
нительное граничное условие третьего приближе
ния. 

Аналогично, путем двух- и трехкратного диф
ференцирования уравнения (37) по переменной у 
и сравнения полученных соотношений с основ
ными и дополнительными граничными условия
ми и производными от них по переменной х, 
применительно к точке у = А (х) получим второе и 
третье дополнительные граничные условия 

d4t(x,A) _ d5t(x,A) 
ду4 ' ду5 

0. (69) 

Граничные условия (45)-(48), (57), (60), (68), 
(69) позволяют найти уже девять неизвестных ко
эффициентов ак(А) (к = 0 - 8 ) ряда (49). Под-
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ставляя (49) в перечисленные граничные условия, 
относительно неизвестных коэффициентов ак (А) 
получим систему девяти алгебраических линей
ных уравнений. Подставляя найденные из реше
ния этой системы значения коэффициентов ак(А) 
в (49), находим 

-4i)4t)'-# 
(70) 

Отметим, что в третьем приближении, как и во 
всех предыдущих, формулы для безразмерных 
температур и скоростей полностью совпадают, 
что можно объяснить полной аналогией инте
гральных уравнений (9), (44), а также всех основ
ных и дополнительных граничных условий. 

Подставляя (70) в интегральное уравнение 
(44), относительно неизвестной функции Д(х) 
приходим к следующему обыкновенному диффе
ренциальному уравнению: 

dx\ 196911 

. 2 . 7 . 9 

-19448— + 3672^- + 9 9 ^ + 6644 

д б д » 
- 7 3 4 4 ^ - 9 3 5 ^ 

б 5 8 7 

8а 
ЗА' 

S 4 

(71) 

Так как А < 5, всеми членами, кроме первого, в 
левой части уравнения (71) можно пренебречь. 
Тогда это уравнение принимает вид 

19448 1 

196911 
8_о_ 
305 ' 

(72) 

Учитывая, что р = А/8 не зависит от х, находим 

(73) 

Подставляя в (73) соотношение (32), получаем 
27 dx 

А(х) (74) 7.49 \х 
\УХЪ у 

V v \а 
Соотношения (70), (74) представляют решение 

задачи (37)—(41) в третьем приближении. Резуль
таты расчетов по формуле (70) в сравнении с точ
ным решением [2] даны на рис. 7. Их анализ поз
воляет заключить, что отклонение полученных по 
формуле (70) безразмерных температур от их точ
ных значений не превышает 2%. 

Дополнительные граничные условия, необхо
димые для получения решения задачи (37)—(41) в 
четвертом приближении, по форме аналогичны 
условиям (33). После определения неизвестных 
коэффициентов ак (А) (А; = 0—11) соотношение 
(49) по аналогии с (34) примет вид 

x = n y _ 2 i i ^ + 4 6 2 y ; _ 8 2 5 2 L + 8 2 5 4 _ 
Тср 4 А 2 А А А А 

т л е 9 1 0 1 1 

_ i925 iL + 1 5 4 ^ - 2 1 ^ T T . 
4 А 9 А А 

Обыкновенное дифференциальное уравнение 
относительно А(х) в данном случае будет выгля
деть как 

^ - v p 3 8 ^ = a. 
156 dx 

Подставляя (36) в (76), находим 
д ( , ) = 8 .017, 

(76) 

(77) 

Соотношения (75), (77) представляют решение 
задачи (37)—(41) в четвертом приближении. Ре
зультаты расчетов по формуле (75) показывают, 
что расхождение с точным решением не превы
шает 0.5%. Сравнение результатов расчетов без
размерных температур в первом и четвертом при
ближениях дано на рис. 8. 

На рис. 9 даны результаты расчетов по формуле 
(75) для различных значений критерия Прандтля 
(Рг = v /я = 0.6,1.0,3.0,15.0) в сравнении с точ
ным решением [2, 4]. Как видно из рисунка, для 
Рг = 1.0, 3.0, 15.0 полученные по формуле (75) 
значения безразмерных температур © = Т/Тср = 
= (t- tCT)/(tcp - / с т ) практически совпадают с их точ
ными значениями. Расхождение результатов, со
ставляющее около 3%, наблюдается для Рг = 0.6, 
т.е. для газов. 

На основе полученных выше зависимостей для 
скорости и температуры в пределах соответствую
щих пограничных слоев, используя дифференци
альное уравнение конвективной теплоотдачи 

- А , ( ^ ) = а ( Г с р - 7 ; т ) , (78) 
\ О Я / у = 0 

можно определить коэффициент теплоотдачи 

а = * 5 Т ^ ° \ (79) 
(Тср - Тст) ду 

Если использовать решение в первом прибли
жении (соотношение (50)), то для коэффициента 
теплоотдачи получим формулу 

3 X , с А. 
а = 1.5- (80) 

2А(х) ~Д(х) 
Для решения (75) в четвертом приближении 

будем иметь 
11 к , , г ^ 

а = = 2.75-
4 А(х) Д(х) 

Подставляя (55) в (80), находим 

N u x = 0 .3233Дё^ /Рг , 

(81) 
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0 0.45 0.90 1.35 1.80 2.25 2.70 3.15 3.60 4.05 4.50 
у х Ю 4 , м 

Рис. 8 . Изменение безразмерных температур © = Т/Тср в пределах теплового пограничного слоя: 1 — по формуле (50) 
(первое приближение); 2 — по формуле (75) (четвертое приближение). 

: I I I I I I I 

0 1 2 3 4 5 6 7 
Л 

Рис. 9 . Распределение безразмерных температур © = Т/Тср в зависимости от безразмерной координаты т\ = y-Jv/vx для 
различных значений критерия Прандтля (Рг = v/e) . 1 — по формуле (75); 2 — точное решение [2, 4]. 
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где Nu_ = критерий Нуссельта; X — коэффи-
X 

циент теплопроводности жидкости. 
Подставляя (77) в (81), будем иметь 

N u x = 0 . 3 4 3 2 Д ё ^ Р г . 
Отсюда следует, что расхождение коэффициен

тов в критериальных уравнениях теплоотдачи в 
первом и четвертом приближениях составляет 2%. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
По результатам проведенных исследований 

можно сделать следующие выводы. 
1. На основе математических моделей гидро

динамического и теплового пограничных слоев, 
включающих интегральные уравнения Т. Карма
на и Г.Н. Кружилина, путем использования до
полнительных граничных условий разработана 
методика получения уточненных аналитических 
решений исходных дифференциальных уравне
ний пограничных слоев, предложенных Прандт-
лем и Польгаузеном. Дополнительные граничные 
условия позволяют применять аппроксимацион-
ное представление решения с возможностью опре
деления любого числа его слагаемых и в итоге по
лучать аналитические решения практически с за
данной степенью точности. 

2. Дополнительные граничные условия нахо
дятся из дифференциальных уравнений Прандт
ля и Польгаузена путем выполнения этих уравне
ний и производных от них в граничной точке 
(у = 0) и на фронте гидравлического (температур
ного) возмущения (на границах пограничных сло
ев). Так как диапазон изменения фронтов возмуще
ния охватывает весь диапазон изменения попереч
ной координаты (0 < у < 8(х); 0 < у < А(х)), для 
всех значений переменной х, которым соответ
ствуют значения переменной у, обозначающие 
линию пограничного слоя, уравнения Прандтля и 
Польгаузена выполняются точно. Расчеты пока
зывают, что с увеличением числа приближений 
(степени аппроксимирующего полинома) реше
ние всякий раз уточняется. 

3. Выполнен анализ распределения изотах и 
изотерм в пределах пограничных слоев. В частно
сти, показано их сгущение вблизи поверхности 
стенки на весьма малом расстоянии по координа
те у. Проведен также анализ изменения скоро
стей движения изотах и изотерм по поперечной 
координате у в зависимости от величины про

дольной координаты х. Показано, что наибольшее 
изменение скоростей их движения наблюдается в 
узком пристеночном слое и на незначительном от
резке вдоль координаты х. Следовательно, имен
но на этих участках пограничных слоев имеют ме
сто максимальные напряжения трения и соответ
ствующий этому диссипативный нагрев среды, 
омывающей пластину. 

4. На основе полученных уточненных анали
тических решений уравнений Прандтля и Поль
гаузена уточнены формулы для определения ка
сательных напряжений на стенке (до 0.1 % от точ
ных их значений) и коэффициентов теплоотдачи 
на границе жидкость—стенка. Уточнены также 
формулы для определения толщин гидродинами
ческого и теплового пограничных слоев. 
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