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ДВУХУРОВНЕВЫЕ ЗАДАЧИ СТОХАСТИЧЕСКОГО ЛИНЕЙНОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ С КВАНТИЛЬНЫМ КРИТЕРИЕМ1

Предлагается постановка двухуровневой задачи стохастического ли-
нейного программирования с квантильным критерием. Исследуeтся свой-
ствo непрерывности критериальной функции. Доказывается теорема су-
ществования решения. Предлагается детерминированный эквивалент за-
дачи для случая скалярного случайного параметра. Приводится эквива-
лентная задача в виде двухэтапной задачи стохастического программи-
рования с равновесными ограничениями и квантильным критерием. Для
случая дискретного распределения случайных параметров задача сводит-
ся к смешанной задаче линейного программирования. Приводятся резуль-
таты численных экспериментов.

1. Введение

Задачи двухуровневой оптимизации возникают при моделировании си-
стем, процесс принятия решения в которых имеет многоуровневую струк-
туру. Предполагается участие двух игроков: лидера и последователя. После-
дователь принимает решение, зная стратегию лидера. Лидер учитывает оп-
тимальную стратегию последователя при выборе своей стратегии. Впервые
данная задача была рассмотрена Штакельбергом при изучении моделей рын-
ка [1], однако интенсивное изучение данных задач приходится на последние
три десятилетия. Основные результаты теории двухуровневых задач содер-
жатся в [2–6].

Среди приложений задач двухуровневого программирования можно выде-
лить иерархические модели экономики [7], транспортную задачу [8], задачу
размещения предприятий [9] и модели алюминиевой промышленности [10].

Линейная задача двухуровневого программирования в оптимистической
постановке имеет вид

cT1 u+ fTy∗ → min
u∈U, y∗∈Y ∗(u)

,(1)

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проекты №№ 11-07-00315а, 12-07-13108-офи-м-РЖД) и государственного финансирования
целевых программ «Научные и научно-педагогические кадры инновационной Росcии» (Ме-
роприятие 1.2.2, Госконтракт № 14.740.11.1128).
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где

Y ∗(u) , Arg min
y

{

cT2 y | A2u+B2y > g, y > 0
}

,

u ∈ R
n — стратегия лидера, y∗ ∈ R

k — оптимальная стратегия последователя,
A2 ∈ R

m×n, B2 ∈ R
m×k, c1 ∈ R

n, c2 ∈ R
k, f ∈ R

k, g ∈ R
m, U , {u ∈ R

n | A1u 6
6 b1} — множество допустимых стратегий лидера, A1 ∈ R

l×n, b1 ∈ R
l. Оп-

тимистичность постановки (1) заключается в том, что лидер ориентируется
на наилучшую для себя оптимальную стратегию последователя. Также воз-
можна пессимистическая постановка задачи, в которой лидер принимает во
внимание наихудшую для себя оптимальную стратегию последователя.

С помощью условий дополняющей нежесткости задача (1) может быть
сведена к задаче математического программирования с равновесными огра-
ничениями:

cT1 u+ fTy → min
u∈U, y∈Rk, λ∈Rm

при ограничениях

A2u+B2y > g, BT
2 λ 6 c2,

λT(A2u+B2y − g) = 0, yT(BT
2 λ− c2) = 0,

y > 0, λ > 0.

Решение данной задачи требует привлечения методов невыпуклой оптимиза-
ции. Однако при некоторых предположениях полученная задача может быть
сведена к смешанной задаче линейного программирования [11].

В [12] предлагался метод сведения задачи (1) к параметрической зада-
че линейного программирования с дальнейшей оптимизацией по скалярному
параметру.

Разработке численных методов решения задачи (1), основанных на мето-
дах невыпуклой оптимизации, посвящены работы [13–15].

Стохастическая постановка задачи двухуровневого программирования бы-
ла предложена в [16]. Там же предложен алгоритм поиска локального оп-
тимума. В [17] изучены свойства данной задачи. Изучению стохастической
двухуровневой задачи, в которой стратегия последователя выбирается, исхо-
дя из условия минимума критериальной функции в форме математического
ожидания, посвящена и работа [18]. В [18] приведены достаточные условия
существования решения поставленной задачи, разработан алгоритм поиска
локального оптимума и даны приложения стохастической постановки задачи
двухуровневого программирования к задачам телекоммуникации.

Для поиска стратегии, обеспечивающей гарантированный по вероятности
результат, в стохастическом программировании используется квантильный
критерий [19], являющийся уровнем целевой функции, непревышение кото-
рого гарантируется с заданной вероятностью. Частный случай двухуровневой
задачи с квантильным критерием рассматривался в [20] в контексте задачи
проектирования сетей с заданным уровнем надежности. Для решения задачи
был предложен генетический алгоритм. В [21] изучена двухуровневая зада-
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ча в стохастической постановке с квантильным критерием для гауссовского
распределения с неопределенным математическим ожиданием.

Комбинированная двухэтапная двухуровневая постановка задачи стоха-
стического программирования с квантильным критерием использовалась для
моделирования сложных экономических систем. На основе такой постанов-
ки разработаны модель для оптимизации железнодорожных перевозок [22] и
модель для планирования инвестиций в развитие отраслей производства [23].

В данной работе изучается двухуровневая задача стохастического линей-
ного программирования с квантильным критерием для произвольного рас-
пределения случайных параметров. В случае дискретного распределения слу-
чайных параметров предлагается метод сведе́ния данной задачи к смешан-
ной задаче линейного программирования. Методы сведе́ния одноэтапных и
двухэтапных задач стохастического программирования с квантильным кри-
терием к задачам смешанного линейного программирования рассматрива-
лись в [24–27].

Оказывается, что класс двухуровневых задач стохастического программи-
рования с критерием в форме математического ожидания может рассматри-
ваться как расширение класса двухэтапных задач стохастического програм-
мирования [28, 29]. Аналогично класс двухуровневых задач стохастического
программирования с квантильным критерием может рассматриваться как
расширение класса двухэтапных задач стохастического программирования с
квантильным критерием [30].

2. Постановка задачи

Пусть X — случайный вектор с реализациями x ∈ R
m, u — стратегия

лидера. Задача последователя формулируется в виде

cT2 y → min
y∈Y (u,x)

,(2)

где Y (u, x) , {y ∈ R
k | A2u + B2y > x, y > 0} — множество допустимых

стратегий задачи последователя, A2 ∈ R
m×n — технологическая матрица,

B2 ∈ R
m×k — матрица рекурсии, c2 ∈ R

k — вектор коэффициентов линейной
функции потерь последователя. Обозначим через Y ∗(u, x) , Arg min

y∈Y (u,x)
cT2 y

множество оптимальных решений задачи (2). Если для пары (u, x) не суще-
ствует решения задачи (2), т.е. Y (u, x) = ∅ либо оптимальное значение целе-
вой функции в (2) не ограничено снизу, то будем предполагать, что Y ∗(u, x) =
= ∅.

Определим функцию потерь лидера при реализации стратегии последова-
теля:

Φ(u, x) ,

{

min
y∗∈Y ∗(u,x)

fTy∗, если Y ∗(u, x) 6= ∅,

+∞, если Y ∗(u, x) = ∅,
(3)

где f ∈ R
k — вектор коэффициентов линейной функции потерь лидера, свя-

занных со стратегией последователя.
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Рассмотрим функцию квантили

Φα(u) , min{ϕ | P{Φ(u,X) 6 ϕ} > α},(4)

где α — фиксированный уровень надежности, P{·} — вероятностная мера,
порожденная распределением случайного вектора X.

Двухуровневая задача стохастического линейного программирования с
квантильным критерием в оптимистической постановке формулируется в ви-
де

cT1 u+Φα(u) → min
u∈U

,(5)

где c1 ∈ R
n — вектор коэффициентов линейной функции потерь лидера, U ,

, {u ∈ R
n | A1u 6 b1} — множество допустимых стратегий лидера, A1 ∈ R

l×n,
b1 ∈ R

l.

Заметим, что если целевые функции лидера и последователя совпадают
(т.е. c2 = f), то задача (5) является двухэтапной задачей стохастического
программирования с квантильным критерием [30, 31].

Класс прикладных задач, описываемых данной моделью, достаточно ши-
рок. Приведем одну из возможных экономических интерпретаций.

Рассмотрим задачу планирования производства. Лидером является компа-
ния, которая производит n различных типов продукции. Лидер определяет
объем производства каждого типа продукции. Для производства продукции
требуется m видов ресурсов. Объемы ресурсов Xi, i = 1,m, доступных ли-
деру, предполагаются случайными и неизвестными лидеру во время выбора
стратегии. В случае нехватки имеющихся ресурсов лидер обращается к по-
следователю, который может произвести дополнительные ресурсы по более
высокой цене. Пусть uj — объем производства j-го типа продукции; yi — объ-
ем производства последователем i-го ресурса; A2(i, j) — объем i-го ресурса,
требуемый для производства единицы продукции j-го типа, i = 1,m, j = 1, n;
c1j — стоимость единицы продукции j-го типа; fi — стоимость дополнительно
произведенной последователем единицы i-го ресурса; c2i — издержки после-
дователя при производстве единицы i-го ресурса. Тогда задачу планирования
производства можно записать в виде

−cT1 u+Φα(u) → min
u∈U

,

где Φα(u) задается формулами (2)–(4), а Y (u, x) = {y ∈ R
k | A2u 6 x +

+ y, A3y 6 b3, y > 0}. Матрица A3 и вектор b3 задают возможные дополни-
тельные ограничения на стратегию последователя. Первое слагаемое в целе-
вой функции данной задачи представляет собой доход, взятый с обратным
знаком, а второе слагаемое — издержки, непревышение которых гарантиру-
ется с заданным уровнем вероятности α.
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3. Свойства задачи

Введем обозначение

W , {(u, x) | Y (u, x) 6= ∅}.

Так как множество W является проекцией выпуклого замкнутого полиэд-
рального множества {(u, x, y) | A2u + B2y > x, x > 0} на подпространство
переменных (u, x), то W — выпуклое замкнутое полиэдральное множество.

Справедлива следующая теорема.

Те ор ем а 1. Если существует пара (û, x̂) ∈ W такая, что |Φ(û, x̂)| <
< +∞ , то |Φ(u, x)| < +∞ для всех (u, x) ∈W и функция Φ(·) — липшицева

на множестве W ,

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.

В доказанной теореме 1 утверждается свойство Липшица для функции
на множестве W . Явный вид данного множества указать сложно. Поэтому
получим следствие из теоремы 1, обеспечивающее свойство Липшица для
функции Φ(·) на всем пространстве R

n × R
m.

Сл ед с т в и е 1. Пусть Ṽ , {λ̃ ∈ R
m+1 | (−c2 | B2)

T λ̃ 6 f, λ̃ > 0} 6= ∅,

0+Ṽ , {λ̃ ∈ R
m+1 | (−c2 | B2)

T λ̃ 6 0, λ̃ > 0} = {0̄}, V1 , {λ ∈ R
m | BT

2 λ 6
6 c2, λ > 0} 6= ∅, где 0̄ — нулевой вектор соответствующей размерности.

Тогда Φ(·) — липшицева на R
n ×R

m и |Φ(u, x)| < +∞ для всех (u, x).

Доказательства следствия 1 и всех последующих следствий вынесены в
Приложение.

Можно предложить и другое условие, обеспечивающее совпадение W с
R
n × R

m.

Сл ед с т в и е 2. Пусть V2 , {λ ∈ R
m | BT

2 λ 6 f, λ > 0} 6= ∅, 0+V , {λ ∈
∈ R

m | BT
2 λ 6 0, λ > 0} = {0̄}, V1 6= ∅. Тогда Φ(·) — липшицева на R

n × R
m

и |Φ(u, x)| < +∞ для всех (u, x).

В следующей теореме предложены условия непрерывности функции кван-
тили.

Те ор ем а 2. Пусть |Φ(u, x)| < +∞ для всех (u, x) ∈ W . Тогда функция
квантили Φα(·), определенная в (4), является непрерывной на множестве

K1 , {u ∈ R
n | ∀x ∈ X Y (u, x) 6= ∅}, где X — носитель вероятностной

меры P{·}.

Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении.

В теореме 2 предлагаются условия, обеспечивающие непрерывность функ-
ции квантили лишь на множестве K1. Используя следствия из теоремы 1,
предложим следствие из теоремы 2, которое гарантирует непрерывность
функции квантили на R

n × R
m, а значит, и существование решения зада-

чи (5).

Сл ед с т в и е 3. Пусть U 6= ∅, 0+U , {A1u 6 0} = {0̄}, где 0̄ — нулевой

вектор соответствующей размерности, и выполнены условия следствия 1

или следствия 2, тогда решение задачи (5) существует.
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4. Скалярный случай

Рассмотрим случай x ∈ R
1, A2 , aT2 ∈ R

1×n, B2 , bT2 ∈ R
1×k, b2j > 0,

c2j > 0, j = 1, k. Тогда задача последователя

cT2 y → min
y∈Y (u,x)

,(6)

где Y (u, x) , {y ∈ R
k | aT2 u + bT2 y > x, y > 0}, может быть решена аналити-

чески.

Каждому j∗ ∈ J , Arg min
j=1,k

{
c2j
b2j

} можно сопоставить оптимальное реше-

ние задачи (6) yµ, соответствующее вершине множества Y (u, x), µ = 1,M , где
M — количество элементов в множестве J . Данное оптимальное решение yµ

может быть записано в виде:

y
µ
j∗ = max

{

0,
x− aT2 u

b2j∗

}

,

y
µ
j = 0, j 6= j∗, µ = 1,M.

Таким образом, можно найти представление множества оптимальных ре-
шений задачи последователя в виде

Y ∗(u, x) = Conv
{

y1, . . . , yM
}

,

где Conv
{

y1, . . . , yM
}

— выпуклая оболочка векторов y1, . . . , yM .

Функция потерь лидера Φ(u, x) является оптимальным значением целевой
функции задачи линейного программирования, поэтому минимум в опреде-
лении Φ(u, x) достигается в одной из вершин множества Y ∗(u, x). Следова-
тельно,

Φ(u, x) = min
j∗∈J

{

fj∗ max

{

0,
x− aT2 u

b2j∗

}}

.(7)

Минимум в (7) достигается при j∗ = j′ ∈ Arg min
j∗∈J

{

fj∗

b2j∗

}

, т.е.

Φ(u, x) = fj′ max

{

0,
x− aT2 u

b2j′

}

,

где j′ ∈ Arg min
j∗∈J

{

fj∗

b2j∗

}

.

Если fj′ > 0, то функция потерь Φ(u, x) является монотонно не убывающей
по x, поэтому функция квантили имеет вид

Φα(u) = fj′ max

{

0,
xα − aT2 u

b2j′

}

,

где xα , min{x | P{X 6 x} > α} — квантиль уровня α распределения случай-
ной величины X. Таким образом, может быть построен детерминированный
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эквивалент задачи лидера в форме задачи линейного программирования

ϕ→ min
ϕ∈R,u∈U

при ограничениях

cT1 u 6 ϕ,

cT1 u+
fj′

b2j′
(xα − aT2 u) 6 ϕ.

Если fj′ < 0, то функция потерь Φ(u, x) является монотонно не возрас-
тающей по x. Согласно теореме, доказанной в [22], функция квантили в этом
случае имеет вид

Φα(u) = fj′ max

{

0,
x′α − aT2 u

b2j′

}

,

где x′α , −min{x | P{−X 6 x} > α} — квантиль уровня α распределения
случайной величины (−X), взятая с обратным знаком. Детерминированный
эквивалент задачи (5) имеет вид

cT1 u+ fj′ max

{

0,
x′α − aT2 u

b2j′

}

→ min
u∈U

.

5. Сведе́ние задачи к двухэтапной задаче стохастического
программирования с квантильным критерием

Справедлива следующая теорема.

Те ор ем а 3. Множество решений задачи (5) совпадает с множеством

решений задачи

cT1 u+Φα(u) → min
u∈U

,(8)

где

Φα(u) = min{ϕ | P{Φ(u,X) 6 ϕ} > α},

Φ(u, x) =

{

min
(y,λ)∈Λ(u,x)

fTy, если Λ(u, x) 6= ∅;

+∞, если Λ(u, x) = ∅,
(9)

Λ(u, x) = {(y, λ) | A2u+B2y > x, BT
2 λ 6 c2,

λT(A2u+B2y − x) = 0, yT(BT
2 λ− c2) = 0, y > 0, λ > 0}.
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Кроме того, критериальная функции задачи (5) не ограничена снизу тогда и

только тогда, когда не ограничена снизу критериальная функция задачи (8).

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию Φ(u, x), определенную в (3)
как оптимальное значение целевой функции задачи линейного программи-
рования. Ограничение данной задачи на оптимальность стратегии последо-
вателя y∗ ∈ Y ∗(u, x) может быть заменено на необходимые и достаточные
условия оптимальности решения задачи линейного программирования [32].
Вектор y∗ > 0 является оптимальным в задаче (2) тогда и только тогда,
когда существует вектор λ ∈ R

m такой, что

A2u+B2y
∗ > x, BT

2 λ 6 c2,(10)

λT(A2u+B2y
∗ − x) = 0, y∗T(BT

2 λ− c2) = 0, λ > 0.(11)

Заметим, что Y ∗(u, x) 6= ∅ тогда и только тогда, когда Λ(u, x) 6= ∅. По-
этому Φ(u, x) = min

(y,λ)∈Λ(u,x)
fTy, если Λ(u, x) 6= ∅. Если Y ∗(u, x) = ∅ (что

равносильно Λ(u, x) = ∅), то не существует вектора λ, удовлетворяющего
свойствам (10), (11), и Φ(u, x) = +∞. Таким образом, Φ(u, x) может быть
определено как оптимальное значение целевой функции задачи (9). Значит,
задачи (5) и (8) имеют одинаковые целевые функции и ограничения. Поэтому
утверждение теоремы 3 выполнено. �

Задача (8) является двухэтапной задачей стохастического программиро-
вания с равновесными ограничениями (11) и квантильным критерием. До-
казанная теорема показывает, что задачи класса двухуровневых задач сто-
хастического линейного программирования с квантильным критерием могут
быть сведены к задачам класса двухэтапных задач стохастического програм-
мирования с квантильным критерием.

6. Случай дискретного распределения случайного вектора

Пусть случайный вектор X имеет дискретное распределение с конечным
числом реализаций xν , ν = 1, N . Вероятности реализаций составляют

pν , P{X = xν}, pν > 0, ν = 1, N.

Будем считать, что выполнены условия существования решения задачи (5)
и существования решения задачи (2) для всех (u, x) ∈ U × X .

Обозначим оптимальное решение задачи (8) через u∗, оптимальное значе-
ние y в задаче (9) при фиксированных (u, x) обозначим y∗(u, x). Cоответст-
вующее значение вектора λ обозначим λ∗(u, x, y).

Задача (8) с помощью метода, предложенного в [27], может быть сведе-
на к смешанной задаче математического программирования. Пусть известна
оценка снизу γ оптимального значения критериальной функции задачи (8):

γ 6 cT1 u
∗ +Φα(u

∗).
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Предположим также, что известны оценки Γ (x) такие, что неравенство

Γ (x) > cT1 u
∗ + fTy∗(u∗, x)

выполнено для всех оптимальных u∗ и x ∈ X . Тогда задача (8) эквивалентна
задаче

cT1 u+ ϕ→ min
ϕ∈R, u∈U,y1,y2,...,yN∈Rk, λ1,λ2,...,λN∈Rm, δ∈{0,1}N

(12)

при ограничениях

fTyν − ϕ 6 (Γ (xν)− γ)(1− δν), ν = 1, N ;

A2u+B2y
ν > xν , ν = 1, N ;

BT
2 λ

ν 6 c2, ν = 1, N ;

λνT(A2u+B2y
ν − xν) = 0, ν = 1, N ;

yνT(BT
2 λ

ν − c2) = 0, ν = 1, N ;

yν > 0, λν > 0, ν = 1, N ;

N
∑

ν=1

δνpν > α.

Эквивалентность здесь понимается в том смысле, что оптимальное значе-
ние u в задаче (12) является оптимальным значением u в задаче (8) и любое
оптимальное значение u∗ переменной u задачи (8) является оптимальным зна-
чением u в задаче (12). Кроме того, оптимальные значения критериальных
функций в задачах (8) и (12) совпадают.

Задача (12) является задачей математического программирования с рав-
новесными ограничениями, которые с помощью метода, предложенного в [11],
могут быть заменены линейными ограничениями:

λν 6 L(em − ην), A2u+B2y
ν − xν 6 Lην ,

yν 6 L(ek − ζν), c2 −BT
2 λ

ν 6 Lζν ,

где L > 0 — достаточно большая константа, ην ∈ {0, 1}m, ζν ∈ {0, 1}k — векто-
ры бинарных дополнительных переменных, em, ek — векторы, составленные
из единиц, размерностей m и k соответственно.

Таким образом, задача (12) может быть переписана в виде

cT1 u+ ϕ→ min
ϕ∈R, u∈U,y1,...,yN∈Rk, λ1,...,λN∈Rm, δ∈{0,1}N , η1,...,ηN , ζ1,...,ζN

(13)
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при ограничениях

fTyν − ϕ 6 (Γ (xν)− γ)(1− δν), ν = 1, N ;

A2u+B2y
ν > xν , ν = 1, N ;

BT
2 λ

ν 6 c2, ν = 1, N ;

λν 6 L(em − ην), A2u+B2y
ν − xν 6 Lην , ν = 1, N ;

yν 6 L(ek − ζν), c2 −BT
2 λ

ν 6 Lζν , ν = 1, N ;

yν > 0, λν > 0, ν = 1, N ;

N
∑

ν=1

δνpν > α,

ην ∈ {0, 1}m, ζν ∈ {0, 1}k, ν = 1, N.

Для обеспечения эквивалентности задач (12) и (13) по переменным u, y1,
y2, . . . , yN необходимо потребовать, чтобы неравенство

(14) max
{

‖A2u
∗ +B2y

∗(u∗, xν)− xν‖∞, ‖λ
∗(u∗, xν , y∗(u∗, xν))‖∞,

‖BT
2 λ

∗(u∗, xν , y∗(u∗, xν))− c2‖∞, ‖y
∗(u∗, xν)‖∞

}

6 L

было выполнено для всех ν = 1, N и оптимальных решений u∗ и y∗(u∗, xν).
Если значение λ∗(u∗, xν , y∗(u∗, xν)) определено неоднозначно при фиксиро-
ванных u∗ и y∗(u∗, xν), то в неравенстве (14) можно взять любое его значение.
Здесь ‖ · ‖∞ — ∞-норма вектора.

7. Результаты численных экспериментов

Рассмотрим следующие исходные данные:

c1 =
(

0,3 0,2
)T
, f =

(

0,4 1,44 0,4
)T
, c2 =

(

0,36 0,4 0,5
)T
,

A1 =







1 1
−1 1
−1 0
0 −1






, b1 =







10
2
0
0






,

A2 =

(

1,1 1,5
3 2,5

)

, B2 =

(

0,875 1,6 1

1 1 1

)

.

Пусть случайный вектор X имеет 16 равновероятных реализаций, вычис-

ляемых по формуле xν =
(

25
([

ν−1
4

]

+ 1
)

, 25
(

ν − 4
[

ν−1
4

]))T
, ν = 1, 16, где

квадратные скобки используются для обозначения целой части числа.

Задача (13) была решена на компьютере AMD A6-3500 APU, 2,10 ГГц, 4
ГБ ОЗУ с помощью программы LPSolve. Результаты для различных уровней
α отображены в табл. 1.

Был проведен эксперимент по увеличению реализаций случайного вектора
с 16 до 25. Задача (13) была решена с теми же исходными данными, но другим
распределением случайного вектора.
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Таблица 1. Результаты решения задачи для 16 реализаций

α u∗ ϕ∗ cT
1
u∗ + ϕ∗ время счета, с

0,5 (2,8553; 4,8553)T 31,7184 33,5460 13,306

0,8 (2,0812; 4,0812)T 59,9301 61,3707 26,619

0,9 (4,0000; 6,0000)T 77,9400 80,3400 2,533

0,99 (4,0000; 6,0000)T 77,9400 80,3400 0,523

Таблица 2. Результаты решения задачи для 25 реализаций

α u∗ ϕ∗ cT
1
u∗ + ϕ∗ время счета, с

0,5 (2,7684; 4,7684)T 31,9096 33,6938 14318,019

0,8 (4,0000; 6,0000)T 59,9400 62,3400 508,554

0,9 (4,0000; 6,0000)T 77,9400 80,3400 259,969

0,99 (4,0000; 6,0000)T 77,9400 80,3400 8,392

Пусть теперь случайный вектор X имеет 25 равновероятных реализаций,

вычисляемых по формуле xν =
(

20
([

ν−1
5

]

+ 1
)

, 20
(

ν − 5
[

ν−1
5

]))T
, ν = 1, 25.

Результаты решения задачи отображены в табл. 2.

Из примеров видно, что в случае дискретного распределения случайного
вектора с количеством реализаций не более 25 задача может быть успешно
решена за приемлемое время. Однако при уровне α, близком к 0,5, решение
задачи требует значительно бо́льших вычислительных затрат.

8. Заключение

В работе рассмотрен новый класс задач — двухуровневые задачи стохасти-
ческого линейного программирования с квантильным критерием. Показано,
что рассматриваемая двухуровневая задача может быть сведена к двухэтап-
ной задаче стохастического программирования с равновесными ограничения-
ми и квантильным критерием. Следует заметить, что к настоящему времени
не существует эффективных алгоритмов решения нелинейных двухэтапных
задач, поэтому эквивалентная задача требует дальнейшего изучения. В дан-
ной работе изучен случай дискретного распределения вектора случайных па-
раметров. Показано, что задача может быть сведена к смешанной задаче ли-
нейного программирования большой размерности. Численные эксперименты
показали, что при небольшом количестве реализаций вектора случайных па-
раметров задача может быть решена с помощью стандартных программных
средств. Однако для решения задачи при большем количестве реализаций
требуется разработка специальных алгоритмов, что является направлением
дальнейших исследований.

Автор выражает благодарность заведующему кафедрой теории вероятно-
стей профессору Кибзуну А.И. и научному руководителю доценту Наумову
А.В. за предложенные идеи и ценные замечания.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Рассмотрим функцию оптимального
значения критерия задачи последователя (2)

ψ(u, x) , min
y

{cT2 y | A2u+B2y > x, y > 0}.

Из теории линейного программирования [33] известно, что функция ψ(u, x)
является выпуклой полиэдральной функцией на множестве W . При этом либо
ψ(u, x) ≡ −∞, либо ψ(u, x) > −∞ для всех (u, x) ∈ W . Следовательно, если
выполнено условие Y ∗(û, x̂) 6= ∅ для некоторой пары (û, x̂), то Y ∗(u, x) 6= ∅

для всех (u, x) ∈W . С помощью функции ψ(u, x) функция потерь лидера (3)
может быть переписана в следующем виде [3, с. 52]:

Φ(u, x)=

{

min
y∗

{fTy∗ | cT2 y
∗6ψ(u, x), y∗∈Y (u, x)}, если Y ∗(u, x) 6=∅,

+∞, если Y ∗(u, x) = ∅,
(Π.1)

Если ψ(u, x) ≡ −∞, то Φ(u, x) ≡ +∞. Теперь рассмотрим случай, когда
Y ∗(u, x) 6= ∅ для всех (u, x) ∈ W . Тогда либо Φ(u, x) ≡−∞ для всех (u, x) ∈
∈ W , либо Φ(u, x) > −∞ для всех (u, x) ∈ W . Если Φ(u, x) > −∞, то при
фиксированных (u, x) ∈ W функция Φ(u, x) является оптимальным значе-
нием целевой функции задачи линейного программирования, решение кото-
рой существует. Поэтому Φ(u, x) является оптимальным значением целевой
функции двойственной задачи линейного программирования

−ψ(u, x)λ0 + (x−A2u)
Tλ→ max

λ0∈R, λ∈Rm
(Π.2)

при ограничениях

(

−c2 BT
2

)

(

λ0

λ

)

6 f,

λ0, λ > 0.

Как известно, решение задачи линейного программирования достигается в
одной из вершин многогранного множества, описываемого системой ограни-
чений задачи. Пусть {λ̃j}Jj=1 — множество вершин многогранного множества

Ṽ , {λ̃ ∈ R
m+1 |

(

−c2 | B
T
2

)

λ̃ 6 f, λ̃ > 0}. Тогда функция (Π.1) может быть
записана в виде

Φ(u, x) = max
j=1,J

{

(

−ψ(u, x) (x−A2u)
T
)

λ̃j
}

.

Таким образом, функция Φ(·) является непрерывной на W , как максимум
непрерывных функций.

Докажем липшицевость Φ(·). Функция ψ(·) является выпуклой полиэд-
ральной функцией. Это значит, что множество W можно разбить на конечное
количество подмножеств Wi, в каждом из которых ψ(·) является линейной
функцией, поэтому функция Φ(·) представляет собой максимум конечного
числа линейных функций на каждом множестве Wi. Поэтому Φ(·) липши-
цева на каждом множестве Wi, а, значит, в силу непрерывности и на всем
множестве W . �
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Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Условие 0+Ṽ = {0̄} влечет, что

0+V , {λ ∈ R
m | BT

2 λ 6 0} = {0̄}. Из 0+V = {0̄}, V1 6= ∅ следует [32],
что множество переменных в двойственной задаче по отношению к задаче
последователя ограничено и непусто. Следовательно, решение двойственной
задачи, а значит, и прямой задачи последователя существует при любых зна-
чениях пары (u, x). Поэтому W = R

n ×R
m и |ψ(u, x)| <∞. При выполнении

условий 0+Ṽ = {0̄} и Ṽ 6= ∅ множество допустимых переменных в задаче
(Π.2) является ограниченным, а значит, решение двойственной задачи (Π.2),
как и прямой задачи (Π.1), существует и конечно при любых (u, x). Липши-
цевость функции Φ(·) на W = R

n × R
m обеспечивает теорема 1. �

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. Из условий 0+V = {0̄} и V1 6= ∅

следует, что решение задачи последователя существует и конечно при лю-
бых значениях (u, x), поэтому W = R

n × R
m. Условия 0+V = {0̄} и V2 6= ∅

влекут, что решение задачи min
{

fTy | y ∈ Y (u, x)
}

существует, поэтому ре-

шение задачи Φ(u, x) = min{fTy∗ | y∗ ∈ Y (u, x), cT2 y
∗ 6 ψ(u, x)} при условиях

сформулированного следствия 2 также существует и конечно при любых зна-
чения (u, x) ∈ W = R

n × R
m. Липшицевость функции Φ(·) на W = R

n × R
m

обеспечивает теорема 1. �

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Из доказательства теоремы 2.5 из [19]
следует, что при равномерной непрерывности (а значит, и липшицевости)
функции потерь Φ(u, x) на U ′ × X функция квантили Φα(·) является непре-
рывной на U ′, где U ′ — некоторое подмножество R

n.

Так как |Φ(u, x)| < +∞ для всех (u, x) ∈W , то Φ(u, x) является липшице-
вой на W . В качестве множества U ′ рассмотрим множество K1. Заметим, что
K1 ×X ⊂W . Поэтому |Φ(u, x)| < +∞ для всех (u, x) ∈ K1 ×X , и Φ(·) — лип-
шицева на K1 × X . Значит, функция квантили Φα(·) является непрерывной
на K1. �

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 3. Из следствия 1 или следствия 2 сле-
дует, что W = R

n × R
m. По теореме 2 функция Φα(·) обладает свойством

липшицевости на R
n. Из условий U 6= ∅ и 0+U = {0̄} следует [32], что множе-

ство U является замкнутым и ограниченным. Согласно теореме Вейерштрас-
са минимум непрерывной функции c1u+ Φα(u) достигается на замкнутом и
ограниченном множестве U . �
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