
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

УДК 517.925.1 

Н. И. ВУЛПЕ 

А Ф Ф И Н Н О - И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е УСЛОВИЯ 
ТОПОЛОГИЧЕСКОГО РАЗЛИЧЕНИЯ КВАДРАТИЧНЫХ СИСТЕМ 

ПРИ НАЛИЧИИ ЦЕНТРА 

Рассмотрим систему 

dx 
-w=a{x*+a^#x* (/, а, р = 1 , 2 ) , (1) 

где тензор а^ р симметричен по нижним индексам, по которым произво­
дится полное свертывание. 

Вопросами распределения особых точек на плоскости и поведения в 
круге Пуанкаре траекторий этой системы при наличии в начале коор­
динат особой точки типа «центр» занимались многие авторы (см., на­
пример, [1—5]). Наиболее полное исследование дано в [3], где приве­
дены 32 возможные топологически различные качественные картины 
поведения траекторий системы (1) в круге Пуанкаре в указанном слу­
чае, однако здесь (как будет показано ниже) одна возможность упу­
щена, а другая не реализуется. 

Две системы типа (1) назовем топологически эквивалентными, если 
существует гомеоморфизм их кругов Пуанкаре, переводящий траекто­
рии одной системы в траектории другой системы. 

В настоящей заметке найдены аффинно-инвариантные полуалгеб­
раические условия топологического различения систем вида (1) при на­
личии центра в начале координат. Используются некоторые из найден­
ных в [6] аффинных инвариантов системы (1), а именно: / г = я« , / 2 *= 
= 0% al, I3 = a? c&q а}у гря, /4 = а* а% aly гр\ 1Ъ = с% at а £ р zp\ /6 = 

а В у б па т а 6 v б pa rs т а 6 V О pa rs т 

= ар (Ц dag аре е f h = apr <&q als ау6 гРЧ г , /8 = арг а1

ад а & а$у гуч е , / 9 = 
а 6 v б оа rs г а 8 v б v vo т а 6 v б v PQ rs 

= dpr a$g 4 s cia6 & e , / 1 0 = ap 4 Oaq ару e , Ild = ap aqr a$s aa$ a6v ъ s , 
/16 = $ a? al4aW,^8 p ?e r s (e" - e 2 2 = 0, e« = - F 2 1 = 1). 

В работе [6, с. 150] доказана 
Л е м м а 1. Для наличия в начале координат центра системы (1) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия / 1 = / 6 = 0 , / 2 < 0 
и хотя бы одна из следующих трех серий условий: 1) / i 3 = 0 ; 2) / з = 0 ; 

з) 5 / 3 - 2 / 4 = 1 3 / 3 - 1 0 / 5 = 0 . 
Там же показано, что при / i = 0 , / г < 0 система (1) аффинным пре­

образованием координат х1, х2 и заменой времени U=kt (&>0) приво­
дится к виду (х=х\ у=х2) 

^=У+а\^+2а\2ху+а^9 ^~ =-х+а\^-2а\^ху+а\у\ (2) 
Для системы (2) 

/ 3 = — (а\2 + 022) (a? 1 + 022), / 4 = — ( а \ 2 + Я22) 2 , 

_ / 5 = = 2 ( a 1

u ) 2 - 2 a i i a L + ( a | 2 ) 2 + 2 a } 2 a ? i + ( а 2

2

2 ) 2 , 

(3) 

/ 6 = (fl! 1 + ^22) ( a !2 + 022), h = в ? 1 (fli2 + Я 2 2 ) 3 , / i s = a\ 1 (flU + a 2 22) 3 . 
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1. Начнем исследование с частного случая наличия центра / 1 = / 4 = 0 , 
h<0, который, как показывают формулы (3), содержится в 1)— 3). 

Обозначим a = / 2

2 / 8 ~ 2 8 / 2 / 2 + 1 6 / 5 / i o . 

Л е м м а 2. Пусть / i = / 4 = 0 , / 2 < 0 . Тогда качественные картины 
системы (1) исчерпываются картинкой 1 (рисунок, а) при / 5 = = / 1 0 = 0 ; 
2 — при а < 0 и при a = / i 6 = 0 , 1ц>ф0; 3, 4 — при а > 0 , / 8 > 0 и соответ­
ственно / i e = 0 , /i6=^=0; 5, 6 —при а > 0 , / 8 = 0 и соответственно he=0, 
/ i e ¥ = 0 ; 7 —при а = 0 , h6¥=0; 8, 9 — при / 8 < 0 , 1ыф0, / 1 6 = 0 и соответ­
ственно hh(hh+2ho)>U\Q+llh, / 2 / 5 ( 7 2 / 5 + 2 / 1 0 ) < 4 / 2

0 + / 3

2 / 8 ; 10 —при 
/ 5 = 7 ^ 0 , / ю = 0 ; / / — при / 8 < 0 , /1б¥=0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При выполнении условий / 1 = = / 4 = 0 , / 2 < 0 
поворотом координатных осей и преобразованием подобия систему (2) 
можно привести к виду 

dx =У+2сху+Ьу*, 
dt 

:—{х+ах*+су2) (4) 

с с—0 или с = 1/2. Для системы (4) 

/ 2 = - 2 , h=2c(a-c)f h=2a(4c*+ab2), / 1 0 = - & 2 - ( а + с ) 2 , 

/ 1 6 = 6 ( З а с 2 - а з + а 6 2 + 2 с 3 ) , (5) 
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а общим интегралом соответствующего ей уравнения будет 

2ax*+2by*+6cxy2+3x2+3y2= С. (6) 

Заметим, что при с = 1 / 2 инвариант а = 8 ( а — 1 ) 2 ( 6 2 + 2 — 2 а ) . 
1) Пусть а > 0 . Если / 8 > 0 , то, согласно (5), получим & 2 + 2 — 2 а > 0 , 

а ( 2 а 6 2 + 1 ) > 0 при сфО и а = 4 / 8 = 8 а 2 6 2 > 0 при с=0. Как легко уста­
новить, в обоих случаях система (4) имеет в конечной части плоскости 
(КЧП) два центра и два седла, а на бесконечности всего одну точку 
типа «узел». Учитывая свойство кривых (6) (см., например, [7]) быть 
связными при наличии по крайней мере двух точек самопересечения, 
приходим к выводу, что седла системы (4) имеют общую сепаратрису 
тогда и только тогда, когда 6 = 0 , сфО или 4 а 6 2 = (а— 1) ( 2 а + 1 ) 2 , сфО 
или Ь2=а2, с=0. При этом сепаратрисы, получающиеся при соответ­
ствующем значении С из (6), распадаются на пересекающиеся эллипс 
и прямую. В результате получается картинка 3. Если же общей сепа­
ратрисы нет, то, изучая уравнение сепаратрис седел системы (4), по­
лучаем картинку 4. Остается заметить, что из (5) имеем he=ab(b2—а1) 

при с—О и 7 i 6 = — [4а6 2— (а— 1) ( 2 а + 1 ) 2 1 при с=\/2. Поэтому усло­
вия наличия (отсутствия) общих сепаратрис у седел системы (4) экви^ 
валентны условию 7 i 6 = 0 (11вФ0). 
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При / 8 = 0 с учетом (5) и а > 0 получаем сфО, а ( 2 а 6 2 + 1 ) = 0 , 6 2 + 
+ 2 — 2 а > 0 . В этом случае в КЧП система (4) имеет центр и два седла, 
а на бесконечности — узел и закрытый седло-узел (по терминологии 
работы [8] ) . При этом, учитывая (6), легко показать, что седла систе­
мы (4) имеют общую сепаратрису тогда и только тогда, когда а = Ь=0 
или а = — 1, 2Ь2=\. В обоих случаях сепаратрисы распадаются на пе­
ресекающиеся прямую и параболу и в результате получается картинка 
5. Заметим, что при а=0 инвариант / 1 6 = 6 / 4 , а при 2 а 6 2 + 1 = 0 (тогда 
а < 0 ) / 1 6 = - - 6 ( а + 1 ) (2а— I ) 2 . Следовательно, условия наличия общей 
сепаратрисы седел эквивалентны / 1 6 = 0 . Если же 1^ф0, то с учетом 
уравнений сепаратрис получим картинку 6. 

Пусть / 8 < ( Х Из (5) следует: сфО, а < 0 , 2 а 6 2 + 1 > 0 . В этом случае 
система (4) имеет в КЧП центр и три седла, а на бесконечности — три 
узла. Если при этом / i 6 ¥=0 , из (5) следует b[4ab2—(a— 1) ( 2 а + 1 ) 2 ] Ф 0 У 

а тогда с учетом (6) легко убедиться в отсутствии общей сепаратрисы 
у любых двух седел. Исследуя уравнения сепаратрис с учетом располо­
жения седел на плоскости, получается картинка 11. Если / 1 6 ==0, 1юф0, 

то 6 [ 4 а 6 2 — ( а - 1 ) ( 2 а + 1 ) 2 ] = 0 , 6 2 + ( а + — =^0, и тогда только два 

седла имеют общую сепаратрису, причем их сепаратрисы распадаются 
на пересекающиеся гиперболу и прямую. Исследуя уравнения сепа­
ратрис (6) при соответствующих значениях С, получаем картинку 8 при 
6 = 0 , а > —1/2 и при 6=^0, а < —1/2 и 9 — при 6 = 0 , а < —1/2 и при 
ЬфО, а > —1/2. С учетом (5) находим, что 1\12 +2Wio— l%h—4/* рав-

Так как а < 0 , то условия наличия картинок 8 и 9 эквивалентны соот­
ветственно hh(/2/5+2/ю)>/?Л+4/2

0 и / 2 / 5 ( / 2 / 5 + 2 / 1 0 ) < / 3

2 / 8 + 4 / 2

1 ( ) . Если 
же / ю = 0 (тогда / i 6 = 0 ) , то 6 = 0 , а = —1/2. Из (6) легко заметить, что 
систехма (4) имеет три интегральные прямые, пересекающиеся попарно 
в особых точках типа седла, образуя треугольник, внутри которого на­
ходится начало координат, т. е, имеется картинка 10. Остается заме­
тить, что из / 8 < 0 следует а > 0 , а условия / ю = 0 , / 8 < 0 эквивалентны 
/ 1 0 = 0 , 1ъф0. 

2) Пусть а = 0 . Если при этом / ю = 0 , то из (5) следует а = 6 = с = 0 
и, согласно (6), качественная картина соответствует картинке /. При 
1юф0, / i 6 = 0 с учетом (5) получаем а 6 = 0 , а2+Ь2фО при с = 0 и а = 1 , 
6 = 0 при сфО. В обоих случаях система (4) имеет в КЧП центр и седло, 
а на бесконечности — один узел. С учетом (6) приходим к картинке 2. 
Если же /16=^=0 (тогда 1юф0), то из (5) следует ЬсфО, (а— 1) ( 6 2 + 2 — 
—2а) = 0 . В КЧП система (4) имеет седло, центр и вырожденное седло, 
причем с учетом (6) седла не имеют общей сепаратрисы. Так как при 
этом на бесконечности — узел, получается картинка 7. Остается заме­
тить, что условия а = / ю = 0 эквивалентны условиям / 5 = / ю = 0 . 

3) Рассмотрим, наконец, случай а < 0 . Из (5) следует: сф0у 6 2 + 
+ 2 — 2 а < 0 . В этом случае в КЧП система (4) имеет центр и седло, 
а на бесконечности — узел, что соответствует картинке 2. Так как исчер­
паны все возможные случаи, лемма 2 доказана. 

2. Обозначим р=4 / 2 —3 / 2 / 9 —4 / 3 / 4 , а при 1кф0 положим 7 = 

картины системы (1) исчерпываются картинкой 2 при р 7 ^ 0 , 7 / 9 > 0 , 
/9(4—7) ^ 0 и при 7 = 0 , | 3<0 ; 3 — при P Y < 0 , 7 / 9 > 0 ; 5 — при 7(7—6) > 
> 0 , / 9 = 0 ; 8, 9} 10 —при 7(7—6) > 0 , 7 / 9 < 0 и соответственно Y / 3 / 4 > D , 
7 / 3 / 4 < 0 , Iз=0; 12—15 — при / 9 = 0 и соответственно 0 ^ Y < 3 , 4 < 7 ^ 6 , 
•3<7<4 , 7 = 4 ; 16 — при 7 = 6 , / 3 / 4 > 0 , / 9 < 0 ; 17 (см. рисунок, б) — при 

4а2 

1 
( 2 а - 1 ) 2 ( 2 а + 1 ) 3 при 6 ^ 0 . 



«у=6, / 3 = 0 ; 18 —при 7 = 6 , / 3 / 4 < 0 ; 19 —при / 9 > 0 , 0 < 7 < 4 ; 20, 2/ — 
при р > 0 , / 9 < 0 и соответственно 0 < 7 < 4 , 7 > 4 ; 22, 23, 24 — при (3=0 
и соответственно 0 < 7 < 3 , 3 ^ 7 < 4 , 4 < 7 < 6 ; 25 — при р < 0 , 0 < 7 < 4 ; 
26, 27, 28 —при р < 0 , 4 < 7 < 6 и соответственно hh>0, / з = 0 , hh<0\ 
29 —при р = 7 = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / 1 = / 6 = / 1 3 = 0 , / 2 < 0 , h¥=0. Тогда из 
(3) следует а 1 = а* = 0 , а* 4-а 2

9¥=0, причем всегда можно считать 
' *̂  11 ZZ lid C*Li 

a ^ + a | , = l, так как этого можно добиться преобразованием 

^ i = K 2 + a | 2 ) x , ^ ( a ^ + a 2 ^ . ( 7 ) 

При этом система (2) примет вид 
d x -у+2(\-е)ху% 4L=-x+dx*+ey*. (8) dt * 1 v ' Л 

Для нее 

/ з = _ ( < * + е ) , / 4 = - 1 , I9=d, p = 2 d + 4 - 4 e , Y = 6 e . (9) 

Заметим, что соответствующее системе (8) уравнение является уравне­
нием Бернулли, и тогда общий интеграл системы (8) при е(е— 1) (2е— 
— 1) (Зе—2) Ф0 имеет вид 

» ' ° ^ + ( ^ + l ) + C H + 2 C - g ) . R (Ш) 

При е = 0 , 1/2, 2 /3 , 1 общими интегралами системы (8) будут соответ­
ственно выражения 

j / 2 = i _ x 2 _ ^ + L x + ^ ± L l n | 2 x + l | + C , (11) 

y2=2d(x+l)2-(4d+2) (x+l) In | x + l | — 2 ( d + l ) + C ( x + 1 ) , (12) 

У 2 = ( 2 x + 3 ) 4 n | 2 x + 3 | + — ( 3 d + l ) ( 2 x + 3 ) -

-±(3d+2)+C(2x+3)\ (13) 

y 2 = = _ _ ^ 2 + - i - ( 2 x + l ) (1—dJ+Ce 2 *. (14) 

1) Пусть p y > 0 . При 7 / 9 > 0 из (9) следует: e(d-\-2—2e)>0, de>0 
и система (8) имеет в КЧП центр и седло. Если при этом / 9 ( 4 — 7 ) ^ 0 , 
то с учетом (9) находим d(2—3е)^0, и тогда система (8) имеет на бес­
конечности одну особую точку (узел). С учетом (10), (13) и (14) полу­
чается картинка 2. Если же / 9 ( 4 — 7 ) > 0 , то на бесконечности — седло 
и два узла, и с учетом (10) и (12) приходим к картинке 19. При 7 / 9 < 0 , 
/ 9 ( 4 — 7 ) ^ 0 из (9) следует de<,0> d(2—3e) ^ 0 и с учетом р 7 > 0 
в КЧП система (8) имеет два центра, а на бесконечности — седло. Ис­
следуя (10), (12) и (13), получаем картинку 20. Если же 7 / 9 < 0 , / 9 (4— 
— 7 ) > 0 , то система (8) имеет в КЧП два центра, а на бесконечности — 
два седла и узел. С учетом (10) приходим к картинке 21. 

При / 9 = 0 и р у > 0 из (9) следует d = 0, 0 < е < 1 , и тогда центр — 
с;ш1к::зенная особая точка системы (8) в КЧП. Учитывая (10), (12), 

1 
{ioк а также наличие интегральной прямой х — — -— и типы осо-

2(е—1) 
З е к л ^ л е й на бесконечности, пол\'чаем картинку 12 при 1/2, 14 — 
при ] . -2<с?<2 /3 , 15 — прие = 2 / 3 и 13 — при е > 2 / 3 . 
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Остается заметить, что условия р 7 > 0 , 7 ^ > 0 , / 9 ( 4 — 7 ) > 0 эквива­
лентны / 9 > 0 , 0 < Y < 4 ; условия р 7 > 0 , v / 9 < 0 , / 9 ( 4 — у ) ^ 0 эквивалент­
ны р> 0 , / 9 < 0 , 0 < у ^ 4 ; условия Pv>0, Y / 9 < 0 , / 9 ( 4 — у ) > 0 эквива­
лентны р> 0 , / 9 < 0 , v > 4 ; условия / 9 = 0 , P Y > 0 эквивалентны / 9 = 0 , 
0 < Y < 6 . 

2) Пусть P Y < 0 . Е С Л И при этом 7 / 9 > 0 , Т О С учетом (9) находим 
e ( d + 2 — 2 е ) < 0 , de>Oy и тогда система (8) имеет в КЧП два центра и 
два седла, а на бесконечности — узел. Так как в этом случае при С = 0 
общий интеграл (10) представляет собой эллипс, пересекаемый интег­
ральной прямой х=(е—1)/2, то получается картинка 3. При 7 / 9 < 0 , 
У(У—6)>0, согласно (9), имеем de<0, е{е—1)>0, и тогда система 
(8) имеет в КЧП центр и три седла, а на бесконечности — три узла. 
Исследуя общий интеграл (10), приходим к картинке 8 при e ( d + e ) > 0 , 
9 — при e ( d + e ) < 0 и 10 — при d+e=0. При этом, согласно (9), заме­
тим, что hh=d+e—инвариант четного веса, а у—§е— абсолютный 
инвариант. Если v / 9 < 0 , 0 < Y < 6 , то система (8) имеет в КЧП центр, 
седло и два узла. Если при этом 7 ^ 4 , Т О на бесконечности — седло и с 
учетом (10), (12) и (13) получается картинка 25. Если же 4 < Y < 6 , то 
система (8) имеет на бесконечности узел и два седла. Исследуя (10), 
получаем картинку 26 при d + e > 0 , 27 — при d+e=0 и 28 — при d + 
+е<0. 

При v = 6 и P Y < 0 С учетом (9) находим е=\, d < 0 , и система (8) 
имеет в КЧП центр и седло, а на бесконечности — два седло-узла и вы­
рожденный узел. Исследуя (14), получаем картинку 16 при d + l > 0 , 
17 — при d - f - l = 0 и 18 — при d + l < 0 , а из (9) при е—\ находим hh= 
=d+l. 

Если / 9 = 0 и P Y < 0 , Т О , согласно (9), имеем d = 0 , 1 ) > 0 , и, 
следовательно, система (8) имеет в КЧП центр и два седла, а на беско­
нечности— узел и закрытый седло-узел. Так как при d—C—0 общий 
интеграл (10) представляет собой параболу, которую пересекает интег­
ральная прямая х=(е—1)/2, получаем картинку 5. 

Остается заметить, что из 6 ) > 0 , Y ^ < 0 следует P Y < 0 ; И З 
0 < Y < 6 , р < 0 — / 9 < 0 ; из 7 = 6 , / 3 / 4 < 0 — р < 0 , а при / 9 = 0 имеем 
3 P Y = 2 Y ( 6 - Y ) . 

3) Пусть р = 0 , уфО. Согласно (9), d=2(e—-1). Если при этом 
е(е—1)>0, то система (8) имеет в КЧП центр и седло, а на бесконеч­
ности— узел. С учетом (10) получаем картинку 2. Если же 0 < е < 1 , то 
система (8) имеет в КЧП центр и закрытый седло-узел (сложная осо­
бая точка), а на бесконечности — седло при е^.2/3 и узел и два седла 
при е > 2 / 3 . Исследуя (10), (12) и (13), получаем картинку 22 при 
е< 1/2, 23 — при 1 / 2 ^ в < 2 / 3 и 24 — при е > 2 / 3 . 

Если Y = 6 , то с учетом (9) и р = 0 получаем d = 0 , е = 19 и система 
(8) имеет в КЧП центр, а на бесконечности — седло и вырожденный 
узел. Исследуя (14), приходим к картинке 13. 

4) Пусть, наконец, 7 = 0 . При / 9 = 0 , согласно (9), получим d=e=0, 
и система (8) имеет в КЧП центр, а на бесконечности — седло и закры­
тый седло-узел. С учетом (11) получаем картинку 12. Если / 9 > 0 , то 
система (8) имеет в КЧП седло и центр, а на бесконечности — седло и 
два узла. С учетом (11) приходим к картинке 19. При / 9 < 0 и d + 2 < 0 
система (8) имеет в КЧП седло и центр, а на бесконечности — узел, и с 
учетом (11) получаем картинку 2. Если / 9 < 0 , d + 2 > 0 , то с учетом 
(9) — 2 < d < 0 и в КЧП будут два центра, а на бесконечности — седло. 
Исследуя (11), приходим к картинке 20. Если же d + 2 = 0 , то система 
(8) имеет интегральную прямую, все точки которой являются особыми, 
и в результате имеем картинку 29. 

Остается заметить, что при е=0 инвариант p = d + 2 , а из р < 0 сле­
дует / 9 < 0 . Лемма 3 доказана. 
, 3 . Обозначим б = 2 7 / 8 — / 9 — 1 8 / 7 . 

Л е м м а 4. Пусть h=h=h=0, / 2 < 0 , 1иФ0. Тогда качественные 
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картины системы (1) исчерпываются картинкой 10 при h>h; 17 — при 
/9=/8; 27 —при h<h; 6 < 0 ; 30 —при 6 > 0 и 31 —при 6 = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (3) при / 1 = / 3 = / 6 = 0 , / 2 < 0 , 1{зФ0 сле­
дует « j 2 + ^ 2 = 7 ^ 0 , и тогда 

^ 1 1 + ^ = ° ' я 2 ц + а 2 2 2 = ° - < 1 5 ) 

Поворотом координатных осей (при этом соотношения (15) сохраняют­
ся) и преобразованием подобия можно привести систему (2) к виду 

й х =у+2пхуу *L=--x+lx2+2mxy-ly2 (16) 
dt * 1 dt 

с 1=0 или 1=1. Для (16) находим 

/ 9 - / 8 = 4 / / 2 ( / 2 + m 2 + n 2 ) 9 б = - 8 ( 2 / 2 + / ) 2 ( l 2 + 2 l n + m 2 ) , 

/ 1 3 = т [ ( 2 / г - / ) т 2 - ( / 2 - / ) 2 ( 2 / г + / ) ] . (17) 

1) Пусть б < 0 . Если при этом h<h, то из (17) следует 1ф0 ( / = 1 ) , 
/ г < 0 , 2/г+1 =7^=0, т 2 + 2 я + 1 > 0 , и система (16) имеет в КЧП центр, сед­
ло и два узла, а на бесконечности — узел и два седла. Если же h>h> 
то, согласно (17), 1ф0 ( / = 1 ) , / 2 > 0 и система (16) имеет в КЧП центр 
и три седла, а на бесконечности — три узла. Учитывая, что при / п 2 + 
+ 2 / 2 + 1 > 0 , / 2 ( 2 / 2 + 1 ) Ф 0 система (16) имеет три интегральные прямые 

у= 2nJr\ ( m ± У w 2 + 2 / 2 + l ) (я—1), х= пересекающиеся по­
парно в трех особых точках, приходим к картинке 10 при п>0 и 27 при 
/ 2 < 0 . Если h=h, то из (17) в силу б < 0 следует nl=0y гп(п2-\-12)фО 
и система (16) имеет в КЧП центр и седло, а на бесконечности — два 
седло-узла и вырожденный узел. Учитывая, что система (16) имеет две 

интегральные прямые (у= ^ , х= — П Р И и У=(т± 

± У т2+1) {х— 1) при / 1 = 0 ) , пересекающиеся в особой точке типа сед­
ла, получаем картинку 17. 

Остается заметить, что из следует 8 < 0 . 
2) Пусть 6 = 0 . Из (17) и /13=^=0 следует 1ф0 (1=1), 2 / 1 + 1 = 0 или 

1ф0 (1 = 1), / п 2 + 2 / 2 + 1 = 0 . В обоих случаях система (16) имеет в КЧП 
центр, узел и седло-узел, а на бесконечности — седло и седло-узел. Учи­
тывая наличие двух интегральных прямых (у= (1— х), х= — 

/72 АП 

при т 2 + 2 / 2 + 1 = 0 и у= ^ (1~х)> х=\ при 2 / 1 + 1 = 0 ) системы (16), 

пересекающихся в сложной особой точке (седло-узле), получаем кар­
тинку 31. 

3) При 6 > 0 И З (17) следует 1ф0 (1=1), / п 2 + 2 п + 1 < 0 , причем 
тФО в силу 1±зФ0. Система (16) имеет в КЧП центр и фокус, а на бес­
конечности— седло. Как доказано в [5, с. 92], особую точку типа фокус 
для системы (16) не могут окружать предельные циклы. Учитывая на­
личие интегральной прямой х= получаем картинку 30. Лемма 4 

доказана. 
Л е м м а 5. Если А = / 6 = 5 / з — 2 / 4 = 1 3 / 3 — Ю / 5 = 0 , / 2 < 0 , / i 3 ¥=0, то 

качественная картина системы (1) соответствует картинке 32. 
Для доказательства достаточно заметить, что при выполнении усло­

вий леммы из (3) следует а\р\^®> a l i + a L = 2 a i 2 " ~ 3 a 2 2 " ~ ^ a i i = 

= 2 ( a 2

1 ) 2 + a 2

l a | 2 + ( a 1

1 1 ) 2 = 0 и, как показано в [5, с. 94] , аффинным 
dx 

преобразованием система (2) приводится к виду = — y+\ix2—хуу 
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—x+x2—3\ixy—2y2 с рфО, а ее качественная картина соответ­
ствует картинке 32. 

4. Сводка условий. 
З а м е ч а н и е . При выполнении условий / 1 = = / 6 = 0 , / 2 < 0 из Л = 0 

с учетом (3) следует / 3 = / 9 = / 1 3 = р = 0 . Поэтому в сериях условий, в 
которых (3^0 или 1дФ0, или Аз^О, можно исключить условие ифО. 

П р е д л о ж е н и е 1. Две серии условий из лемм 2 и 3 для картин­
ки 5 эквивалентны одной серии 

/ 1 = / 6 = / 8 = / 9 = / 1 3 = / 1 6 = = 0 , / 2 < 0 , / 5 / ю > 0 . (18) 

Действительно, пусть выполнены условия (18). Тогда при / 4 = 0 на­
ходим а=— 2 8 / 2 / 2 + 16/ 5 / io>0, т. е. выполнены условия леммы 2 для 
картинки 5. Если же / 4 ^ 0 , то для системы (8) из (18) с учетом (9) 
следует d = 0 , а тогда 

hll0=e(e-l) (2е2-2е+\). (19) 

Поэтому из / 5 / ю > 0 следует е ( е — 1 ) > 0 и с учетом (9) имеем 7(7—6) > 
> 0 , т. е. выполнены условия леммы 3 для картинки 5. 

Обратно, если имеют место соотношения леммы 2 для картинки 5, 
то для системы (4) будет сфО, а ^ О , а тогда с учетом (5) получаем 
hho>0. Если же выполнены условия леммы 3, то для системы (8) 
/ i 6 = 0 , а из / 9 = 0 следует / 8 = 0 и (19). Тогда при 7(7—6)>0 (т. е. 
е(е—1)>0) получим hho>0. Учитывая замечание, приходим к выводу, 
что в обоих случаях имеют место условия (18). 

П р е д л о ж е н и е 2. Три серии условий из лемм 2—4 для картин­
ки 10 эквивалентны 

/ 1 = = / 3 = / 6 = / 1 0 = 0 , / 2 < 0 , / 8 < / 9 . (20) 

Действительно, пусть выполнены условия (20). Если при этом / 4 = 0 , 
то, согласно замечанию, / 9 = 0 , а тогда из / 8 < 0 для системы (4) сле­
дует сфО, а<0. Отсюда получаем 1$Ф0, и выполнены условия леммы 2. 
При 1ьФ0, / i 3 = 0 для системы (8) находим 

/8—iQ=d(e—\) (2е2—2е+1). (21) 

С учетом этого из (20) следует d(e—1)<0, а из / 3 = 0 имеем d-\-e=0, 
и поэтому de<.0. Следовательно, 7 / 9 < 0 , а тогда 7(7—6) > 0 , т. е. имеют # 
место соотношения из леммы 3. Если же /13=^=0, / з = 0 , то из (21) сле­
дует выполнение условий леммы 4. f 

Обратно, если имеют место условия леммы 2 для картинки 10, то 
для системы (4), учитывая (5) и замечание, имеем / 3 = / 4 = / 9 = 0 , сфО, 
а тогда из 1ю=0 следует 6 = 0 , а = —1/2. Поэтому / 8 < 0 = / 9 , т. е. вы­
полнены условия (20). Пусть имеют место условия леммы 3 для кар­
тинки 10. Тогда для системы (8) d+e=0, е(е—1)>0, de<Q, откуда 
с учетом (21) получим / 8 < / 9 , причем / ю = (d+e) (1— е—d) = 0 . 

Если 1\ъФ0, / з = 0 , то, учитывая, что для системы (16) / ю = 0 , полу­
чаем, что из условий леммы 4 для картинки 10 следуют условия (20). 

П р е д л о ж е н и е 3. Учитывая формулы (9), (17) и (21), две се­
рии условий из лемм 3 и 4 для картинки 17 можно заменить одной: 
/ 1 = = / з = / б = 0 , / 2 < 0 , / 8 = / 9 ^ 0 . 

П р е д л о ж е н и е 4. Две серии условий из лемм 3 и 4 для картин­
ки 27 эквивалентны 

/ 1 = / 3 = / 6 = 0 , / 2 < 0 , / 8 > / 9 , 6 < 0 . (22) 

Действительно, если liзф0, то условия (22) совпадают с условиями 
леммы 4 для картинки 27. Пусть i " i 3 =0. Тогда из (22) с учетом заме­
чания следует кфО. Для системы (S) находим 6 = 8d(3e—2)3 и поэто­
му из (22), (21) и (9) получим d+e=0, d(e—l) > 0 , d ( 3 e — 2 ) < 0 . 
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Отсюда следует: 2 / 3 < е < 1 , h=—е<0, ( 3 = 4 — 6 е < 0 , т. е. выполнены 
условия леммы 3. 

Обратно, если имеют место условия леммы 3 для картинки 27, то для 
системы (8 ) получим 2 / 3 < е < 1 , d < 0 , и тогда 5 < 0 , а из (21) следует 
h<Ch, т. е. выполнены условия (22). 

Таким образом, с учетом замечания и предложений 1—4 справед­
лива 

Т е о р е м а . При наличии в начале координат центра системы (1) 
ее качественные картины исчерпываются картинкой 1 при h=h—ho= 
= 0 ; 2 —при Л = 0 , а < 0 , при h=a=lie=0, 1-юФ09 при p v ^ O , ylg>0, 
/ 9 ( 4 — 7 ) ^ 0 , / 1 3 = 0 и при / 1 3 = у = 0, р < 0 ; 3 — при / 4 = / i 6 = 0 , а > 0 , / 8 > 
> 0 и при / 1 3 = 0 , р 7 < 0 , yh>0; 4 — при / 4 = 0 , а > 0 , / 8 > 0 , 1^ф0; 5 — 
при / 8 = / 9 = / 1 3 = / 1 6 = : 0 , / 5 / ю > 0 ; 6 —при / 4 = / 8 = 0 , / 1 6 =^0 ; 7 — при 
/ 4 = а = 0, / 1 6 =^0 ; 8 —при / 4 = / 1 в = 0 , / 8 < 0 , / ю # 0 , hh(hh+2ho)> 
> 4 / ? о + 7 2 / 8 u / l 3 = 0 > V(Y-6) > 0 , Y / 9 < 0 , yhh>0\ 9 — при h=he= 
= 0 , / 8 < 0 , / 1 0 ¥=0, / 2 / 5 ( / 2 / 5 + 2 / ю ) < 4 / 2 0 + / з / 8 и при Iis=0, Y ( Y _ 6 ) > 0 , 
у / э < 0 , yhh<0\ 10 —при / 3 = / 1 0 = 0 , / 8 < / 9 ; 11 —при / 4 = 0 , / 8 < 0 , 
/±6=^=0; 12 —при / 9 = / 1 3 = 0 , / 4 ^=0, О ^ у ^ З ; 13 —при / 9 = / 1 3 = 0 , / 4 ^ 0 , 
4 < у ^ 6 ; 14 —при / 9 = / 1 3 = 0 , / 4 ^ 0 , 3 < v < 4 ; 15 —при / 9 = / 1 3 = 0 , 
/ 4 ^ 0 , у = 4; 16 —при / i s = 0 , 7 = 6, / э < 0 , i 3 / 4 > 0 ; 17 — при / 3 = 0 , / 8 = 
= / 9 ¥=0; 18 —при / i 3 = 0 , 7 = 6, / 3 / 4 < 0 ; 19 —при / 1 3 = 0 , / 9 > 0 , 0 ^ 7 < 4 ; 
20 —лри / i 3 = 0 , / 9 < 0 , р > 0 , 0 ^ 7 < 4 ; 2 / — яри / i 3 = 0 , / 9 < 0 , р > 0 , 
7 > 4 ; 22 —при / 1 3 = | 3 = 0 , / 4 =^0, 0 < Y < 3 ; 23 — при / 1 3 = р = 0 , / 4 =^0, 
3 ^ 7 ^ 4 ; 24 — npuh3=$=0, / 4 ^ 0 , 4 < Y < 6 ; 25 — при / i 3 = 0 , р < 0 , 
0 < 7 ^ 4 ; 26 —при / i 3 = 0 , р < 0 , 4 < 7 < 6 , / 3 / 4 > 0 ; 27 — при / 3 = 0 , / 9 < 
< / & 1 8 / 7 + / 9 > 2 7 / 8 ; 28 —при / 1 3 = 0 , р < 0 , 4 < 7 < 6 , / 3 / 4 < 0 ; 29 — при 
/ 1 3 = P = Y = 0 , / 4 ^=0; 30 — npuh=Q, /±з=^0, 1 8 / 7 + / 9 < 2 7 / 8 ; 31 —при 
/ 3 = 1 8 / 7 + / 9 - 2 7 / 8 = 0 , / 1 3 ^ 0 ; 32 —при 5 / 3 - 2 / 4 = 1 3 / 3 - 1 0 / 5 = 0 , /«^=0, 

г<?е а = / | / 8 — 2 8 / 2 / g + I6/5/10, р = 4 / 2

4 - 3 / 2 / 9 - 4 / 3 / 4 , 7 = ~ | - ( 2 / з / 4 + / 2 / 9 ) • 
4 

Заметим, что нами получены условия в виде равенства и неравенств 
между полиномами от коэффициентов системы (1), т, е. каждый топо­
логический класс системы (1) в случае центра образует в десятимерном 
пространстве ее коэффициентов полуалгебраическое множество (в тер­
минологии В. И. Арнольда [9]) . 

Отметим, что в [3] утверждается существование также 32 тополо­
гически различных классов, однако отсутствует картинка 29, которая 
соответствует системе (8) при е = 0 , d = —2, а вместо нее под номером 
32 приведен другой рисунок (не полученный в настоящей заметке), 

соответствующий якобы системе — г =у—— аху-\-ах2, = —х 
cii о at 

~\-Заху—ау2. Заметим, однако, что по лемме 1 эта система не имеет 
4 

центра в начале координат, ибо для нее / 6 = — а2ф0. 
о 
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