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ÎÁËÀÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ

© �. À. �ÀÉÑÈÍÀ

Äëÿ êëàññà àíàëèòè÷åñêèõ â îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G �óíê-

öèé, ïðåäñòàâèìûõ â íåé ðÿäîì ýêñïîíåíò, â òåðìèíàõ ïîðÿäêà ðîñòà

âáëèçè ãðàíèöû ∂G èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

â ðÿä ýêñïîíåíò. Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü G èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó,

óñòàíîâëåíû íåóëó÷øàåìûå äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ïîðÿäêà ÷åðåç

õàðàêòåðèñòèêè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïîêàçàòåëåé ðÿäà ýêñïîíåíò è

îïîðíîé �óíêöèè îáëàñòè G. Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷åíà �îðìóëà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêà ðÿäà ýêñïîíåíò ÷åðåç êîý��èöèåíòû è îïîðíóþ

�óíêöèþ îáëàñòè ñõîäèìîñòè G.

Ââåäåíèå

Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî

êîîðäèíàò, K(ϕ) � îïîðíàÿ �óíêöèÿ D, h(ϕ) = K(−ϕ), L(λ) � öåëàÿ

�óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòðèñîé ðîñòà h(ϕ) è ïðîñòûìè

íóëÿìè λk, k = 1, 2, . . . . Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

|L(reiϕ)| 6
A

rµ
eh(ϕ)r, µ > 1, (0.1)

òî àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ �óíêöèé

ψk(t) =
1

L′(λk)

∞ eiϕ0
∫

0

L(λ)

λ− λk
e−λtdλ (k = 1, 2, . . . ), Re(teiϕ0) > h(ϕ0)

(îíè îáðàçóþò ñèñòåìó, áèîðòîãîíàëüíóþ ê ñèñòåìå ýêñïîíåíò {eλnz}), êàê
èçâåñòíî, ðåãóëÿðíû âíåD, íåïðåðûâíû âïëîòü äî ãðàíèöû ∂D è ψk(∞)=0

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðÿä ýêñïîíåíò, îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, ïîâåäåíèå âáëèçè ãðà-

íèöû, ïîðÿäîê ðîñòà.

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-îáðàçîâà-

òåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî �åäåðàëüíîãî îêðóãà, äîïîëíèòåëüíîå

ñîãëàøåíèå �075-02-2020-1421/1 ê ñîãëàøåíèþ �075-02-2020-1421.
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(ñì. [1, ãëàâà IV, �1, ï. 3℄). Ïîýòîìó êàæäîé �óíêöèè f , àíàëèòè÷åñêîé â D
è íåïðåðûâíîé â D, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðÿä ýêñïîíåíò

f(z) ∼

∞
∑

k=1

ake
λkz, ak =

1

2πi

∫

∂D

f(t)ψk(t)dt, k > 1. (0.2)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè óñëîâèè (0.1) �óíêöèè ψk íà ∂D óäîâëåòâî-

ðÿþò îöåíêàì (ñì. [1, ãëàâà IV, �1, ï. 3℄)

|ψk(t)| 6
A

|L′(λk)|
, t ∈ ∂D, k > 1,

ãäå ïîñòîÿííàÿ A íå çàâèñèò îò k. Òàê ÷òî êîý��èöèåíòû ðÿäà (0.2) èìåþò

îöåíêè

|ak| 6
A

|L′(λk)|
max
t∈∂D

|f(t)|, k > 1. (0.3)

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (0.1) è, êðîìå òîãî:

1) L(λ) � �óíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà;

2) äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ïðè k > k0(ε)

ln |L′(λk)| > [h(ϕk)− ε]rk, λk = rke
iϕk , k > 1. (0.4)

Òîãäà ëþáàÿ �óíêöèÿ f , àíàëèòè÷åñêàÿ â D è íåïðåðûâíàÿ â D, ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â îáëàñòè D ðÿäîì (0.2) (ñì. [1, ãëàâà IV, �6, òåîðåìà 4.6.4℄), òî

åñòü

f(z) =
∞
∑

k=1

ake
λkz

(ñõîäèìîñòü � ðàâíîìåðíàÿ âíóòðè D), ïðè÷åì, êàê âèäíî èç (0.3), (0.4),

äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ïðè k > k0(ε)

|ak| 6 Be[−h(ϕk)+ε]rk . (0.5)

Åñëè æå âìåñòî (0.4) âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå (ñì. [2℄)

1

|L′(λk)| >
C

rpk
eh(ϕk)rk , k > 1, (0.6)

òî îöåíêà (0.5), î÷åâèäíî, äîïóñêàåò êà÷åñòâåííîå óëó÷øåíèå.

�àññìàòðèâàÿ ñàìóþ îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà �óíêöèÿ f òîëüêî àíàëè-

òè÷íà â D, À. Ô. Ëåîíòüåâ ïîêàçàë (ñì. [1, ãëàâà V, �2, òåîðåìà 5.2.1℄), ÷òî
ñóùåñòâóþò öåëàÿ �óíêöèÿ M(λ) =

∑∞
k=0 ckλ

k
ñ ðîñòîì íå âûøå ïåðâîãî

1

À. Ô. Ëåîíòüåâ áûë âûíóæäåí ëèøü ïîñòóëèðîâàòü ýòî òðåáîâàíèå, èáî â îáùåé

ñèòóàöèè íå áûëî èçâåñòíî, âûïîëíÿåòñÿ ëè îíî õîòÿ áû äëÿ êàêîé-òî �óíêöèè L(λ).
Åñëè, íàïðèìåð, D � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, òî óñëîâèå (0.6) áóäåò âûïîëíåíî ïðè

p = 2 (ñì. [2℄).
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ïîðÿäêà ìèíèìàëüíîãî òèïà è �óíêöèÿ g, àíàëèòè÷åñêàÿ â D è íåïðåðûâ-

íàÿ â D, òàêèå, ÷òî

f(z) =

∞
∑

k=0

ckg
(k)(z), z ∈ D.

Òîãäà, ïðåäñòàâëÿÿ �óíêöèþ g ðÿäîì (0.2), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

f(z) =

∞
∑

k=1

bke
λkz, bk = akM(λk), z ∈ D. (0.7)

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (0.3) äëÿ ak, çàìå÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îöåí-
êè äëÿ êîý��èöèåíòîâ bk ðÿäà (0.7) çàâèñÿò îò îöåíîê ñíèçó äëÿ |L′(λk)|
è îöåíîê ñâåðõó äëÿ |M(λk)|. Â ñëó÷àå (0.6), íàïðèìåð, èìååì:

|bk| 6 Crpk|M(λk)|e
−h(ϕ)rk , k > 1. (0.8)

Ïðè ýòîì äàííûå îöåíêè, êàê âèäíî, íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè

î ïîâåäåíèè |M(λk)| ïðè k → ∞ íå äîñòàâëÿþò. Îäíàêî, åñëè �óíêöèÿ f
âáëèçè ∂D èìååò çàäàííûé ðîñò, íàïðèìåð, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè

r < r0(ε)

|f(z)| 6 exp

[(

1

r

)q+ε]

, r = d(z),

ãäå d(z) = ρ(z, ∂D) = infξ∈∂D |z − ξ|, òî, êàê ïîêàçàíî â [2℄, �óíêöèÿ M(λ)
èìååò ïîðÿäîê íå âûøå q/(q + 1), è òîãäà èç (0.8) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

|bk| 6 er
p+ε
k −h(ϕk)rk , k > k0(ε), p =

q

q + 1
. (0.9)

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â D �óíêöèÿ f
ïîðÿäêà

ρf = lim
z→∂D

ln+ ln+ |f(z)|

− ln d(z)
, a+ = max(a, 0),

íå ïðåâûøàþùåãî q1, äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ðÿä ýêñïîíåíò (0.7), ïðè÷åì
ïðè r < r0(ε) (ñì. â [2℄)

∞
∑

k=1

|bke
λkz| 6 exp

[(

1

r

)q+ε]

, r = d(z),

ε > 0 � ëþáîå.

1

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñòàòüå [3℄ �. Ñ. Þëìóõàìåòîâûì èçó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

H(q) àíàëèòè÷åñêèõ â D �óíêöèé ïîðÿäêà íå âûøå q, ãäå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà ïîëó÷åíî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà H ′(q), ñîïðÿæåííîãî ñ H(q).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðå÷ü áóäåò èäòè î êëàññå H(G,Λ) àíàëèòè÷åñêèõ
â âûïóêëîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G �óíêöèé, èìåþùèõ êîíå÷íûé ïî-

ðÿäîê è ïðåäñòàâèìûõ â G ðÿäàìè ýêñïîíåíò ñ ìíîæåñòâîì ïîêàçàòåëåé

Λ = {λk}. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé òàêîé îáëàñòè G íàéäåòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü Λ, èìåþùàÿ íóëåâóþ ïëîòíîñòü è íóëåâîé èíäåêñ êîí-

äåíñàöèè

δ = lim
n→∞

1

|λk|
ln

∣

∣

∣

1

Q′(λk)

∣

∣

∣
, Q(λ) =

∞
∏

k=1

(

1−
λ2

λ2k

)

, λ2k 6= λ2n ïðè k 6= n,

òàêàÿ, ÷òî H(G,Λ) 6= ∅.

Öåëü ñòàòüè � äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ

ãëàäêîé ãðàíèöåé, à Λ = {λk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ íóëåâóþ

ïëîòíîñòü è íóëåâîé èíäåêñ êîíäåíñàöèè, òàêàÿ, ÷òî H(G,Λ) 6= ∅. Òîãäà

ïîðÿäîê ρf ëþáîé �óíêöèè f ∈ H(G,Λ) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

ρf
ρf + 1

6 β 6 max
( ρf
ρf + 1

, q0

)

, (0.10)

ãäå

β = lim
k→∞

ln+ ln+
[

|ak|e
K(−ϕk)|λk|

]

ln |λk|
, q0 = lim

k→∞

ln+ ln 1
|Q′(λk)|

ln |λk|
,

λk = |λk|e
iϕk , K(ϕ) � îïîðíàÿ �óíêöèÿ îáëàñòè G.

Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè (0.10) íåóëó÷øàåìû.

�1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå �àêòû.

Ëåììà 1. Ïóñòü D � êîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, K(ϕ) � îïîðíàÿ �óíê-

öèÿ D, h(ϕ) = K(−ϕ), {λk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ

êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ:

lim
k→∞

k

|λk|
= τ <∞.

Åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè n > n0(ε)

|ak| 6 exp
[

−h(ϕk)|λk|+ |λk|
p+ε] , (1.1)

ϕk = arg λk, 0 6 p < 1, òî äëÿ ëþáîãî ν > 0
∞
∑

k=1

|ake
λkz| 6 exp

[(1

r

)q+ν]

, (1.2)
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ãäå r = d(z), q = p/(1− p), z ∈ D, r < r0(ν).

Ëåììà äîêàçàíà â [2℄. Îòìåòèì òîëüêî ñëåäóþùåå.

Åñëè z ∈ D, argλ = ϕ, arg z = ψ, òî

|eλz | = exp [|λ||z| cos(ϕ+ ψ)] ,

ãäå âûðàæåíèå |z| cos(ϕ+ψ) åñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðà z íà ëó÷ {t : arg t = −ϕ,
t > 0}. Î÷åâèäíî, ÷òî

|z| cos(ϕ+ ψ) < h(ϕ) − d(z), z ∈ D. (1.3)

Òàê ÷òî èç (1.1), (1.3) ïîëó÷àåì

|ake
λkz| 6 A(ε) exp

[

|λk|
p+ε − r|λk|

]

, k > 1,

ãäå r = d(z), 0 6 p < 1. Îòñþäà

∞
∑

k=1

|ake
λkz| 6 A(ε) exp

[

max
k>1

(

2|λk|
p+ε − r|λk|

)

]

∞
∑

k=1

e−|λk|
p+ε

. (1.4)

Ìàêñèìóì ÿâíî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ, à ïîñêîëüêó τ < ∞, òî ïîñëåäíèé ðÿä

ñõîäèòñÿ. Êàê ïîêàçàíî â [2℄, ïðàâàÿ ÷àñòü â (1.4) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

B(ν) exp
[(1

r

)q+ν]

, r > 0,

ν > 0 � ëþáîå.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (1.2) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé âû-

ïóêëîé îáëàñòè D. Ïðè ýòîì â ëåììå 1, êàê âèäíî, íèêàêèõ äîïîëíèòåëü-

íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöó ∂D íå òðåáóåòñÿ. Îäíàêî åñëè âìåñòî óñëîâèÿ

τ < ∞ âûïîëíåíî áîëåå ñëàáîå òðåáîâàíèå ln k = o(|λk|) ïðè k → ∞, òî

ëåììà 1 âîîáùå íåâåðíà (ñì. [2℄). Â òî æå ñàìîå âðåìÿ, åñëè ïîêàçàòåëè

ðÿäà ýêñïîíåíò

f(z) =

∞
∑

k=1

ake
λkz, z ∈ D, (1.5)

èìåþò êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü, à �óíêöèÿ f � êîíå÷íûé ïîðÿäîê ρf ,
ρf 6 q, òî â îáùåé ñèòóàöèè îöåíêà (1.1) äëÿ êîý��èöèåíòîâ ak ìîæåò òàê-
æå íå èìåòü ìåñòà. Äåëî â òîì, ÷òî ñóììà ðÿäà ýêñïîíåíò (1.5) â îáëàñòè D
ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîæäåñòâåííî, à åãî êîý��èöèåíòû íå ðàâíû íóëþ

è ìîãóò èìåòü ãîðàçäî áîëüøèé ðîñò, íåæåëè ïðàâàÿ ÷àñòü â îöåíêàõ (1.1).

�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü ϕ(r)� ëþáàÿ ïîëîæèòåëü-

íàÿ âîçðàñòàþùàÿ íà [0, ∞) �óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

lim
r→∞

lnϕ(r)

r
= 0.
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Èçâåñòíî (ñì. [1, ãëàâà I, �3, ï. 6, òåîðåìà 1.3.6℄), ÷òî ñóùåñòâóåò öåëàÿ

�óíêöèÿ L(λ) âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ñ èíäèêàòðèñîé ðîñòà h(ϕ) =
K(−ϕ) (ãäå K(ϕ) � îïîðíàÿ �óíêöèÿ D), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå (0.4) è

|L(reiϕ)| 6
eh(ϕ)r

ϕ(r)
.

Òîãäà èìååì (ñì. [1, Äîïîëíåíèå℄):

∞
∑

k=1

eλkz

L′(λk)
= 0, z ∈ D. (1.6)

Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîý��èöèåíòîâ ak = |L′(λk)|
−1

ðÿäà (1.6) èìåþò

ìåñòî îöåíêè: ïðè k > k0

|ak| > A−1ϕ(|λk| − 1)e−h(ϕk)|λk |, A = exp (max
t∈D

|t|).

Âèäèì, ÷òî ñóììà ðÿäà (1.6) ðàâíà íóëþ â D, à êîý��èöèåíòû ak çà ñ÷åò
âûáîðà ϕ(r) ìîãóò íå èìåòü îöåíîê òèïà (1.1). Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî,

íàïðèìåð, âçÿòü �óíêöèþ

ϕ(r) = exp
[ r

ln(r + e)

]

, r > 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ïîäîáíîé ñèòóàöèè, êîãäà λk (k = 1, 2, . . . ) � ïðîñòûå

íóëè íåêîòîðîé öåëîé �óíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ), äëÿ êîòîðîé
D � ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà, íåëüçÿ ñòàâèòü âîïðîñ î êàêîé-ëèáî �îðìó-

ëå, âûðàæàþùåé çàâèñèìîñòü ïîðÿäêà ρf ïðîèçâîëüíîé àíàëèòè÷åñêîé âD
�óíêöèè f îò êîý��èöèåíòîâ åå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ýêñïîíåíò (1.5). Äðóãîå
äåëî, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä ýêñïîíåíò ñõîäèòñÿ â áîëüøåé îáëàñòè G,
G ⊃ D. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ýêñïîíåíò {eλkz} íå ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå

àíàëèòè÷åñêèõ â G �óíêöèé, è ìîæíî óêàçàòü �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåí-

òîâ (ñì. [4℄, [5, ãëàâà II, �2, ï. 7℄). Íî òîãäà ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ

óñëîâèÿõ íà ïîêàçàòåëè λk ìîæíî âåñòè ðå÷ü î êàêîé-ëèáî ñâÿçè ìåæäó

ïîðÿäêîì ρf ñóììû ðÿäà (1.5) â îáëàñòè G è êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæå-

íèÿ ak.
Èòàê, ïóñòü ðÿä

f(z) =
∞
∑

k=1

ake
λkz

(1.7)

ñõîäèòñÿ â îáëàñòè G ⊃ D. Ïîñêîëüêó âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü τ <∞, òî

lim
k→∞

ln k

|λk|
= 0,
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è ïîòîìó îáëàñòü ñõîäèìîñòè G ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ àáñîëþòíîé ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà (1.7). Ïîýòîìó îáëàñòü G âûïóêëà (ñì. [1, ãëàâà III, �1, ï. 1℄).

Äëÿ èññëåäóåìûõ çäåñü çàäà÷ íàì âïîëíå ïîäõîäèò �óíêöèÿ Q(λ), îïðå-
äåëåííàÿ â êîíöå ââåäåíèÿ. Ïîâåäåíèå ýòîé �óíêöèè ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì òî÷åê λk, ïîêàçàòåëåé ðÿäà (1.7), è íàîáîðîò.

Èçâåñòíî (ñì. [5, ãëàâà II, �3, òåîðåìà 3.1℄), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

lim
k→∞

k

|λk|
= lim

k→∞

1

|λk|
ln

∣

∣

∣

1

Q′(λk)

∣

∣

∣
= 0 (1.8)

îáëàñòü ñõîäèìîñòè G ðÿäà (1.7) ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ H ðåãóëÿðíîñòè

åãî ñóììû. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ (1.8).

Òàê êàê ïëîòíîñòü τ = 0, òî D = {0}, ãäå D � ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà

�óíêöèè Q(λ). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì (ñì. [5, ãëàâà II, �2, ï. 7℄)

ak = e−λkz
1

2πi

∫

|t|=δ

ψk(t)f(t+ z)dt, k > 1, (1.9)

ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî z ∈ G âåëè÷èíà δ > 0 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû t+z ∈ G
äëÿ âñåõ t, |t| = δ. Çäåñü

ψk(t) =
1

Q′(λk)

∞eiϕ0
∫

0

Q(λ)

λ− λk
e−λtdλ, t ∈ Π(ϕ0),

ãäå Π(ϕ0)={t : Re(teiϕ0)>δ}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ0, 06ϕ062π,
ðàâíîìåðíî

max
t∈Π(ϕ0)

|ψk(t)| 6
1

|Q′(λk)|

∞
∫

0

max
|λ|=r

∣

∣

∣

∣

Q(λ)

λ− λk

∣

∣

∣

∣

e−δrdr, r = |λ|. (1.10)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî k > 1

max
|λ|=r

∣

∣

∣

Q(λ)

λ− λk

∣

∣

∣
6M(1)M(r), M(r) =

∞
∏

k=1

(

1 +
r2

|λk|2

)

. (1.11)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî k > 1
∣

∣

∣

Q(λ)

λ− λk

∣

∣

∣
=

1

|λk|

∣

∣

∣
1 +

λ

λk

∣

∣

∣

∏

k 6=n

∣

∣

∣
1−

λ2

λ2k

∣

∣

∣
. (1.12)

Ïîñêîëüêó åùå

1

|λk|
6

1

2

(

1 +
1

|λk|2

)

,
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à

1 +
r

|λk|
6 2

(

1 +
r2

|λk|2

)

, r = |λ|,

òî îöåíêà (1.11) ëåãêî ñëåäóåò èç (1.12). Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü â (1.10)

íå çàâèñèò îò ϕ0, òî áóäåì èìåòü

max
|t|=δ

|ψk(t)| 6
M(1)

|Q′(λk)|

∞
∫

0

M(r)e−δrdr, k > 1.

Â èòîãå èç (1.9) ïîëó÷èì îöåíêè: äëÿ âñåõ z ∈ G, k = 1, 2, . . .

|ak| 6
|e−λkz|

|Q′(λk)|
M(1)δH(δ) max

|ξ−z|6δ
|f(ξ)|,

ãäå

H(δ) =

∞
∫

0

M(r)e−δrdr, δ < ρ(z, ∂G) = inf
t∈∂G

|z − t|.

Ëåììà 2. Öåëàÿ �óíêöèÿ Q(λ) èìååò ïîðÿäîê íå âûøå q = ρf/(ρf + 1)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ïðè 0 < δ < δ0(ε)

H(δ) 6 exp

[(

1

δ

)ρf+ε]

. (1.13)

Äëÿ �óíêöèè

H0(δ) =

∞
∫

0

M0(r)e
−δrdr,

ãäå

M0(r) = max
|λ|=r

|Q(λ)|, r = |λ|,

ëåììà äîêàçàíà â [4℄. Çäåñü âìåñòî H0(δ) ðàññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ H(δ),
îïðåäåëÿåìàÿ ÷åðåç M(r) = Q1(ir), ãäå

Q1(λ) =

∞
∏

k=1

(

1−
λ2

|λk|2

)

.

Íî �óíêöèè Q(λ) è Q1(λ) èìåþò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê, ðàâíûé (ñì. [5,
ãëàâà I, �3, ï. 5℄)

inf
{

µ :

∞
∑

k=1

1

|λk|µ
<∞

}

.
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Ïîýòîìó ëåììà 2 åñòü àíàëîã ëåììû èç [4]. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî

lim
δ↓0

ln lnH(δ)

− ln δ
6 ρf

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öåëàÿ �óíêöèÿ Q(λ) èìååò ïîðÿäîê íå âûøå

ρf/(ρf + 1).
Íàì ïîíàäîáèòñÿ è ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç [6].

Ëåììà 3. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé

∂G, z0 ∈ ∂G, N0 � íîðìàëü â òî÷êå z0. Òîãäà ïðè z ∈ G ∩N0 è z → z0

|z − z0| = d(z)(1 + o(1)),

ãäå d(z) = ρ(z, ∂G) = minξ∈∂G |z − ξ|.

�2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Äëÿ ýòîãî âîñ-

ïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè äëÿ êîý��èöèåíòîâ ak (îíè áûëè óñòàíîâëåíû âû-

øå), ïåðåïèñàâ èõ â âèäå: äëÿ âñåõ z ∈ G, δ < ρ(z, ∂G)

|ak| 6M(1)
1

|Q′(λk)|
δH(δ)|e−λkz|max

|t|=δ
|f(t+ z)|, z ∈ G, k > 1. (2.1)

Ïóñòü λk = |λk|e
iϕk

, à zk � òî÷êà ãðàíèöû ∂G, òàêàÿ, ÷òî Re(zke
iϕk) =

K(−ϕk) (çäåñüK(ϕ) � îïîðíàÿ �óíêöèÿ êîìïàêòà G). Åñëè Nk � íîðìàëü

â òî÷êå zk, à z ∈ G ∩Nk, z → zk, òî, ïî ëåììå 3,

−Re(λkz) = −K(−ϕk)|λk|+Re [λkzk − λkz]

6 K(−ϕk)|λk|+ |λk||zk − z|

= −K(−ϕk)|λk|+ |λk|(1 + o(1))d(z),

ãäå d(z) = ρ(z, ∂G). Ó÷èòûâàÿ ýòî è ëåììó 2, èç (1.13), (2.1) ïîëó÷àåì: äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 ïðè δ < δ0(ε)

|ak| 6
e−K(−ϕk)|λk |+|λk|(1+o(1))d(z)

|Q′(λk)|
exp

[(1

δ

)ρf+ε]

max
|t|=δ

|f(t+ z)| (2.2)

ïðè z → zk, z ∈ G ∩Nk.

Ïîëîæèì δ = γd(z), ãäå γ � �èêñèðîâàííîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1).
Òîãäà δ < d(z). Òàê êàê �óíêöèÿ d(z) = ρ(z, ∂G) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà â G (ñì. [7, ãëàâà II, �6℄), òî åñòü äëÿ âñåõ z′, z′′ èç G

|d(z′)− d(z′′)| 6 |z′ − z′′|,

òî

d(t+ z) > d(z)− δ = (1− γ)d(z), 0 < γ < 1. (2.3)
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Ôóíêöèÿ f èìååò ïîðÿäîê ρf . Çíà÷èò, â ñèëó (2.3),

max
|t|=δ

|f(t+ z)| 6 exp
[( 1

(1− γ)d(z)

)ρf+ε]

,

åñëè d(z) < d1(ε) (ãäå ε > 0 � òà æå âåëè÷èíà, ÷òî è â �îðìóëå (2.2)),

çíà÷åíèå γ (òàêîå, ÷òî 0 < γ < 1) �èêñèðîâàíî. Çíà÷èò, äëÿ çàäàííîãî

ε > 0 ïðè d(z) < d2(ε) < d1(ε)

|ak| 6
e−K(−ϕk)|λk|

|Q′(λk)|
exp

[( 1

d(z)

)ρf+2ε
+ 2|λk|d(z)

]

.

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé d, èìååì

|ak|e
K(−ϕk)|λk| 6

1

|Q′(λk)|
exp

{

inf
0<d<d2

[(1

d

)ρf+2ε
+ 2d|λk|

]}

. (2.4)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

I = inf
0<d<d2

[(1

d

)ρf+2ε
+ 2d|λk|

]

6 Nρf (ε)|λk|
ρ1/(ρ1+1),

ãäå ρ1 = ρf + 2ε. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ν > 0

I 6 |λk|
ρf/(ρf+1)+ν

ïðè k > k0(ν). Ó÷èòûâàÿ ýòî, èç (2.4) ïîëó÷àåì: äëÿ ëþáîãî ν > 0 ïðè

k > k0(ν)

|ak|e
K(−ϕk)|λk | 6

1

|Q′(λk)|
e|λk|

ρf /(ρf+1)+ν

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ln+
[

|ak|e
K(−ϕk)|λk|

]

6 ln
1

|Q′(λk)|
+ |λk|

ρf/(ρf+1)+ν ,

à îòñþäà

ln+
[

|ak|e
K(−ϕk)|λk |

]

6 2max
(

ln
1

|Q′(λk)|
, |λk|

ρf /(ρf+1)+ν
)

, k > k0(ν).

Òàêèì îáðàçîì,

ln+ ln+
[

|ak|e
K(−ϕk)|λk|

]

ln |λk|
6

ln 2

ln |λk|
+max

( ln+ ln 1
|Q′(λk)|

ln |λk|
,

ρf
ρf + 1

+ ν

)

,

k > k0(ν), ν > 0 � ëþáîå. Çíà÷èò,

β = lim
k→∞

ln+ ln+
[

|ak|e
K(−ϕk)|λk|

]

ln |λk|
6 max

( ρf
ρf + 1

, q0

)

,
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ãäå

q0 = lim
k→∞

ln+ ln 1
|Q′(λk)|

ln |λk|
.

Äàëåå, åñëè β > 1, òî β > ρf/(ρf + 1) (ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ρf <∞).

Ïóñòü òåïåðü β < 1. Äîêàæåì, ÷òî β > ρf/(ρf + 1). Äåéñòâèòåëüíî, èç
îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû β èìååì: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè k > k0(ε)

ln+ ln+
[

|ak|e
K(−ϕk)|λk|

]

< (β + ε) ln |λk|,

òî åñòü

|ak| < e−K(−ϕk)|λk|+|λk|
β+ε

, β < 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ëåììîé 1 (â íåé ñëåäóåò ïîëîæèòü τ = 0, h(ϕk) =
K(−ϕk)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ν > 0 ïðè d(z) < d0(ν)

|f(z)| 6

∞
∑

k=1

|ake
λkz| 6 exp

[( 1

d(z)

)q+ν]

,

ãäå q = β/(1 − β), z ∈ G. Òàê ÷òî ïîðÿäîê ρf �óíêöèè íå ïðåâûøàåò

q = β/(1 − β), òî åñòü β > ρf/(ρf + 1).
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè q0 6 ρf/(ρf + 1), òî ρf/(ρf + 1) = β.

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ îöåíêà â (0.10) òî÷íà.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå îöåíêè òèïà (0.10) äëÿ ïîðÿäêà ïî �èòòó

ρR = lim
z→∂G

ln+ ln+ |f(z)|
1

d(z)

�óíêöèè f ∈ H(G,Λ) â îáëàñòè G ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû â [6℄. Íèæå áóäåò

ïîêàçàíî, ÷òî äâóñòîðîííèå îöåíêè (0.10), êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè

äëÿ ρR, òàêæå íåóëó÷øàåìû.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè q0 = 0 èç îöåíîê (0.10) �îðìàëüíî âûòåêàåò èçâåñòíàÿ
�îðìóëà äëÿ ïîðÿäêà â ïîëóïëîñêîñòè Π0 = {s = σ + it : σ < 0} (ñì. [8℄),

èáî τ = 0, à äëÿ λk > 0 çíà÷åíèÿ K(−ϕk) ðàâíû K(π) = 0. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî ïðè q0 = 0 èíäåêñ êîíäåíñàöèè (ñì. âûøå, à òàêæå â [1, ãëàâà II, �6,

ï. 2℄) ðàâåí íóëþ. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîëóïëîñêîñòè ïîêàçàòåëè

λk > 0 âîîáùå ìîãóò è íå áûòü íóëÿìè öåëîé �óíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà. Â [8℄ ïîêàçàíî, ÷òî âûïîëíåíèå ëèøü óñëîâèÿ

lim
n→∞

ln lnn

lnλn
= 0
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ H(Π0,Λ)
èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî

ρf
ρf + 1

= β.

Â ýòîé ñèòóàöèè, êàê âèäèì, âîîáùå íå �èãóðèðóþò íè q0, íè τ � îíè

ìîãóò áûòü ëþáûìè (íå èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü q0 = τ = ∞). Äåëî â

òîì, ÷òî â ñëó÷àå Π0 áûëè èñïîëüçîâàíû íå �îðìóëû (1.9), à íåðàâåíñòâà

Êîøè

|ak| 6M(f, σ)eλkσ, k > 1, (2.5)

ãäå

M(f, σ) = sup
|t|<∞

|f(σ + it)|, σ < 0.

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâ (2.5), êàê èçâåñòíî, äîñòàòî÷íî ëèøü âû-

ïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

lim
k→∞

ln k

λk
= 0

(áîëåå ïîäðîáíî ñì. â [8℄).

Òåïåðü ñòàâèòñÿ âîïðîñ î äîñòèæèìîñòè ïðàâîé îöåíêè â (0.10).

�3. Òî÷íîñòü äâóñòîðîííèõ îöåíîê äëÿ ïîðÿäêà

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ

f ∈ H(G,Λ), òàêèå, ÷òî
ρf

ρf + 1
< β = q0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå

âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1

.

Óòî÷íåííûì ïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ ρ(r), r > 0, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì

lim
r→∞

ρ(r) = ρ, lim
r→∞

rρ′(r) ln r = 0.

Åñëè äëÿ öåëîé �óíêöèè ϕ(z)

lim
r→∞

lnMϕ(r)

rρ(r)
= σ 6= 0,∞, Mϕ(r) = max

|z|=r
|ϕ(z)|,

òî ρ(r) íàçûâàåòñÿ óòî÷íåííûì ïîðÿäêîì öåëîé �óíêöèè ϕ(z), à σ � òèïîì

ýòîé �óíêöèè ïðè óòî÷íåííîì ïîðÿäêå.

1

Ïî ïîâîäó ñâåäåíèé, ïðèâîäèìûõ íèæå, áîëåå ïîäðîáíî ñì. â [9℄.
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Ïóñòü n(r) � ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, êîòîðûå ëåæàò â êðóãå
{z : |z| 6 r}, à n(r, θ1, θ2) � ÷èñëî òî÷åê èç ýòîãî ìíîæåñòâà, ëåæàùèõ â

ñåêòîðå {z : |z| 6 r, θ1 6 arg z 6 θ2}. Åñëè ρ(r) � óòî÷íåííûé ïîðÿäîê è

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→∞

n(r)

rρ(r)
= ∆,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Λ èìååò ïëîòíîñòü ∆ ïðè ïîêàçàòåëå ρ(r). Åñëè
äëÿ âñåõ θ1, θ2, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ñóùå-

ñòâóåò ïðåäåë

lim
r→∞

n(r, θ1, θ2)

rρ(r)
= ∆(θ1, θ2),

òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Λ èìååò óãëîâóþ ïëîòíîñòü ∆(θ1, θ2) ïðè ïî-

êàçàòåëå ρ(r).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ, êîòîðàÿ èìååò óãëîâóþ ïëîòíîñòü ïðè ïîêàçà-

òåëå ρ(r), ïðè ρ íåöåëîì (íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ýòîò ñëó÷àé) íà-

çûâàåòñÿ ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííûì ìíîæåñòâîì ïðè ïîêàçàòåëå ρ(r), à
ïîñëåäíåå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ïðè íåêîòîðîì d > 0

|λk+1| − |λk| > d|λk|
1−ρ(|λk |).

Èíäèêàòîð (èëè èíäèêàòðèñà) ðîñòà öåëîé �óíêöèè ϕ(z) óòî÷íåííîãî
ïîðÿäêà ρ(r) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

hϕ(θ) = lim
r→∞

ln |ϕ(reiθ)|

rρ(r)
.

Êàê èçâåñòíî, èíäèêàòîð � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2π.
CR-êðóæêàìè ìíîæåñòâà Λ íàçûâàþòñÿ êðóæêè

{

z : |z − λk| < d0|λk|
1−ρ(|λk |)

}

, d0 > 0.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì., íàïðèìåð, â [1, ãëàâà I, � 2, ï. 6℄), êî-

òîðóþ ìû ñ�îðìóëèðóåì, äëÿ óäîáñòâà, ïðèìåíèòåëüíî ê Q(λ), ââåäåííîé
âûøå.

Òåîðåìà À. Åñëè Λ = {λk} � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî ïðè ïîêàçàòåëå

ρ(r), ρ(r) → ρ, r → ∞ (ãäå ρ � íåöåëîå), òî âíå èñêëþ÷èòåëüíûõ CR-êðó-

æêîâ

lim
r→∞

ln |Q(reiθ)|

rρ(r)
= H(θ), (3.1)

ãäå

H(θ) =
π

sinπρ

θ
∫

θ−2π

cos ρ(θ − ψ − π)d∆(ψ),
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à �óíêöèÿ ∆(ψ) (îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîãî ñëàãàå-

ìîãî) õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå íóëåé λk:

∆(θ2)−∆(θ1) = ∆(θ2, θ1).

Åñëè λk = |λk|e
iϕk , òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0

ln
∣

∣

∣

1

Q′(λk)

∣

∣

∣
< −[H(ϕk)− ε]|λk|

ρ(|λk |), k > k0(ε). (3.2)

Çàìå÷àíèå 2 (ñì. [1, ãëàâà I, �2, ï. 6℄). Åñëè ρk = d0|λk|
1−ρ(|λk |) → ∞ ïðè

k → ∞, òî ðàâåíñòâî (3.1) èìååò ìåñòî âíå êðóæêîâ {z : |z − λk| < γ0},
ãäå γ0 > 0 � ëþáàÿ �èêñèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íàïðèìåð, åñëè ρ(r) ≡ ρ,
0 < ρ < 1, òî, î÷åâèäíî, ρk → ∞ ïðè k → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. �àññìîòðèì êîëüöà

Kn =
{

z : Pn < |z| < Pn+1

}

,

ãäå Pn = n1/γ , 0 < γ < 1 (γ âûáåðåì ïîçæå).

Â êàæäîì êîëüöå Kn âûáåðåì òî÷êè λnk, ðàñïîëîæåííûå ïî ñïèðàëè, à
èìåííî ïîëîæèì (ñì. ðèñ. 1):

λnk = [cn + dnk]e
iθnk , θnk =

2π

n2
k, k = 0, 1, 2, . . . , n2 − 1;

dnk = kn2, cn = Pn + n2.

�èñ. 1

Êàê âèäíî, ÷èñëî òî÷åê λnk â êîëüöåKn ðàâíî n
2
. Ïåðåíóìåðóåì, óïîðÿ-

äî÷èâàÿ ïî âîçðàñòàíèþ, òî÷êè ìíîæåñòâà

⋃∞
n=1

⋃n2−1
k=0 {λnk}. Ïîëó÷åííóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîçíà÷èì Λ1 = {λ
(1)
n }∞n=1. Ïîäáåðåì γ (0 < γ < 1/3)
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òàê, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ1 èìåëà ïëîòíîñòü (îòëè÷íóþ îò 0 è ∞)

ïðè íåêîòîðîì ïîêàçàòåëå ρ < 1, à ýòî âîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

λ
(1)
m ∈ Kn, òî, î÷åâèäíî, èìååì

n(λ
(1)
m )

|λ
(1)
m |ρ

∼
1 + 22 + · · ·+ n2

P ρ
n

=
n(n+ 1)(2n + 1)

6n
ρ
γ

∼
1

3

n3

n
ρ
γ

, n→ ∞.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ1 ïðè ïîêàçàòåëå ρ = 3γ èìååò ïëîòíîñòü,

ðàâíóþ 1/3. Äàëåå, åñëè λ
(1)
m , λ

(1)
m+1 ïðèíàäëåæàò Kn, òî

|λ
(1)
m+1| − |λ(1)m | > n2. (3.3)

Åñëè λ
(1)
m ∈ Kn, à λ

(1)
m+1 ∈ Kn+1, òî îöåíêà (3.3), êàê âèäíî, òîæå áóäåò

èìåòü ìåñòî. Äàëåå, åñëè

n2 > |λ(1)m |1−ρ ∼ n(1−ρ)/γ , n→ ∞, (3.4)

òî, ó÷èòûâàÿ (3.3), ïðè íåêîòîðîì d0 > 0 ïîëó÷èì

|λ
(1)
m+1| − |λ(1)m | > d0|λ

(1)
m |1−ρ. (3.5)

À ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (3.4), ïîòðåáóåì, ÷òîáû

2 >
1

γ
(1− ρ) =

1

γ
(1− 3γ),

òî åñòü γ > 1/5. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáðàííîì γ (1/5 6 γ < 1/3) ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Λ1 èìååò ïëîòíîñòü 1/3 ïðè ïîêàçàòåëå ρ = 3γ è ñïðàâåäëèâû
îöåíêè (3.5) (îíè áóäóò èìåòü ìåñòî äëÿ ëþáûõ m > 1).
Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì, èìååì:

Pn+1 − Pn = (n+ 1)1/γ − (n)1/γ =
1

γ
c1/γ−1, n 6 c 6 n− 1.

Îòñþäà, åñëè ïîëîæèòü γ = 1/5,

Pn+1 − Pn >
1

γ
n1/γ−1 = 5n4.

È òîãäà èìååì òàêæå:

|λn 1 − Pn| = n2 > 1, Pn+1 − |λnn2−1| = Pn+1 − (Pn + n4) > 4n4 > 1.

Ïîëîæèì òåïåðü

L1(λ) =

∞
∏

n=1

n2−1
∏

k=0

(

1−
λ2

λ2nk

)

.

Ïîñêîëüêó γ = 1/5, òî ρ = 3γ = 3/5. Òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ1 ïðè

ïîêàçàòåëå ρ = 3/5 èìååò ïëîòíîñòü, ðàâíóþ 1/3, à çíà÷èò, ïîêàçàòåëü
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ñõîäèìîñòè τ0 = 3/5. Òàê ÷òî L1 � öåëàÿ �óíêöèÿ ïîðÿäêà ρ = 3/5 (ñì.,

íàïðèìåð, â [5, ãëàâà I, �3, ï. 5℄). Áîëåå òîãî,

|λ
(1)
n+1| − |λ(1)n | > d0|λ

(1)
n |1−ρ → ∞, n→ ∞.

Çíà÷èò, èìååì:

lim
n→∞

n

|λ
(1)
n |

= 0, |λ
(1)
n+1| − |λ(1)n | > h > 0, n > 1.

Òàê ÷òî èíäåêñ êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ1 ðàâåí íóëþ (ñì. â [5,

ãëàâà II, �3, ï. 1℄):

δ(1) = lim
n→∞

1

|λ
(1)
n |

ln
∣

∣

∣

1

L′
1(λ

(1)
n )

∣

∣

∣
= 0.

Äàëåå, ïîñêîëüêó àðãóìåíòû θnk òî÷åê λnk, òàêèõ, ÷òî θnk = 2π/(n2k),
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 2π], à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ1 èìå-

åò ïëîòíîñòü 1/3, òî ñóùåñòâóåò óãëîâàÿ ïëîòíîñòü

lim
r→∞

n(r, θ1, θ2)

rρ
= ∆(θ1, θ2),

ðàâíàÿ, î÷åâèäíî,

∆(θ1, θ2) =
1

6π
(θ2 − θ1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ1 ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåíà ïðè ïî-

êàçàòåëå ρ = 3/5, à â ñèëó (3.5), îáðàçóåò ïðè ýòîì ïîêàçàòåëå ðåãóëÿðíîå

ìíîæåñòâî. Íî ρk = d0|λ
(1)
k |1−ρ → ∞ ïðè k → ∞. Çíà÷èò, âíå êðóæêîâ

Dn = {z : |z − λn| < 1} äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì (ñì. âûøå):

à) ln |L1(re
iθ)| > [H1(θ)− ε]rρ; á) ln |L1(re

iθ)| < [H1(θ) + ε]rρ, (3.6)

ãäå ρ = 3/5, H1(θ) � èíäèêàòîð �óíêöèè L1(λ).
Ïîñêîëüêó τ0 = ρ = 3/5, τ0 � íåöåëîå, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ1 èìååò

ïëîòíîñòü 1/3 ïðè äàííîì ïîêàçàòåëå ρ, òî �óíêöèÿ L1(λ) èìååò íîðìàëü-
íûé òèï σ1 ïðè ïîðÿäêå ρ (ñì., íàïðèìåð, â [1, ãëàâà I, �1, ï. 3℄).
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åùå îäíó öåëóþ �óíêöèþ

L2(λ) =
∞
∏

n=1

n2−1
∏

k=0

(

1−
λ2

(λ
(1)
nk )

2

)

,

ãäå λ
(1)
nk = λnk + εnk, εnk ↓ 0, n → ∞ (εnk ïîçæå âûáåðåì ñïåöèàëüíûì

îáðàçîì).
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Ïîëîæèì Q(λ) = L1(λ)L2(λ),

F (λ) =
(λ− λnk)(λ− λ

(1)
nk )

Q(λ)
.

Åñëè

∑

n, k εnk <∞, òî îáû÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ (ñì. [1, ãëàâà I, �2,

ï. 9℄), ÷òî âíå êðóæêîâ ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà L1(λ) ≍ L2(λ), òî åñòü ïðè

íåêîòîðûõ 0 < c1 < c2 <∞ âåðíû îöåíêè

c1|L1(λ)| 6 |L2(λ)| 6 c2|L1(λ)|.

Ñëåäîâàòåëüíî, âíå êðóæêîâ Dn äëÿ �óíêöèè L(λ) òàêæå áóäóò ñïðàâåä-
ëèâû îöåíêè òèïà (3.6), íî ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè 2[H1(θ)± ε]rρ.
Äàëåå, ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ìîäóëÿ,

|F (λ0)| = min
|λ−λnk|=1

|F (λ)| 6 max
|λ−λnk |=1

|F (λ)| = |F (λ
(1)
0 )|,

ãäå |λnk − λ0| = |λnk − λ
(1)
0 | = 1. Íî

F (λnk) =
εnk

Q′(λnk)
, F (λ

(1)
nk ) =

εnk

Q′(λ
(1)
nk )

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1

2

1

|Q(λ0)|
6

∣

∣

∣

εnk
Q′(λm)

∣

∣

∣
6 2

1
∣

∣Q(λ
(1)
0 )

∣

∣

,

ãäå λm = λnk èëè λm = λ
(1)
nk , m > m0. Ïîëîæèì òåïåðü

εnk = e−|λnk|
p
, 0 < ρ < p < 1 ρ = 3/5.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îöåíêè òèïà (3.6), áóäåì èìåòü: äëÿ âñåõ m > m0

|λnk|
p − 2(H1(θ) + ε)|λm|ρ 6 ln

∣

∣

∣

1

Q′(λm)

∣

∣

∣

6 |λnk|
p − 2(H1(θ)− ε)|λm|ρ,

(3.7)

ãäå λm = λnk èëè λm = λ
(1)
nk . Äëÿ ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ =

{λn} ∪ {λ
(1)
n } ïëîòíîñòü ïðè ïîðÿäêå 1 ðàâíà íóëþ, à êàê âèäíî èç (3.7),

èíäåêñ êîíäåíñàöèè δ = 0, q0 = p.
Ïóñòü Γn � êîíòóð, îáðàçîâàííûé îòðåçêàìè ëó÷åé

{

z : arg z = ±(θn0 + θn1)/2
}

è äóãàìè îêðóæíîñòåé

{

z : |z| = Pn

}

è

{

z : |z| = Pn+1

}

(ñì. ðèñóíîê 2).



48 �. À. �ÀÉÑÈÍÀ

�èñ. 2

�àññìîòðèì òåïåðü ðÿä ýêñïîíåíò

f(z) =
∞
∑

k=1

ake
λkz, (3.8)

êîý��èöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ak =

{

αnk(Q
′(λk))

−1, αnk = e−h(0)|λn0 |, åñëè λk ∈ Dn0,

e−h(ϕk)|λk |, åñëè λk = |λk|e
iϕk /∈ Dn0.

Çäåñü Dn0 � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì Γn, h(ϕ) = K(−ϕ), K(ϕ) �
îïîðíàÿ �óíêöèÿ çàìûêàíèÿ îáëàñòè G. ßñíî, ÷òî G � îáëàñòü ñõîäèìî-

ñòè äëÿ ðÿäà (3.8).

Ïîäñ÷èòàåì, ÷åìó ðàâíà âåëè÷èíà β. Äîñòàòî÷íî íàéòè β òîëüêî ïî

òî÷êàì λn ∈ Dn0.

Îáëàñòü Dn0 ñîäåðæèò òîëüêî äâå òî÷êè: λn0 è λ
(1)
n0 = λn0 + εn0. Åñëè

λk = λn0, òî

ak =
e−h(0)|λn0 |

|Q′(λn0)|
,

è ïîñêîëüêó ρ < p, òî èç îöåíîê (3.7) èìååì òàêæå:

β = lim
n→∞

ln+ ln+[|ak|e
K(0)|λn0 |]

ln |λn0|
= lim

n→∞

ln+ ln+ 1
|Q′(λn0)|

ln |λn0|
= p.
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Åñëè λk = λ
(1)
n0 , òî, àíàëîãè÷íî,

β = lim
n→∞

ln+ ln+ 1

|Q′(λ
(1)
n0 )|

ln |λ
(1)
n0 |

= p.

Òàêèì îáðàçîì, β = p = q0.
Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ ðÿäà ýêñïîíåíò (3.8) ρf/(ρf + 1) < β = p, ãäå ρf �

ïîðÿäîê ñóììû f ýòîãî ðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

An =
∑

λk∈Dn0

ane
λnz = e−h(0)|λn0| 1

2πi

∫

Γn

eξz

Q(ξ)
dξ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ïåðâóþ îöåíêó èç (3.6), èìååì:

|An| 6 e−h(0)|λn0|eb|λk|
ρ
|Γn|e

|ξ0|(h(ϕ)−d(z)), (3.9)

ãäå ξ0 = |ξ0|e
iϕ

� íåêîòîðàÿ òî÷êà êîíòóðà Γn, à |Γn| � äëèíà Γn. Ìû

âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî Re(ξ0z) 6 |ξ0|[h(ϕ)−d(z)], ãäå d(z) = inft∈∂G |z−t|
(ñì. â [6℄).

Íî, êàê èçâåñòíî, (ñì. [5, ãëàâà II, �2, ï. 5℄)

|ξ0|h(ϕ) − |λn0|h(0) 6 |ξ0 − λn0|max
t∈G

|t|. (3.10)

Äàëåå, òàê êàê θn1 = 2πn−2 → 0 ïðè n→ ∞, òî

|ξ0 − λn0| 6M(Pn+1 − Pn) =M
(

(n+ 1)1/γ − n1/γ
)

6M
1

γ
(n+ 1)1/γ−1 =M

1

γ
(n+ 1)4 6 NP 4/5

n ,
(3.11)

ãäå M , N � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò n, 0 < M < N < ∞.

Çíà÷èò, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ρ = 3/5, è ñ ó÷åòîì (3.10), (3.11),

èç (3.9) èìååì:

|An| 6 eNP
4/5
n +KP

3/5
n −Pnd(z), z ∈ G.

Òàê ÷òî

|f(z)| 6 B

∞
∑

n=1

eLP
4/5
n −Pnd(z), z ∈ G, (3.12)

ãäå L = max(N,K), 0 < K < ∞ (ïîñòîÿííàÿ K íå çàâèñèò îò n). Òåïåðü
âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ïîðÿäîê ρf ñóììû

ðÿäà (3.8) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå:

ρf 6 q =
α

1− α
, α =

4

5
.
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Çíà÷èò, ρf 6 4. Íî òîãäà èç-çà âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè ρf/(ρf + 1) ïîëó÷àåì,
÷òî

ρf
ρf + 1

6
4

5
.

Äî ñèõ ïîð âåëè÷èíà p áûëà ïðîèçâîëüíîé, íî p > 3/5. Âîçüìåì p > 4/5.
Òîãäà β = q0 = p > 4/5. Çíà÷èò, îêîí÷àòåëüíî, ρf/(ρf + 1) < β. Ïðèìåð
ïîñòðîåí.

Òàêèì îáðàçîì, â îöåíêàõ (0.10) äîñòèãàåòñÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöà. �

Çàìå÷àíèå 3. Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ îöåíêà äëÿ β,
ïîëó÷åííàÿ â [4℄, íå òî÷íà. Òåì ñàìûì òåîðåìà 2 îïðîâåðãàåò óòâåðæäåíèå,

ïðèâåäåííîå áåç äîêàçàòåëüñòâà â [4℄.

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðî�åññîðàì �. Ñ. Þëìóõàìåòîâó è

À. Ì. �àéñèíó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê äàííîé ðàáîòå.
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