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ВВЕДЕНИЕ 

Анализ влияния частиц дисперсной фазы на ха­
рактеристики турбулентности несущего потока (жид­
кости) является одной из главных задач в теории 
двухфазных турбулентных течений. Характер влия­
ния частиц на структуру турбулентного течения не 
является однозначным, и в зависимости от инерци­
онности и размера частицы могут оказывать как ла-
минаризирующее, так и турбулизирующее влияние 
на поток. Так, присутствие относительно мелких ча­
стиц в результате тормозящего (демпфирующего) 
воздействия, связанного с неполнотой их вовлечения 
в ггульсационное движение жидкости, вызывает до­
полнительную диссипацию и уменьшение интенсив­
ности турбулентных пульсаций. С ростом инерцион­
ности частиц дополнительная диссипация, обуслов­
ленная межфазным пульсационным скольжением, 
снижается и для крупных частиц становится несуще­
ственной. В качестве основного механизма генера­
ции турбулентности из-за обратного воздействия 
дисперсной фазы, по-видимому, следует считать об­
разование нестационарной вихревой структуры (сле­
да) вследствие отрыва потока за обтекаемой крупной 
частицей. Кроме того, заметное влияние на турбу­
лентные характеристики сплошной фазы может 
оказывать диффузионный турбулентный перенос 
частиц, обусловленный неравномерностью рас­
пределения дисперсной фазы в пространстве 
(своеобразный аналог влияния термогравитаци­
онных сил на турбулентность в однофазном неизо­
термическом стратифицированном потоке). В целом 
с ростом инерционности частиц наблюдается тенден­
ция смены ламинаризирующего влияния дисперсной 
фазы на турбулизирующее [1,2]. 

К настоящему времени накоплен достаточно 
большой экспериментальный материал по харак­
теристикам двухфазных турбулентных внутрен­
них и внешних течений (в каналах, трубах, погра­
ничных слоях, струях и т.д.). Однако выделить из 
этих работ информацию об отдельных механиз­

мах влияния частиц на турбулентность "в чистом 
виде", как правило, представляется затруднитель­
ным вследствие неоднородности течения, измене­
ния градиента осредненной скорости жидкости 
под воздействием частиц и других усложняющих 
факторов. Поэтому, с точки зрения выявления ос­
новных механизмов взаимодействия частиц с тур­
булентностью, особенное значение имеют ре­
зультаты прямого численного моделирования 
(DNS) в изотропных течениях и однородных по­
токах с заданной постоянной скоростью сдвига. 
Результаты DNS [3, 4] свидетельствуют о сниже­
нии интенсивности пульсаций скорости в стаци­
онарной турбулентности с ростом концентрации 
небольших тяжелых частиц, что согласуется с 
данными экспериментальных исследований [5]. 
Расчеты [6, 7] показывают, что введение в затуха­
ющую изотропную турбулентность небольших 
тяжелых частиц также приводит к дополнитель­
ной диссипации турбулентной энергии, причем 
этот эффект усиливается с увеличением инерци­
онности частиц. Однако в [8] обнаружено, что 
микрочастицы, время релаксации которых хр 

много меньше колмогоровского масштаба , вы­
зывают замедление скорости вырождения турбу­
лентности, т.е. повышают интенсивность турбу­
лентных пульсаций. Этот эффект был объяснен 
вкладом микрочастиц в транспорт турбулентной 
энергии за счет увеличения эффективной плот­
ности двухфазной среды, что эквивалентно 
уменьшению кинематической вязкости [9]. Сле­
довательно, влияние частиц на затухающую изо­
тропную турбулентность с ростом хр качественно 
изменяется и турбулизирующий эффект сменяет­
ся подавлением пульсаций скорости несущей 
сплошной среды [9, 10]. Результаты DNS [11—13] 
показывают, что влияние небольших тяжелых ча­
стиц на турбулентную энергию жидкости в одно­
родном сдвиговом потоке подобно влиянию в 
изотропной турбулентности: с ростом хр проис-
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ходит качественный переход от интенсификации 
к подавлению турбулентности. В этом случае тур-
булизирующий эффект связан с вкладом микро­
частиц в порождение турбулентности, обуслов­
ленное градиентом скорости. 

В литературе известно большое количество 
моделей, описывающих обратное влияние частиц 
на турбулентность, например [14—20]. Наиболее 
интересными, по мнению авторов, являются под­
ходы, развиваемые в [21—24]. Так, двухпарамет-
рическая к - е-модель турбулентности для дис­
персного потока [21] основана на двухточечной 
функции плотности вероятности (ФПВ) скоро­
стей частиц и качественно согласуется с данными 
DNS для изотропной турбулентности [6]. В [22] 
представлена полуэмпирическая модель для вто­
рых моментов пульсаций скоростей сплошной и 
дисперсной фаз; эмпирические константы, вхо­
дящие в уравнения для вторых моментов, опреде­
ляются в результате калибровки с данными DNS 
для однородного сдвигового потока. Авторы [23, 
24] предложили оригинальную одножидкостную 
модель двухфазного изотропного течения на осно­
ве модифицированного уравнения Навье—Стокса 
с зависящей от волнового числа эффективной 
плотностью и дополнительным демпфирующим 
членом, описывающим вязкое трение частиц и 
жидкости. Эта модель воспроизводит все принци­
пиальные особенности влияния частиц на изотроп­
ную затухающую турбулентность, полученные пу­
тем прямого численного моделирования [10]. 

В настоящей статье представлена теоретиче­
ская модель для описания влияния небольших тя­
желых частиц на турбулентные течения различ­
ного типа. Выполнен анализ влияния частиц на 
изотропную, однородную сдвиговую и присте­
ночную турбулентность. 

СООТНОШЕНИЯ, ОСНОВАННЫЕ 
НА ОДНОТОЧЕЧНОЙ ФПВ 

СКОРОСТИ ЧАСТИЦ 

Рассмотрим движение двухфазной дисперс­
ной среды, состоящей из несжимаемой вязкой 
жидкости и небольших тяжелых частиц. Объем­
ная концентрация дисперсной фазы Ф предпола­
гается малой, чтобы можно было пренебречь 
столкновениями частиц; однако массовая кон­
центрация М = РрФ/р может быть достаточно 
большой. Плотность частиц рр считается много 
большей плотности жидкости р, а размер не пре­
вышает колмогоровский пространственный мик­
ромасштаб. В этом случае уравнения для сплош­
ной и дисперсной фаз могут быть представлены в 
приближении точечных сил, приложенных к цен­
трам масс отдельных частиц. Кроме того, поведе­
ние частиц в турбулентной среде и их обратное 
воздействие на поток определяются, главным об­
разом, силой гидродинамического сопротивле­

ния, а силы, обусловленные присоединенной и 
вытесненной массами и эффектом памяти (сила 
Бассэ) могут не приниматься во внимание. Таким 
образом, движение жидкости описывается урав­
нением Навье—Стокса 

д и , , ди< 1 Эр , <52и, , Рв ft \ JL / i \ 
—'- + = — + V — — + l (v , - и,)ра\, (1) 
dt oxj pdXj oXjVXj pxp

 J 

где u „ v, — скорости сплошной и дисперсной фаз; 
р — давление; v — кинематическая вязкость жидко­
сти. Влияние частиц учитывается последним чле­
ном в (1), а величина р обозначает динамическую 
плотность вероятности скорости частиц [25]. 

Осредним уравнение (1) по ансамблю случай­
ных реализаций турбулентных полей, представ­
ляя скорость жидкости и давление в виде сумм 
осредненных и пульсационных составляющих 
(и = U + u ' , р = Р + р') . В результате получим 
уравнение Рейнольдса для турбулентной жидко­
сти с частицами 

ди, ^ vpU, = IdP i д 
dt ' dxj pdXj dxj 

^ dU, , , ,Л 
v— 1 -<« ,« ; ) 

dx 
+ A„ 

ртР

 J т , 

Ф=|л/у , Vi=^v,Pd\, P 

(2) 

Здесь Upi — так называемая скорость жидко­
сти, видимая частицами; ( u j ) p — скорость дрейфа 
между жидкостью и частицами, обусловленная 
неоднородностью распределения дисперсной фа­
зы; Vj — осредненная скорость дисперсной фазы; 
Р — статистическая одноточечная ФПВ распреде­
ления скорости частиц. 

Уравнение для рейнольдсовых напряжений 
жидкости, следующее из (1), имеет вид 

Kij ~ % - П у - Щ + Еу - Ау = 0, 

1 dt dxk 

2>,i = 
dx,, dxk p 

, dUj , eu, 
dxk dxk 

7LV = 
dxj 

2vi 'fyduj} 
\dxudxv 

(3) 
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-Uj(utp) -2(и]и)р)^(1у. 

Члены в уравнении (3) описывают соответствен­
но конвекцию, диффузию, порождение турбулент­
ных напряжений из осредненного движения за счет 
градиентов скорости, перераспределение между 
различными компонентами рейнольдсовых напря­
жений благодаря пульсациям давления, диссипа­
цию и обратное влияние частиц. 

Для нахождения членов, характеризующих воз­
действие частиц на импульс и турбулентные на­
пряжения несущего потока в уравнениях (2) и (3), 
т.е. At и Ау, необходимо определить корреляции 
пульсаций скорости жидкости и плотности веро­
ятности скорости частиц (щр) и (щи)р). Модели­
руя поле скорости жидкости гауссовым случайным 
процессом и ограничиваясь членами с производ­
ными первого порядка, можно получить [25] 

{щр) = - т . 

хр дхп 2 Dt 

(4) 

Dr 

(и',и)ик)р = 

dt dxt 

д{и)ик) д(и\ик) д{^1 
Г г U.;„ - f- Цк„ дх„ дх„ дх„ 

В отличие от [25] транспортный член Т>р(и\и})/Dt 
в (4) определяется вдоль "траектории движения 
жидкости, видимой частицей". Величины /„ , / н 1 , 
gu, lu представляют собой коэффициенты, харак­
теризующие вовлечение частиц в турбулентное дви­
жение жидкости. С целью упрощения эти коэффи­
циенты предполагаются скалярами и описываются 
соотношениями, соответствующими би-экспонен-
циальной автокорреляционной функции [25]: 

, 2Q + z 

2Q + 2Cl2 + z2, 
/и) 

_ ( 2 Q + z 2 ) 2 2il z 

(2fi + 2 Q 2 + z 2 ) (5) 

1 
П 

8и ~ ^ fw К ~ 8и fub Q — Р > Z 
iLp 'Lp 

где TLp, хТр— интегральный и дифференциальный 
временные масштабы, характеризующие взаимо­
действие частиц с турбулентными вихрями. 

С учетом (4) скорость дрейфа примет вид 

(иЪр = - I p g u i "/",) — • (6) 
OXj 

Для определения корреляции (и]и)р) примем 
аппроксимацию 

(«;«» = ( и ] и р р + + W ^ > . ( 7 ) 

Тогда согласно (4), (6) и (7) член, описываю­
щий влияние частиц в уравнении (3), представля­
ется в виде 

Ду — ~Кру + ^ pij + Пру — Еру + Gpy, 

K p i j = M f u \ dt р к дхк 

© .. = - Ж , ^ 
pij "'Ju\ л ' 

дхк 

П РЧ -М (Ф'к) 
( 

. охк dxkJ 

(8) 

kJJ 
+ (ujuk) gu—L-lu—J 

V дхк дх, 

^ • = — ( 1 - / , ) < " ; « ; • ) , 
X P 

r M 
b p y = — 

X P 
(Vi-Up^p + iVj-UpMuZi 

Слагаемые правой части (8) могут быть интер­
претированы как обусловленные присутствием ча­
стиц в потоке дополнительные конвекция, диффу­
зия, порождение, диссипация и эффект неодно­
родности распределения частиц в пространстве. 

Уравнение (3) с учетом (8) примет вид 
Kmij ^ m i j — П т,у — Т С у + Emy + Gру — О, 

Kmij = Ку + Кру, £)my- = Эу + £> р у , (9) 

П т,у — Пу- + П р у , Е т у = Еу + Е р у , 

где Kmij, Т)ту, Umy, Е т Ц - соответственно конвек­
ция, диффузия, порождение и диссипация турбу­
лентных напряжений двухфазного потока. 

Из (3) с учетом (8) получается уравнение ба­

ланса турбулентной энергии жидкости к = (щи)/2 
К-5)-П + Е-Ак=0, 

K = dk + Ujdk^ э = _а_ 
dt dxj dxj 

.dk ("РУ/) (Ц;Р') 
dxj 2 p 

'du] дщ\ U = -(u\u])^, e = v( 
dxj \dxj dxjl 

Ak = -Kp + ®p + np-Ep + Gp, 

K P = Mful 
rdk + udk} 

dt ' dx. 

Tip = -М(щи)) 

P -Ш 
p ~ _ 

( 1 0 ) 

dx. 

?udIi-ludU_\ 
"dxj "dXjf 
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Gp = Mgu{Upi-Vl)(uiu)) дЫФ 
дХ: 

Уравнение (10) аналогично (9) может быть 
представлено в виде 

Km-Vm-Ylm + £m + Gp = 0, 
Кт = К + Кр, Ът=Ъ + Ър, (11) 

Пт=П + Пр, гт = г + е„. 
Далее в диффузионном члене пренебрежем 

вкладом молекулярного переноса и пульсациями 
давления, т.е. положим 

д = \д(щи)и) 
2 dXj 

В пределе безынерционных частиц (микроча­
стиц) из (5), (10) и (12) следуют асимптотические 
соотношения 
lim Кр = -МК, lim 1)р = -MS) , lim П , = -МП, 

*р~>° *г->° ^ ) 
lim Ер = lim Gp = 0. 

т,->0 т р->0 
Итак, в безынерционном пределе получаем 

\\тАк = -М(К-Ъ-П). (14) 

В результате подстановки (14) в (10) при нали­
чии в потоке микрочастиц уравнение баланса 
турбулентной энергии переходит в 

К-Э-П+ = 0. (15) 
1 + М 

Физический смысл уравнения (15) заключает­
ся в том, что микрочастицы дают вклад в конвек­
цию, диффузию и порождение турбулентной 
энергии за счет увеличения эффективной плот­
ности потока в (1 + М) раз, однако не влияют на 
диссипацию, обусловленную вязкостью. Полу­
ченный результат согласуется с выводами работ 
[8-10, 12]. 

ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ А;-е-МОДЕЛЬ 
ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

ДЛЯ ДВУХФАЗНОГО ПОТОКА 
Моделирование сложных трехмерных течений 

на основе системы дифференциальных уравне­
ний для всех компонент турбулентных напряже­
ний приводит к большим затратам времени даже 
при использовании самых быстродействующих 
компьютеров. Поэтому для расчета однофазных 
течений широкое распространение получили так 
называемые алгебраические модели рейнольдсо-
вых напряжений, использующие дифференциаль­
ное уравнение только для турбулентной энергии. 
Аналогичный подход целесообразно применить и 
для моделирования двухфазных турбулентных те­
чений. Для этого нужно получить алгебраическое 
соотношение для (щи)), учитывающее присут­
ствие частиц. С этой целью, следуя известной в 

теории однофазных турбулентных течений ап­
проксимации [26], выразим члены в уравнении 
(9), описывающие конвекцию, диффузию и эф­
фект неоднородности распределения частиц в 
пространстве, через соответствующие члены в 
уравнении баланса турбулентной энергии (11) 

Kmij ~ Ътц + Gpij = {-^{Кт - Ът + Gp). (16) 

Корреляцию пульсаций давления и скоростей 
деформации аппроксимируем при помощи соот­
ношения [27, 28] 

(12) пи = ~ С 1 £ я к 
26, 

п 2 r W 
V 3 

(17) 
J 

где вместо диссипации е и порождения П у турбу­
лентности в однофазной среде введены соответ­
ствующие величины для двухфазного потока гт и 
Птц, a Cj и С 2 — постоянные. 

Для диссипации турбулентной энергии вво­
дится изотропное представление 

2Е 8 • 

*ш9=^у*- О») 
Тогда с учетом аппроксимаций (16)—(18) из 

уравнений (9) и (11) следует 

{ и у } - Ш « | а - С 2 ) ^ ( П д , - 2 П м 5 , / 3 ) ( ] 9 ) ( С , - 1 ) е я + П и 

Выражение (19) представляет собой неявную 
алгебраическую модель для определения турбу­
лентных напряжений, так как (щи)) входит как в 
левую, так и в правую части уравнения. С вычис­
лительной точки зрения, существенным преиму­
ществом по отношению к неявным обладают яв­
ные алгебраические модели, непосредственно 
связывающие турбулентные напряжения с гради­
ентами осредненной скорости. С этой целью в 
выражении для Hplj в (8) заменим градиент ско­
рости дисперсной фазы Vtj на соответствующую 
величину для сплошной фазы Uu. Эта замена не 
приводит к существенной погрешности ни для 
малоинерционных (Г2 <к 1), ни для высокоинер­
ционных (Г2 » 1) частиц, поскольку скорость ма­
лоинерционных частиц совпадает со скоростью 
жидкости, а вклад порождения высокоинерцион­
ных частиц Пр У в полное порождение П т у незна­
чителен по сравнению с порождением турбулент­
ных напряжений в сплошной среде. Поэтому ука­
занная замена может приводить к определенной 
погрешности только при Г2 ~ 1. Итак, получим 

npij = м/иХпф n m v . = (1 + Mful)Utj, 

Пт={\ + М/и,)П, 

Далее для явного выражения (щи)) применим 
итерационную процедуру, используя для П у в 
правой части (19) изотропное приближение 

(20) 

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР том 48 № 2 2010 5* 



228 ЗАЙЧИК и др. 

п = -Шу Подстановка (20) и (21) в (19) дает 
rdUt dUj 28U, Л 

(«;«}) = ^ 
дх 

^ 8 -
^ и 

Си(1 + М/и1)к 

dxi 3 дхк , 

2(1 - С 2 ) 

(21) 

(22) 

' Ет + {Пт-гт)1С1' - З С , 
В отличие от коэффициента турбулентной вяз­

кости в стандартной к - 8-модели турбулентно­
сти v, 0 = С^к2/е выражение для v, в (22) описывает 
два дополнительных эффекта: наличие частиц в 
потоке и неравновесность турбулентности, заклю­
чающиеся в возможности учета неравенства между 
порождением и диссипацией турбулентности. При 
отсутствии частиц (М = 0, Пт = П , гт = г) и в 
предположении равновесия между процессами по­
рождения и диссипации (П = е) v, переходит в \ т . 

В равновесном приближении ( П т = е т ) , что 
допустимо, например, при описании турбулент­
ности в пристеночной области, из (22) следует 

CJ\ + Mful)k2 

V, = • 
e + s„ 

(23) 

Уравнение для диссипации турбулентной энер­
гии представляется в виде 

2 

к, - юе - сЛи + сЕА - сЛлк = о, К & = дг + и д г ^ 

dt dXj 

(24) 

где C E L , С Е 2 , С е 3 — постоянные. Следовательно, по 
сравнению со случаем однофазного течения урав­
нение (24) содержит дополнительную константу 
С Е 3 . В литературе использовались различные зна­
чения постоянной С Е 3 , например: 1.2 [29], 2.0 [30], 
1.9 [31]; в [32] значение С Е 3 предполагается завися­
щим от массовой концентрации дисперсной фазы 
М, причем С е 3 = 1.2 при М —> 0. В данной статье 
постоянная С Е 3 определяется из требования, чтобы 
аналогично (15) безынерционные частицы давали 
вклад в конвекцию, диффузию и порождение турбу­
лентной энергии за счет увеличения эффективной 
плотности потока в (1 + М) раз, однако не влияли на 
деструкцию диссипации турбулентной энергии. Для 
этого нужно принять С Е 3 = С Е 2 . В этом случае урав­
нение (24) для безынерционных частиц (т р -> 0) с 
учетом (14) и (15) примет вид 

К, Я Е - С Е 1 | П + - ^ — 
к (1 + М)к 

0. 

Итак, уравнение для диссипации турбулент 
ной энергии принимается в виде 

е п + с ф - Л ) _ 
2 ) Е - С 8 1 7 П + С Е 2 - 0. (25) 

Далее рассмотрим способность двухпараметри-
ческой к - е-модели, включающей уравнения (10), 
(22) и (25), описывать влияние частиц на турбу­
лентную энергию в течениях различного типа. 

ВЫРОЖДЕНИЕ ИЗОТРОПНОЙ 
ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

Изотропная однородная турбулентность пред­
ставляет собой простейший класс турбулентных 
течений. Рассмотрим нестационарную вырожда­
ющуюся турбулентность за решеткой при отсут­
ствии силы тяжести. В этом случае диффузия и 
порождение турбулентности отсутствуют и урав­
нения (10) и (25) принимают вид 

(l + M / „ , ) f = -
at 

s + ^ ( l - / „ ) * 
x„ 

(1 + W ^ = -C.27 dt к 
8 + ^ ( 1 - / . ) * 

т» 

(26) 

(27) 

где значение постоянной С Е 2 равно 1.8. Началь­
ными условиями для уравнений (26) и (27) будут 

к = к0, г = 8 0 при t = 0. (28) 
Очевидно, что система уравнений (26), (27) с 

учетом (28) имеет интеграл 

*=4кТ-
ч л о / 

Коэффициенты вовлечения fu и /„ , в (26) и (27) 
определяются соотношениями (5). Так как в дан­
ной статье рассматриваются малоинерционные 
частицы, интегральный TLp и дифференциальный 
хТр временные масштабы, характеризующие вза­
имодействие частиц с турбулентными вихрями, 
могут быть приняты равными соответственно 
лагранжеву TL и тейлорову масштабам турбулент­
ности и описаны выражениями [25] _ 2 ( R e , + C,)x, 

15 , / 2 Г 
Re, ' 2 0 V V / 2 

3ev 

Т т 1 — 
2 Re 

1 c'/2 
15 a0J 

Q o o — 7, 
У/2 

X 

C, = 32, 

to fln = 

Л)1 

д 0 1 + a 0 o o Re x 

° 0 2 + ^ е Я . 

= 11, a 0 2 = 205, fl0oo = 7. 

(29) 

Время релаксации частиц определяется в 
предположении стоксова закона обтекания 

_ Ppd1 

I8pv' 
где d — диаметр частиц. 

На рис. 1а показаны результаты решения зада­
чи (26)—(28) о затухании турбулентной энергии в 
сопоставлении с данными прямого численного 
моделирования [10], приведенными на рис. 16. В 
соответствии с [10] начальное число Рейнольдса 
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Рис. 1. Влияние частиц на затухание изотропной турбулентности: (а) — решение уравнений (26) и (27), (б) — D N S [10], 
1-М=0, 2-5-М= 1; 2-St = 0.1, 3- 0.25, 4- 1.0, 5-5.0. 

Rex равнялось 75. Частицы вводились в поток в 
момент времени t = 1 (где t — безразмерное вре­
мя, принятое в [10]) с массовой концентрацией 
М = 1. Инерционность частиц характеризуется 
числом Стокса St = xp/xk, равным отношению 
времени релаксации частицы к значению колмо-
горовского временного микромасштаба в момент 
ввода частиц в поток. Из сравнения рис. 1а и 16 
видно, что, несмотря на существенное количе­
ственное расхождение, качественное влияние ча­
стиц на затухание турбулентной энергии, предска­
зываемое моделью и DNS, одинаково. Количе­
ственное расхождение связано, главным образом, 
с неадекватным описанием уравнением (27) при 
постоянном значении коэффициента С Е 2 дисси­
пации турбулентной энергии при небольших чис­
лах Рейнольдса. Известно, что для улучшения моде­
лирования затухания однофазной турбулентности 
при небольших числах Рейнольдса необходимо 
учитывать зависимость коэффициента С е 2 от R e x , 
однако улучшение традиционной к - г -модели 
для однофазной турбулентности выходит за рам­
ки данной статьи. Как видно из рис. 1а, введение 
в поток микрочастиц (St = 0.1) приводит к замед­
лению скорости вырождения турбулентности, 
что объясняется вкладом микрочастиц в транс­
порт турбулентной энергии за счет увеличения 
эффективной плотности двухфазной среды. От­
метим, что в безынерционном пределе (St —» 0, 
fu = fu\ ~ 0 задача (26)—(28) путем введения эф­
фективного времени t = t/(l + M) сводится к со­
ответствующей задаче для однофазной среды. 
Влияние частиц при St = 0.25, каки в [10], на тур­
булентную энергию несущего потока очень не­
значительно. Дальнейшее увеличение инерцион­
ности частиц приводит к более быстрому затуханию 
турбулентности благодаря росту дополнительной 
диссипации турбулентной энергии ер и снижению 
роли дополнительной конвекции Кр в связи с 
уменьшением коэффициента вовлечения /„ , . 

ОДНОРОДНЫЙ СДВИГОВЫЙ ПОТОК 
Рассмотрим влияние частиц на эволюцию тур­

булентной энергии в однородном потоке с посто­
янной скоростью сдвига. Вследствие однородно­
сти поля скорости несущего турбулентного потока 
тройные моменты пульсаций скоростей жидко­
стей и частиц обращаются в нуль, что приводит к 
обрыву цепочки уравнений на уровне вторых мо­
ментов. Поэтому однородные течения имеют фун­
даментальное значение для верификации моделей 
турбулентности для вторых моментов. 

Вследствие однородности потока концентра­
ция частиц в пространстве не изменяется, а гра­
диенты сплошной и дисперсной фаз равны. Эти 
градиенты задаются соотношением 

OXj OXj 
(30) 

где S — интенсивность сдвига, ахну — координа­
ты в продольном и поперечном направлении дви­
жения потока. 

С учетом (30) уравнения баланса турбулентной 
энергии (10) и скорости ее диссипации (25) при­
нимают вид 

(1 + Mful)f = (1 + Mful)U - (в + 6,), 
at 

(1 + M/ U l) 

(3D 

(32) 

(33) 

8 + 8 ; , + [(1 + Л / / в 1 ) П - ( е + Бр)]/С 1 ' 
Значения постоянных в (31)—(33) приняты 

С. = 1.1. 

V, = -

as = C e le(l + A//M l)n 
dt k 

П = v,S 2 , 

C,(l + Mful)k2 

равными C„, = 1.5, С Е 1 = 1.8, С ц = 0.09, 
При отсутствии порождения турбулентности за 
счет сдвига скорости (S = 0) уравнения (31) и (32) 
переходят в (26) и (27). Начальные условия для 
уравнений (31) и (32) задаются в виде (28). 
Лагранжев и тейлоров масштабы турбулентности, 
необходимые для определения коэффициентов 
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0.6 • J 0.6 

о Рис. 2. Влияние инерционности частиц на эволюцию турбулентной энергии в однородном сдвиговом потоке: (а) — ре­
шение уравнений (31)—(33); (б) - D N S [12]; 1 - М= 0 , 2 - 5 - М = 0.1; 2-St = 0.233, J - 0.583, 4- 1.165, 5 - 2.33. 

Рис. 3. Влияние массовой концентрации частиц на эволюцию турбулентной энергии в однородном сдвиговом потоке: 
(а) -решениеуравнений (31)—(33); (б) - D N S [12]; 1-М= 0; 2-4- St = 2.33; 2- М= 0.1; 3-М= 0.5; 4-М= 1.0. 

вовлечения /„ и ful, описываются, как и в изо­
тропной турбулентности, выражениями (29). 

При больших временах задача (31)—(33) имеет 
асимптотическое решение, не зависящее от на­
чальных условий. Это решение, как и в однофаз­
ном однородном сдвиговом потоке [33], характе­
ризуется экспоненциальным ростом во времени 
турбулентной энергии, диссипации и порождения 

к = Лооехр(ю0, е = 8 0 0ехр(юг), П = П 0 0ехр(шг), 

со = 
П„ 1 

П . 
• 1 

п. Q 2 - i 
На рис. 2 и 3 показано сопоставление результа­

тов моделирования эволюции во времени турбу­
лентной энергии однородного сдвигового потока 
с данными прямого численного моделирования 
[12]. В соответствии с [12] начальное число Рей-
нольса Rex равнялось 20. Частицы вводились в 
поток в момент времени t - 1, где t — безразмер­
ное время, принятое в [12]. Варьировались число 
Стокса St, равное отношению времени релакса­
ции частицы к значению колмогоровского вре­
менного микромасштаба в момент ввода частиц в 
поток, и массовая концентрация дисперсной фа­

зы М. Как видно из рис. 2, самые малоинерцион­
ные из рассмотренных частиц (St = 0.233) вызы­
вают рост турбулентной энергии, что связано с их 
вкладом в порождение турбулентной энергии из 
осредненного движения. В безынерционном пре­
деле уравнения (31)—(33) путем введения пере­
менных t = t/(l + М) и S = (1 + M)S сводятся к со­
ответствующим уравнениям для однофазной среды. 
Таким образом, турбулизация потока за счет микро­
частиц обусловлена двумя эффектами: уменьшени­
ем эффективного времени затухания начальной тур­
булентности и увеличением эффективной скорости 
сдвига. Введение в поток более инерционных ча­
стиц (St = 0.583 и 2.33) приводит к уменьшению 
энергии турбулентности благодаря росту дополни­
тельной диссипации турбулентной энергии е р . 
С увеличением массовой концентрации влияние ча­
стиц на турбулентность возрастает, и относительно 
инерционные частицы (St = 2.33) при достаточно 
большой массовой концентрации, как видно из 
рис. 3, оказывают сильное ламинаризирующее воз­
действие на течение. 
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ПРИСТЕНОЧНАЯ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ 
В ТРУБЕ 

Проведем приближенный анализ влияния ча­
стиц на пристеночную турбулентность в трубе, 
предполагая, что имеет место приближенное ра­
венство порождения и диссипации турбулентной 
энергии. В этом случае уравнение (11) сводится к 

Пт = ет. (34) 
В отличие от уравнения для турбулентной 

энергии, в уравнении для диссипации (25) необ­
ходимо учитывать диффузионный перенос Э Е . 
Тогда, пренебрегая конвективным переносом КЕ, 
полагая Ак - Пр -ер и учитывая (34), из уравне­
ния (25) получим 

( С Е 2 - С Е 1 ) е П _ , 
2Х 0. (35) 

С целью получения аналитического решения 
диффузионный перенос в (35) аппроксимируется 
алгебраическим соотношением 

2Х 
. (Q2 ~Ql)C" / к (36) 

где L — интегральный пространственный мас­
штаб турбулентности. 

Приравнивая (35) и (36), получаем выражение 
для скорости диссипации турбулентной энергии 

8 - (37) 

Из равновесного приближения для коэффи­
циента турбулентной вязкости (23) и соотноше­
ния (37) получается выражение для турбулентной 
энергии 

/ ; = (l + Mfui)L2 (дЦх

л2 

- ду 
Подстановка (23) в (34) дает 

(1 + Mful)ClJlkdUx 

(38) 

(39) 
1 + ер/г ду 

Оценим влияние частиц на А; в предположе­
нии, что профиль осредненной продольной ско­
рости U, и пространственный масштаб турбу­
лентности L в случае присутствия относительно 
малоинерционных частиц (Q < 1) изменяются не­
значительно. Принятое допущение подтвержда­
ется данными экспериментального исследования 
[34] для турбулентного газодисперсного течения 
в трубе. Тогда из (38) следует 

к =1 + М/и1 

к0 1 + Ер/е' 

где турбулентная энергия в однофазном потоке к0 

определяется как 

(40) 

Л/2 ду 
(41) 

Формула (40) выражает в равновесном приближе­
нии (34) влияние частиц на интенсивность присте­
ночной турбулентности и имеет ясный физический 
смысл: числитель характеризует увеличение турбу­
лентной энергии благодаря вкладу частиц в порож­
дение турбулентности, а знаменатель описывает ее 
снижение за счет дополнительной диссипации. 

Для определения параметра инерционности 
частиц Q положим TLp = TLvi определим лагран-
жев интегральный масштаб турбулентности при 
помощи соотношения 

С^к 
(42) 

С учетом (42) отношение диссипации турбу­
лентной энергии, обусловленной присутствием 
частиц, к вязкой диссипации равно 

2 М ( 1 - / „ ) 
(43) 

На рис. 4 показано влияние инерционности 
частиц на интенсивность турбулентности (отно­
шение кинетических турбулентных энергий в 
двухфазном и однофазном потоках), определенную 
согласно (40) с учетом (43) при М = 1 для разных 
значений параметра z • Видно, что с ростом парамет­
ра инерционности Г2 турбулизирующий эффект ча­
стиц благодаря их вкладу в порождение турбулент­
ности сменяется на ламинаризирующее влияние за 
счет дополнительной диссипации. Как следует из 
(43), при больших значениях Q роль дополнитель­
ной диссипации гр становится незначительной и, 
следовательно, влияние частиц на турбулентность 
исчезает. С уменьшением параметра z, когда число 
Рейнольдса в соответствии с соотношениями (29) 
возрастает, область малых значений Q, где имеет ме­
сто турбулизирующее воздействие частиц, сужается 
и при z —> 0 (Re -» оо) исчезает. 

В пределе больших чисел Рейнольдса (z = 0) ко­
эффициенты вовлечения (5) становятся равными 

1 г 1 
/и 

и формула (40) с учетом (43) принимает вид 

А 
кй 

1 + - М 1 + - 2М 
С 2 ( 1 + П) 

(44) 

Согласно (44) при больших числах Рейнольдса 
имеет место монотонное снижение интенсивно­
сти турбулентности с уменьшением параметра 
инерционности £1 (кривая 1 на рис. 4). Из (44) 
следует, что максимальное снижение интенсив­
ности турбулентности под воздействием частиц 
может быть реализовано при Re —> оо, Q —» 0, 
М —> оо и достигает 

к0) 

Г1/2 

Ь ^ = 0.15 
2 при С ц = 0.09. 
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Рис. 5. Влияние частиц на интенсивность турбу-
Рис. 4. Влияние инерционности частиц на интенсив- лентности в трубе: 1-4 - формула (44); 5-8 - экспе-
ность пристеночной турбулентности: 1- z = О , 2 - 0 . 1 , римент [34]; 1, 5 - М = 0.12; 2, 6 - 0.18; 3, 7 - 0.26; 
3- 0.2, 4 - 0 . 3 . 4,8-039. 

Проведем сравнение формулы (44) с экспери­
ментальными данными [34] по влиянию частиц 
на интенсивность турбулентности в круглой тру­
бе. С этой целью определим лагранжев инте­
гральный масштаб турбулентности (42), исполь­
зуя соотношения (38), (39) и (41): 

что позволяет выразить параметр инерционности 
частиц в виде 

, 1 / 2 

Cl = bL = Cl/%K \ = Т-^-. (45) 
TL

 ц рк0

 р L 
Интегральный пространственный масштаб тур­

булентности в (45) полагаем равным длине пути 
смешения Прандтля—Никурадзе 

L = 0.4>>(l - 1 . \у + О.бу2 - 0.15у 3 ), у = y/R, (46) 
где у — расстояние от стенки трубы, R — радиус 
трубы. 

На рис. 5 показано сравнение формулы (44), в 
которой параметр инерционности D, определяет­
ся согласно соотношениям (45) и (46), с экспери­
ментальными данными [34]. В работе [34] иссле­
довалось стационарное восходящее гидродина­
мически развитое газодисперсное течение в 
вертикальной трубе. Число Рейнольдса, постро­
енное по среднемассовой скорости потока и диа­
метру канала, равнялось 25600. В качестве дис­
персной фазы использовались частицы стекла 
диаметром d = 50 и 100 мкм и плотностью рр = 
= 2550 кг/м 3 , а также окиси алюминия размером 
50 мкм и плотностью 3950 кг/м 3 ; массовая кон­
центрация дисперсной фазы М изменялась в диа­
пазоне 0.12—0.39. Отметим, что в экспериментах 
[34] частицы являются достаточно инерционными, 

а число Рейнольдса достаточно большим, чтобы 
можно было исключить из анализа эффект интен­
сификации турбулентности при малых значениях 
параметра Q. Одновременно частицы относительно 
небольшие, поэтому можно не учитывать турбули-
зацию потока, обусловленную механизмом генера­
ции турбулентности за счет образования аэродина­
мического следа за крупными частицами. В резуль­
тате, как видно из рис. 5, формула (44) адекватно 
описывает снижение интенсивности турбулент­
ности в трубе с уменьшением инерционности и 
увеличением массовой концентрации частиц. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Получены соотношения для моделирования 

обратного влияния небольших тяжелых частиц на 
импульс и рейнольдсовы напряжения несущего 
турбулентного потока. Эти соотношения основа­
ны на одноточечной ФПВ скорости частиц и учи­
тывают вклад частиц в конвекцию, диффузию, 
порождение и диссипацию турбулентности. 

Представлена двухпараметрическая к - £-мо­
дель турбулентности для двухфазного потока. На 
основе этой модели выполнен анализ влияния ча­
стиц на интенсивность турбулентности в течени­
ях различного типа: на затухание изотропной тур­
булентности, эволюцию однородной сдвиговой 
турбулентности и пристеночную турбулентность 
в трубе. В результате сравнения с данными пря­
мого численного моделирования изотропной и 
однородной сдвиговой турбулентности и экспе­
риментальными данными в круглой трубе показа­
но, что представленная модель адекватно описыва­
ет влияние инерционности и массовой концентра­
ции частиц на интенсивность турбулентности во 
всех рассмотренных течениях. В соответствии с 
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данными DNS модель предсказывает, что турбу-
лизирующий эффект микрочастиц, обусловлен­
ный увеличением эффективной плотности двух­
фазной среды, с ростом инерционности частиц 
вследствие дополнительной диссипации сменит­
ся ламинаризирующим воздействием. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (проекты № № 07-08-92160 и 09-08-00084). 
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