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В Ц П Т Д Л Я М А Р Т И Н Г А Л О В . I I 1 ) 

Настоящая статья касается точности нормальной аппроксима­
ции распределений случайных величин Sn = $3" ̂ m > г д е ^ m — 
мартингал-разности. Известно, что в общем случае, даже если 
третьи моменты слагаемых конечны, точность аппроксимации не 
может иметь порядок лучший, чем 0 ( n _ 1 / ' 8 ) . Если условные дис­
персии E{Xm|A^i,... ,Xm-i] = EXm, то скорость сходимости име­
ет порядок 0 ( п _ 1 / ' 4 ) , в то время как при дополнительном условии 
независимости слагаемых точность аппроксимации имеет порядок 
0 ( п _ 1 / 2 ) . Настоящая статья представляет попытку объединить 
упомянутые выше случаи в одной оценке, а также рассмотреть ряд 
промежуточных ситуаций. Оценка дана в терминах определенных 
характеристик зависимости между слагаемыми, отражающих вли­
яние различных факторов на скорость сходимости. 

Ключевые слова и фразы: центральная предельная теорема, 

мартингалы, скорость сходимости. 

3 . Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1 

3 . 1 . П р е д в а р и т е л ь н ы е п о с т р о е н и я . Зафиксируем целое п и 
предположим, что 

I X = 1- (3-1-1) 
m=l 

Ш а г 1. Заметим, что если a2

m, > | при некотором m' ^ п, то, 
как легко видеть, ст* ̂  -Л=. В этом случае теорема тривиальна, и без 
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ограничения общности можно предположить, что < | для всех т. В 
этом случае существует т о , для которого 

то 
(3.1.2) 

и, как легко подсчитать, для любых положительных o i , . . . , ап 

ат ^ а*т для всех т и а*ш < За* при m > то - (3.1.3) 

Обратимся к доказательству при условии <тт < \. Как и раньше, 
будем обозначать символом С абсолютные постоянные, различные в раз­
личных формулах, так что возможна запись типа С + С = С, С < С, 
и т.д. Символы £,£о;£ъ • • • будут обозначать стандартные нормальные 
величины, не зависимые от с в . Xj и между собой. 

Ш а г 2. По неравенству сглаживания (см., например, [1]) для 
любого £ > О 

s u p | P { S n < z } - P { f 0 < z } | 
z 

< С{ sup | P { S n + ££ < z} - P{£o + ££ < z}\ + e}. (3.1.4) 

Ш а г 3. Пусть т — max{A;: 5Zj=i a ] ^ ! } • Ясно, что т — марковс­
кий момент относительно Для m < п положим 

' « " т о ; Ш < Т , 
тп—1 

#то = S 1 - °J 2 > Ш = Т + Х ' 

I 0, m > г + 1, 

п - 1 

1 - Е - 2 

. О, т < п. 

а], т > п - 1 , 

Таким образом, хотя 0| «сходны» с <т2, но £ " = 1 в? = 1. Отметим также, 
что 9^ измеримо относительно ^ r m _ 1 . 

При фиксированном е, которое будет уточнено позже, положим А т = 
1 -E jL i^ - + £ 2 - Имеем 

P{Sn + е£ < z] - Р { & + е£ < А 

= Р { 5 „ + £ £ < z} - p | £ 0mU + et<z\ 
m=l 

= E 

= E £ 
TO = 1 

n 

- Е Е 

РЬТО+ E ^^ + ^ < 4 - р Ь т _ ! + E ^ + £ f< 
l j=m+l ) К j=m 

Ф 

m=l . 

Ф T 

A, 
Ф 

2 £>тп—1 ^m£n 

A, 

ф [ T _ ^ 2 
' то \ 

(3.1.5) 
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где Тт — {z - Sm-i)/Xm. Число z будем считать фиксированным в тече­
ние всего доказательства. Поскольку оно довольно громоздко, приведем 

3 . 2 . П л а н д а л ь н е й ш е г о д о к а з а т е л ь с т в а . (I) Сначала мы заме­
ним в последней сумме в (3.1.5) вт на ат. На шаге 1 п. 3.3 будет оценена 
ошибка при такой замене, т.е. разность Е { Ф ( Т т - вт£т/\т) — Ф(Т т — 
°~т^т / Хщ)} • 

(II) Таким образом мы придем к интегралу Е { Ф ( Т т — Хт/Хт) — 
Ф(Г т — с г т £ т / А т ) } , который будет разбит на два: по множеству Ат = 

< \ } и по его дополнению. Оценка последнего интег-{|o!m| ^ 2 ' @т 1 ^ 2 
рала проста и будет осуществлена на шаге 2 п. 3.3. Оставшаяся часть 
доказательства посвящена 

Z Sm — Л Х т \ т I-Z Sm — 1 &т£г) Е £ / т Ф 
т = 1 

где 1т — индикатор А 

Ф (3.2.1) 

(III) Сперва мы перейдем от (3.2.1) к 

Sm — l 0~mYm \ Ж (Z Sm — \ ^т^я 

ТП=1 
Ф 

А, 
Ф (3.2.2) 

где а2

т = Ест^, \ 2

т = 1 - J2?=i + е2 ж Ym = Хт/ат. Заметим, что, 

по определению, E m Y m = 0, и Е т У ^ = 1, где Е т ( - ) = Е(- | & т ~ г ) . 
Указанный переход будет осуществлен в п. 3.4 в два этапа: сначала мы 
перейдем от А т к А т , а затем — от ат к ат. 

(IV) В конце п. 3.4 мы «уберем» 1т из (3.2.2), т.е. перейдем от 
(3.2.2) к 

Е Е 
т=1 L 

Ф - Ф 
Am. 

(3.2.3) 

(V) Преимущество, которое мы получили, — в том, что теперь 
мы имеем дело с неслучайными масштабными характеристиками Хт 

и ат. Оценивание (3.2.3) приведет к основным членам в (1.5). Поло­
жим Qm(y) = Ф((^ — у)/Хт). Тогда (3.2.3) можно переписать в виде 

Em=l Jrn, ГДе Jm = ~Ei[Qm(Sm-l + 0~mYm) — Qm(Sm-l + <7m£m)]-
(VI) Оценивание Ylm=i J™ просто; мы проведем его на шаге 1 п. 3.5. 
(VII) Перейдем к га > т р . Пусть Ym, m = 1,..., п, — независимые 

с в . с теми же маргинальными распределениями, что и у Ym. Обозначим 
Nm, т — 1> 2 , . . . , нормальную с в . с теми же первыми двумя моментами, 
что и у Sm. Мы предполагаем, что все Nm независимы между собой и 
от остальных с в . Имеем 

Jm = Е Qm(Sm-l + ОтУт) ~ Qm(Sm-l + 0"тУт) 

+ Е Qm(S 
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Qm{Sm-l + 0~т£т) ~Ь Qm(-^m-l 4" °m£m) 

+ Е Qm(Nm-i + d=mYm) - Qm(Nm-i + с т т £ т ) 

— Jml + ^т2 + ЛпЗ- (3.2.4) 

(VIII) Оценивание С У М М £т=т0+1 Лп2 И Ет=т0+1 4 з сходно с та­
ким же оцениванием для случая независимых величин и осуществляется 
на шагах 2-3 п. 3.5. 

(IX) Сумма Em=m 0+i Jmi отражает влияние конкретного типа зави­
симости на скорость. Эта сумма оценивается на шаге 4 того же раздела. 

(X) Собирая все оценки, мы придем к рекуррентному соотношению 
между ёп и 6т при т < п. Индукция осуществляется в п. 3.6. 

3 . 3 . П р е д в а р и т е л ь н ы е о ц е н к и . Ш а г 1. Согласно разложению 
Тейлора, 

Е Ф Г. - Ф Г 
т \ 

+ t(9m - ат)С, 

1 4 (вт - ат) \т

1(,т dt, (3.3.1) 

где (р — стандартная нормальная плотность. Применяя теперь то же 
разложение к </?(•) под знаком интеграла и используя то, что \ т ^ е 2, 
Щт = 0 и f m не зависит от остальных св . , нетрудно цолучить, что 
подынтегральное выражение не превосходит по абсолютной величине 

•ел I z ~ Sm—l \ вт ~ 0~т 
Е У х х 6> + С Е в-и±^ \ет-о-т\ < о + С Е 1 В Т A J 

Так как £m=i \в2

т - а2

т\ ^ |1 - Y?m=i ®тI> и 3 (3-3.1) получаем, что 

E Е *(А 

m=l L 4 

Ф ( гр _ °т£,т \ 
т \т ) 

1 - Е -
т=1 

. (3.3.2) 

Ш а г 2. Ниже будем опускать индекс п в / ? т п , т.е. /Зт = (Зтп-
Разлагая по Тейлору и принимая во внимание (1.1), определение о~т и 
то, что 1т измеримо относительно З Р т ~ х , имеем 

Е Е ( 1 - / т ) [ ф ( Г т - £ 

т=1 L ^ ' 

< С ^ [ Е ( 1 - / Т ) | Х ^ [ + Е ( 1 - / т ) ^ ] - 1 -
т—1 

< § Е Е С1 - J - ) l x - l 3 < § Е Е (1 а -1 +1^1) | х 
т=1 т=1 

(3.3.3) 
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3 . 4 . П е р е х о д о т у с л о в н ы х к б е з у с л о в н ы м д и с п е р с и я м . Наша 
следующая цель — перейти от (3.2.1) к (3.2.2). 

Ш а г 1. Пусть Тт = (z - Sm-i)/\m. Ниже U обозначает св . , 
равномерно распределенную на [0,1] и не зависящую ни от каких иных 
с в . Оценим 

т=1 

Ф Т. х„ Ф т „ -

- Е Е * 
771 = 1 

П 
Е Е ' ' 

771 = 1 

-ЕЕ '* 

UamYm \ 2 у 2 \ — 2 
" т 771 ^ 7 7 1 

U0~mYm \ 2 f 2 \ - 2 
П Р А 

7 7 1 ? 7 7 1 771 

771=1 
А, 

п1 Уг\~ 

- Ч> U m т ) o - m 4 m A : 

(3.4.1) 
m = l 

Заметим, что последнее слагаемое равно нулю (так как А„ = А п = 
е), и в последней сумме достаточно рассматривать m = l , . . . , n — 1 . 

Нетрудно видеть также, что, поскольку \ат\ 4. \ на множестве Ат, 
на том же множестве | ^ сг т/ст" т ^ 3. То же касается и условия \j3m\ ^ 
^ и отношения Y^=m+\a2jm.l YJj=m+\°2y Мы будем использовать это 
неоднократно. 

Условимся, что любая сумма Ylm

 = 0 при m > А;. 

Пусть х = min{n - 1,т + ! } • Так как # т = о- т при т < г, 

7 1 - 1 

Е Е ^ 
771 = 1 т=1 ^ 

+ т„ч>'(тя-

UomYm \ 2 у 2 \ - 2 

+ Е £ 1т<р'(Тт-

= Кг + К2 + К3. 

о* - в1 YlX? 

и°тУт \ 2 у 2 \ - 2 
°т* тлт 

(3.4.2) 

4 Теория вероятностей и ее применения, № 3 
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Поскольку вт = 0 при т > т + 1 и Е т У т = 1, получаем 

\К2 + К3\ ^ 
С 

С 

П°1-еЖ+ £ Е<^УГ 

Е | < 7 2 - 0 2 | + Е £ а; 
m=x-\-l 

С 
E 

m = l 

(3 .4 .3) 

Далее, 

m = l ^ 

UcrmYm ^ 2 2 , 2 Y - 2 \ 
" т - ^ т И т — Л т J 

+ E £ w ( r m - ^ ) 
m = l 4 *m / 

Заметим теперь, что 

£ ( 0 j - a | ) = E m £ ( 0 j - a 2 ) = - E m £ (0 2 - of) 
j = l j = l j = m + l 

= E m £ И - а | ) + Е т £ ( с т 2 - * 2 ) 

= X i m + X 2 m - ( 3 . 4 .5 ) 

Отметим также, что с в . X i m и Xim измеримы относительно ^ т п ~ 1 и 

| Х 2 т | < Е 
71 

£ - I - i (3 .4 .6) 

Разлагая появляющееся ниже </>'(•), только когда оно умножается на 
X i m , имеем 

^ С Г т У т ^ 2 v 2 / , . , , , Л \ - 2 \ - 2 
W m У т ( X i m + Х 2 т ) А т \ j r u = E £ w ( r m - ^ i ) 

т = 1 4 А т ' 

Е £ / „ У ( Т т ) £ # Х 1 т А ^ 2 • + R, (ЗАЛ) 
т = 1 

где R равно сумме остаточного члена в указанном разложении и части, 
содержащей хгт-

Примем во внимание теперь, что I(m ^ я) измеримо относительно 
<j£7n~1, и, следовательно, сумма в правой части ( 3 . 4 .7 ) равна 

771 = 1 
£ E / m / ( m < х) <J(TJ С У т Х 1 т А - 2 А - 2 

=1 
п 

= £ Е / т / ( т < к) <p'(Tj eiximK'X 

file:///-2/-2
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Нетрудно понять, что последнее выражение полностью совпадает с 
соответствующим выражением, которое возникнет, когда мы будем оце­
нивать, следуя в точности той же схеме, члены J^m. Поэтому указанные 
выражения взаимно уничтожатся.- В то же время 

1̂ 1 < Е Е 1твтО-т\Ут\ | X l m | ' А т

2 А ^ 
т = 1 

+ Е £ Ime2

mYl\X2m\А-2А-2 = R\ + R2. (3.4.8) 
m = l 

В m-м слагаемом в R2 все св . , за исключением Ym, измеримы отно­
сительно < ^ т ~ 1 . Поэтому, ввиду (3.4.6), 

R2 ^ Е 
i = i 

1твт Е 
т = 1 ^т^тп 

(3.4.9) 

(Мы воспользовались также тем, что х ^ т + 1.) Полагая снова — О 
при m > к, имеем 

Е ^ ^ Е + Е • 
т = 1

 m т т = 1 т о + 1 

(3.4.10) 

В силу (3.1.2) в первой сумме А2^ ^ ^ и А т ^ е2, так что первая сум­
ма не превосходит 2]^™^ 0 2 / е 2 < 2/е 2 . Применяя ко второй сумме нера­
венства Коши-Буняковского-Шварца и учитывая, что < <т̂  ^ Зст"2^ на 
множестве Ат, получаем, что указанная сумма ограничена выражением 

С 
в1 

Л 1 /2 Г 

Е т 1т. 
А4 

1 / 2 

(3.4.11) 
. m 0 + l m J L m 0 + 1 M . 

Оценивая первый сомножитель с помощью (3.1.3), приходим к следую­
щему: 

х п2 -т+1 п2 

Е т _ ST^ г
 ит 

L M \ 4 ~ I m (л _ ^ m - 1 Q2 , - 2 _ Д 2 ^|2 
mo + 1 т т 0 + 1 V 1 2 ^ j = l uj Т- t С Т О > 1 

* # 2 

^ m T t l ( 1 - Е Г = 1 ^ Г + ^ - 3 ^ т ) 2 т + 1 
# т 

т о + 1 
( 1 - Е Г = ~ 1 1 ^ + ^ 2 - 2 7 а : 2 ) 2 

(3.4.12) 

Воспользуемся теперь тем, что для любых ст ^ 0 таких, что 
E m = l c m = 1, И Л Ю б о Г О р > 1, 

у -
~ l ( l 

1 (3.4.13) 
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(Оценивается сверху соответствующим интегралом.) Поэтому, полагая 
е 2 большим, чем, скажем, 29(CT2)*, получаем, что правая часть (3.4.12) 
не больше чем С/е2 при достаточно большой абсолютной постоянной С. 
Второй сомножитель в (3.4.11) рассматривается аналогично, и оконча­
тельно 

R2 < С Е I X - 1 

Т71 = 1 

_ - 2 (3.4.14) 

Вернемся к R^. Нетрудно убедиться, что 

С 

m = l j=m+l 

j = m + l
 0rjm Заметим, что E m E j = m + i <*) = Ej= 

скобках равно 2Д т / (1 - (Зт), где Д т - Д 
следнего неравенства и определения 1т, 

- 1 

, и выражение в фигурных 
Следовательно, в силу по-

С п - 1 

т = 1 
(3.4.15) 

UamYm, имеем: Обратимся к К\2- Полагая Ф т о = z — Sm-i 
К\2 ~ Е £ т = 1 / т ^ ' ( Ф т / А т ) 0 т о ^ т М т - Рассмотрим разность между 
этим выражением и соответствующим выражением, возникающим при 
оценивании, в рамках той же схемы, членов с Jym, иными словами, рас­
смотрим EEm=i ImDm, где Dm = [ у / ( Ф т / А т ) - <р'{Ът/Хт)}в1у£/Хт. 

Пусть 1т1 и 1т2 — индикаторы событий Ат1 := {|xim| ^ А т / 1 0 } и 
Ат2 '•= { | Х 2 т | < Л^/10} соответственно. Разобьем последнее интересу­
ющее нас математическое ожидание на интегралы по области Ат\Ат2 
и его дополнению. Заметим, что А 2 ^ - Х2

т = xim + X 2 m - На Ат\А^2 вер­
но соотношение Хт х А 2 ^ (т.е. отношение левой и правой частей лежит 
между двумя абсолютными постоянными), и можно выписать разложе­
ние 

Ф 

Am 

Лт 

— ) Ф ( А - 1 - Х~г) 
А г 

АщАт А т -f- Ау, 
Ф т Л Ф X i m Н" Х 2 т 

А т / А т А т ( А т + А т ) 
(3.4.16) 

где А т — «промежуточное» выражение, фигурирующее в разложе­
нии Тейлора. Ясно, что Хт ж А 2 ^ , и, следовательно, | < ^ " ( Ф т / А т ) 

( Ф т / А т ) | ^ С. 
Мы видим, что E J ] m = 1 / m / m l / m 2 - D m не превосходит суммы двух 

слагаемых, одно из которых связано с членом в (3.4.16), содержащим 
Х 2 т , и ограничено выражением С Е Е т = 1 ImX2m0mY^Xm

4. К а к б ы л о по" 

казано ранее, последнее выражение не больше чем правая часть (3.4.14). 
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Второе из означенных слагаемых, содержащее Xim, равно 

Е ^ ImImlIm20mYmXm

2ip" 
т=1 

к Q2 у2 
= Е X Imlm\lm2 ™ Ш 

т=1 
А 2 

^тХХт 

Х т \ т { \ т + А т ) 

• + £ ^ m ( V - - -

{* - Sm-l)X\m 
AmAm(Am + A m ) 

х О2 У 2 

Г А Г "т1т ,JI \ 
} , 1т.1т\1т2^^ У 

т = 1 

X £/ "m^nXlm 

* 1 + 1/1 Фг 

Л Л ГЛ + А V ( З А 1 7 ) 

ЛтЛт\Лт т ^ m j 

где Ui — св . , равномерно распределенная на [0,1]. Нетрудно видеть, 
что т - е слагаемое во второй сумме в правой части (3.4.17) не больше, 
по абсолютной величине, чем C/ m CT™|Y m Xim|/A m . Докажем, что та же 
оценка верна и для m-го слагаемого в первой сумме. Этого достаточ­
но, так как E ^ m = i ° " m l ^ m X i m | / A m , как показано выше, не превосходит 
правой части (3.4.15). 

По определению Ф т , если \z-Sm-i\ ^ 1 0 | < 7 т У т | , т о | Ф т | < 11 |<г т У т | , 
и доказываемая оценка очевидна (см. также определения / m i , / m 2 ) - Если 
же |z —5 m _ i | > 10 |ermYm | , разложим по Тейлору ip" в (3.4.17) в окрестнос­
ти (z — 5 m _ i ) [ l / A m + f / i ( l / A m - 1/A m )] z — Sm-\- Первый член указанного 
разложения равен 

т̂п Y*w tl ( , п ч 1 JJ ( 1 
т г U\[ --

/ m / m l / m 2 " А 2 V Uz-Sm-x) 
1 (Z - Sm-i)xim 

AmAm(Am + A m ) 

Математическое ожидание этого члена совпадает с математическим 
ожиданием соответствующего члена для J^m, так что эти члены вза­
имно уничтожаются. 

Пусть <р(х) = sup|4|>;c\ip"'(t)\. Тогда, поскольку |<т т оУ т | < \z — 
5*m_i|/10, остаточный член рассматриваемого разложения, при введен­
ных условиях на Xim и Х 2 т > не превосходит 

C / m / m i / m 2 
А™ 

\z - Sm-\\ ~f9(z- Sm-i) 
x V 10Ar 

Так как A^ A^, выражение в квадратных скобках ограничено аб­
солютной постоянной, и математическое ожидание всего выражения не 
превосходит правой части (3.4.15). 

Рассмотрим теперь Е X v m = i / т ( 1 — Imi)Dm- В этом случае, т.е. при 
|Xim| > А^/10, будем раскладывать в ряд Тейлора в окрестности z — 
5 m _ i каждый из членов у / ( Ф т / А о т ) и у>' (Ф т /А т ) отдельно. Нулевые 
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члены взаимно уничтожатся с соответствующими членами для J^m—J^„ 
Остаточный член не превосходит 

a2 Y2 fa \Y I a \Y 14 f *2 

CI„ 

/ a3 \Y3\ 
+ [) > &) 

Ai, IXlr 
1 1 

А~ + Г (3.4.18) 

Математическое ожидание последнего выражения не больше правой час­
ти (3.4.15). 

Наконец, 

E £ / m ( l - / m 2 ) Z > m < C E £ 
•* -=2 у 2 l v „ 

и т 1 m\A2m\ 

Ai, 
m=l m=l 

что вновь приводит к правой части (3.4.14). 
Просматривая уже проведенные выкладки, нетрудно прийти к вы­

воду, что оставшиеся интегралы в (3.4.1), а именно J^m, Jy m , Jgm, мо­
гут быть оценены совершенно аналогично, причем ряд соответствую­
щих членов, как было выше объяснено, взаимно уничтожатся. 

Собирая все оценки этого пункта, получаем, что абсолютное значе­
ние выражения (3.4.1) не превосходит 

п - 1 

C U ^ E I / ^ I + I E 

l £ m=l 6 

Е 
7П = 1 

< - 1 (3.4.19) 

Ш а г 2. Теперь перейдем от <тт к <г т, точнее, оценим 

т = 1 
Е Е ' ' 

= 1 

-ЕЕ ' -
тп—1 

п 

ЕЕ'-

Am. 

Ф г. Ф т 

т = 1 

_ Цо~тУтп \ 2 у 2 \ - 2 

J f 2 \ -
am$mAr, 

Е Е 7" 
т = 1 

//'тг? ^^тУт ^ _ 2 ^2 \ - 2 

Ат, 

UamYr m m \ -2 v 2 7тг Y' \ г 

mxm m 

U(TmYm \ 2 t2 \ - 2 
4f [ T m - (3.4.20) 

Рассмотрим 

< p ' [ T m - a m Y m X m ~ V U m т I <7™ A. m m m 
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Т ,„'6г U^mXm \ i _ 2 —2 \ v 2 \ - 2 
Лп¥> [ 1 m т ) {°т - (Тт) Ym\ 

,/= UamYm\ ,f. 
Ч> M то f — ст-^Л-2. (3.4.21) 

Разлагая первое слагаемое в окрестности Т т , легко увидеть, что вновь 
нулевой член взаимно уничтожится с соответствующим членом для 
величин £ г. Остаточный член ограничен выражением 1 т

а т { р т — 

Разлагая второе слагаемое в (3.4.21), мы видим, что оно не превос­
ходит 1таш\ат - ат\\У^\1~\Ъ

Ш. 
В силу определения 1т математические ожидания последних двух 

выражений не больше чем 

7т3 

Г< т Т? Г I V 3 I 
о1 

< E / m | X m | 
.2 
ТО 1 
:2 1 

т 

Конечно, замена А т о на е груба, но мы все равно уже приходили к 
оценкам того же типа в (3.4.21). Таким образом, выражение в (3.4.20) 
не превосходит по абсолютной величине 

§ Е Е 1 « - х 
771 = 1 

(3.4.22) 

Этим оценивание разности между (3.2.1) и (3.2.2) завершено. 
Для последующего нам удобно теперь «убрать» 1т из (3.2.2), т.е. 

перейти от (3.2.2) к (3.2.3). Это делается аналогично выкладкам шага 4 
п. 3.1, и погрешность при указанном переходе не превосходит 

^ X ^ E ( K I + I / S m | ) | y m | -
771 = 1 

(3.4.23) 

3 . 5 . О ц е н и в а н и е п р и п о с т о я н н ы х у с л о в н ы х д и с п е р с и я х . 

Ш а г 1. Поскольку E m Y T O = 0 и E m Y m = 1, первые три члена разло­
жения Тейлора выражений в (3.2.3) взаимно уничтожаются, и 

аду£| , < С ^ Е | У 3 | п р и т ^ Ш 0 ) (3.5.1) •j^j^y j ^ т I то I _|_ " тоJ"I'ьто I 
A 3 А?„ 

где последнее неравенство следует из того, что Е |У т | > 1 и А т > С при 
т ^ т 0 ввиду (3.1.2). 

Пусть ит = Е|У£|. Из (3.5.1) и (3.1.3) следует, что 
TOO TOO п 

Е \Jm\ < С V] fmO^m < С У] ат max vkok = C{vno=n)*. (3.5.2) 
m = l m = l m = l ^ 

Случай m > mo рассмотрим, используя представление (3.2.4). 
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Ш а г 2. Легко проверить, что 

z °~mYm 

' m 3 £ Е Ф 
V 1 - ^ + E A 

ф 

С 
ot[E\Y*\ + E\a}-( 1 - с т т + е 2 ) 3 / 2 

(3.5.3) 

Так как а2

т < g для всех гта, получаем |«7тз| < Ссг^т- Следовательно, 

П 71 

, Е l ^ m a k C vma^ $ C{vnan)*. (3.5.4) 
771=7710+1 m=mo+l 

Ш а г 3. Обращаясь к Jm2, имеем 

- P{JV m _i < z - x - y}} P { A m f G rfy} 

X [ Р { а т У т G ^ } - P { Z T M £ M e dx}}. (3.5.5) 

Заметим теперь, что для любых с в . Y и Z с совпадающими первыми 

двумя моментами 

1115(ж + у) Р{А£ G [р{у е <М - Р{^ е 
^ sup i [ Е | У 3 | + Е | ^ 3 | ] , 

х Л 

(3.5.6) 

см., например, [26]. Применяя (3.5.6), приходим к оценке 

\Jm2\ ^ 
А?~ 

Отсюда и из (3.1.3) получаем, что 

CT^E^I + Е | £ | ) < С - з - „ m , m . ^m-l —3 

" п ё СТ2 

Е | / " i 2 | ^ C^n^n)* Е " д З 
m=rrio+l m=:mij+l 7 7 1 

(3.5.7) 

Ш a r 4 . Обратимся к Jm\. В силу разложения Тейлора 

Jml = Е ( 1 - U) ,1117* УУтУт \ -^з \ХЗ \ - 3 
1/J U r n т 1 J ~ . А -

<р" Т. 

т т 

C rm rmAm 

з „(z-у- Uamx 

X [ P { 5 m _ ! е dp I У т = а } - P { 5 m _ x G rfy}] Р { У т G dz}. (3.5.8) 
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Полагая Д т ( у \ х) : = P { S m _ i $y\Ym = x}-P{Sm-1 < у} и интегрируя 
по частям относительно у, приходим к соотношению 

\Jml\ - ^ т Л т 3 Е 
з т(г~У- Uamx 

ip -

х А т

х Д т ( у | z) Р { У т G dz} dy 

w/ z - y - Uamx 
Kdy 

x sup | Д т ( у I z ) | Р { У т G dz} = C o ^ r m A m

3 , 

где rm = J\x3\ svLpy\Am(y \ x)\Р{Ут G dz} . 
Отсюда И ИЗ (3.1.3) С л е д у е т £ m = m 0 + l \Jml\ ^ C E m = m 0 + l ^ m ^ m X 

A m < C ( < T n J " n ) * E m r r a o + l °mA m

3 . 
Заметим, что, ввиду (3.1.3) и (3.4.13), 

7 1 7?2 

E f m _ А Ч 
\ 3 2-~i /1 _ j=2 

= m n + l m m n + 1 V A ^ j = l uj m=mo+l m mo+1 + e 2 - ^ m ) 3 / 2 

5 , (1 

С 

т о + 1 ( 1 - Е Г = 1 1 ^ + ^ 2 - < 2 ) 3 / 2 ^ £ 

если e 2 > 2<т£2. Таким образом, 

С 
£ 

E I •'ml I ^ (ffn^n)*-
m=mo+l 

(3.5.10) 

Все оценки завершены, и нам осталась 
3 . 6 . И н д у к ц и я . Из неравенства сглаживания (3.1.4), представле­

ния (3.1.5) и оценок (3.3.2), (3.3.3), (3.4.19), (3.4.22), (3.4.23), (3.5.2), 
(3.5.4), (3.5.7) и (3.5.10) следует, что для любого е > 0 

1 - Е 
m = l 

1 А 
m = l 

+ ^ 3 Е E ( K I + \Pmn\)(\XiI + о М ) 

(3.6.1) 
m=mo+l m 

Положим 

x m = + Jfe^ + ( r * m ) i / 3 + ( Г ^ ) 1 / 4 . 
2L B„ 

(3.6.2) 

Предположим, что £ m ^ CoLm для всех m < n — 1 и некоторой 
постоянной Co, которая будет уточнена позже. (При т = 1 утверждение 
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тривиально.) Заметим, что для т > т 0 , ввиду (3.1.2), ^ В2/3 — |. 
Следовательно, в силу (3.1.3) и индукционного предположения, для т = 
т0 -f 1,... , п — 1 верно ёт < 9CoLn. Тогда для любого е > О 

ёп < с | е + 4 f + ^ + (ипапу + -е{гпапу 

+ {vnany9C0Ln £ S f l . (3.6.3) 
m—mQ-\-l т ) 

Из (3.6.3), (3.6.2) и (3.5.9) следует существование абсолютной по­
стоянной С ^ 1 такой, что 

£ 3 £ £ 
(3.6.4) 

Положим теперь е = 30СХ П . Заметим, что, поскольку г/* ^ 1, так 
выбранное £ ^ ЗОст̂ , т.е. £ удовлетворяет введенному ранее требованию. 
Тогда, окончательно, 

6п < Ln (зОС 2 + 3 + ~С0^ < Ln (Сг + ^ С 0 ) , (3.6.5) 

где С\ — некоторая абсолютная постоянная. Индукция завершается вы­
бором Со = \С\. 

4 . Д о п о л н и т е л ь н ы е з а м е ч а н и я 

1. Как отмечалось в п. 1.2, оценки ёп могут быть также получены 
в терминах не с в . Ym, а самих с в . Хт. Точнее, верна следующая 

Т е о р е м а 2 . Оценка теоремы 1 остается верной, если заме­
нить в (1.5) (ипапу на {р.поп)* и (г пст„)* на {гпоп)*, где тп = 
Е{\ХЦАт^(Хт)}/а1 

Д о к а з а т е л ь с т в о повторяет доказательство теоремы 1 со 
следующими изменениями. Во-первых, на шаге 2 п. 3.4 мы должны оста­
вить ош, как они есть, и перейти от Е £ т = 1 / т [ Ф ( Г т - - У т / А т ) - Ф ( Г т -

где Xm 

и am имеют те же распределения, что и Хт и ат соответственно, и 
не зависят от остальных с в . Оценивание разности между указанными 
выражениями проводится совершенно аналогично выкладкам шага 2, за 
исключением члена EIm[ip'(Tm -UXm/Xm) - ср'(Тт ~UXm/Xm)] X m A m

2 , 
который должен оцениваться так же, как член Jm\ на шаге 4 п. 3.5. 

2. Полученные оценки относительно точны или когда ат не слиш­
ком близки к от, или, напротив, когда достаточно близки. Как уже от­
мечалось в п. 1.2, в промежуточных случаях, например, когда \ат - ат\ 
м:ало только при больших т, последние члены в (1.5) могут иметь худ­
ший порядок, чем можно получить, рассматривая те или иные конкрет­
ные ситуации отдельно. 
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Указанное обстоятельство тесно связано с типом аппроксимации, 
принятом на первом шаге доказательства. Мы использовали приближе­
ние суммой Ylm=i ^m^mj т - е - суммой нормальных с в . со «случайными» 
дисперсиями. Ясно, что без каких-либо дополнительных предположе­
ний о ст2 приближение суммой £ т = 1 < 7 т £ т о не приведет к оценке даже 
порядка 0 ( п - 1 / 8 ) , так что, ставя цель охватить «крайние» случаи, мы 
должны были использовать первую из указанных аппроксимаций. 

С другой стороны, вторая из указанных аппроксимаций, кажущаяся 
более грубой, в некоторых случаях может привести к более точным оцен­
кам. К такому выводу можно прийти, анализируя, например, некоторые 
доказательства в [2], где указанная аппроксимация, будучи применена к 
ряду частных, но важных случаев, привела к достаточно точным ре­
зультатам. Было бы интересно исследовать возможности этой аппрок­
симации систематически. Мы надеемся сделать в будущем. 

3. Читатель, прошедший через доказательство, заметил, что при 
дополнительных требованиях на условные дисперсии оценка скорос­
ти сходимости может быть улучшена. Мы видели, что lA2^ - A m | < 
I Y!j=m+\{°)m ~ + I 1 ~ Вт YJj=i Если второе слагаемое меньше 
по порядку, чем первое, т.е. если | | 1 - В т

2 Y^jLi °~]\\оо достаточно мало 
при больших т, то \ т ж \ т на Ат- Это дает возможность заменить 
А т на \ т в вычислениях п. 3.4. В этом случае мы можем вместо грубой 
оценки Хт > е прийти к выражению типа £ m = m 0 + i ^ m A m ^ С / е - Это, в 
свою очередь, позволит заменить член Г ^ / е 3 на Г ^ / е . Что касается ин­
тегрирования по Ат, т.е. члена (3.3.3), он может быть оценен проще, так 
как он мал, если |ст2 —ст2| не велико. Например, если min{|o; m | , | /3 m | } ^ \ , 
правая часть (3.3.3) равна нулю. 
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