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М. ЛОПЕС 

О Ц Е Н К И И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х М О Д У Л Е Й Н Е П Р Е Р Ы В Н О С Т И 
СТАРШИХ П Р О И З В О Д Н Ы Х Р Е Ш Е Н И Й 

Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Х У Р А В Н Е Н И Й 

1. Введение. В настоящей работе рассматривается линейное эллипти­
ческое уравнение 

L(u)= 2 ak(x)D^u=f(x) (1) 

в ограниченной области Q я-мерного евклидова пространства R n . Здесь 
8. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е уравнения № 1 i i o 



x= (xu ... y xn) — точка области Q, k= (ku .. , kn) — мультииндекс^ 
kj^O, / = 1 , . , n, \k\ =ki+.. .+kn — длина этого мультииндекса, 

m — целое неотрицательное число, Ок=дш/дх?1---дхп

п. 
Далее всюду предполагаем, что выполняется условие эллиптичности 

уравнения (1) v*GQ, Yl=(lu . . . , / n )GR", (/* = ^ . . . / * п ) 

Ц a*( j t )Z f e S^ | / | 2 "V ^ = c o n s t > 0 . (2) 

Будем говорить, что функция и(х) является обобщенным решением 

уравнения (1), если и(х) принадлежит пространству Соболева W2™(Q) 
(см. [1, 2]) и удовлетворяет уравнению (1) почти везде в Q. 

Пусть Q' — область, замыкание которой принадлежит Q; будем на­
зывать /г-мерный вектор h допустимым, если все векторы й , где 0^.i^l9. 
сдвигают Q' в пределах Q. 

Известно [3—5], что если в уравнении (1) функция f (x)GLp(Q)* 
р > 1 , и коэффициенты ak(x), \k\^2mf непрерывны в £2, то старшие 
производные обобщенных решений уравнения (1) принадлежат про­
странству L P ( Q 6 ) , р > 1 , в любой внутренней подобласти Q6={x£Q: 
dist(лг, д й ) > 6 } , 6 > 0 , и их нормы в LP(Q6) оцениваются через нормы 
в LP(Q) функции f(x) и самого решения и{х). 

В настоящей работе в предположении, что функция f (x)£Lp(Q)r 

р > 1 , удовлетворяет условию Гёльдера в LP(Q) с показателем а» 
0 < а < 1 (см. [ 6 ] ) : 

" . % < » - sup ( J - | f ( ^ ) - ^ ) | ' „ • ) • * < , , <3> 

где h — допустимый вектор, и что коэффициенты аи(х), \k\^.2m9 удов­
летворяют обычному условию Гёльдера с показателем а, устанавли­
ваются априорные оценки для Ha,p{Dhu), \k\=2m, через # a , p ( f ) 
и норму в L P ( Q ) функции f(x) и самого решения и(х) (теорема 1). 

В предположении, что f(x)£Lp(£l), р > 1 , # £ « ( / ) < ° ° > l < s < p , 0 < 

< а < 1 , коэффициенты а*(х) непрерывны в й, и Я " q{ak)<oop 

q=ps/(p—s), I/гI ^ 2 m , устанавливаются априорные оценки для 

Ha,s(Dku), \k\=2m9 через Ha,s(f) и нормы в LP(Q) функции f(x) 
и самого решения и (х) (теорема 2) . 

Обозначим через LP}a(Q) (Wp

m

a (Q)) совокупность функций и(х)б 

GLp(Q)(Wp m (Q)) , имеющих соответственно конечные нормы 

\\и\\^а>Р = \\и\\ьрт+Н^р(и), (4) 

\\u\\L,a,P= Е \\Dbu\\%a,Pt D°u=u. (5) 

Будем использовать также следующие известные нормы для функций 
и (х), определенных в области Q и удовлетворяющих обычному условию 
Гёльдера с показателем р, 0 < Р < 1: 

\и\*»=\и\?,о+Н?{и)9 (6) 

где 

\u\oQo= sup | , #р* (и)= sup 
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Положим 2 l a f e | o , a = # i , Tt Н^лИо!а,«=^2. Всюду далее через /С 
lfel<2m \k\^2m 

будем обозначать постоянные, зависящие от я, р, Л, m, diam Q, 
(илиВг) . 

2. Внутренние оценки для решений уравнений с постоянными коэф-* 
фициентами. Пусть Q — единичный куб {х=(хи . . . , x n ) G R n , O s ^ X j ^ l , 
/ = 1 , . . . , п}. Рассмотрим внутри Q дифференциальное уравнение 

Lo(tt)—. £ akDku=f(x), (7) 
lfcl<2m 

для которого выполняется условие (2). 
Л е м м а 1. Пусть в уравнении (7) f(x)£LP)a(Q), £ |а* | = 

lfel=2m 

= f i i < o o . Тогда для любого обобщенного решения u(x)£Wp

ni

a(Q), р>1, 
0 < а < 1 уравнения (7) имеют место неравенства 

( 8 ) ; 

Предварительно приведем некоторые вспомогательные рассмотрения. 
Обозначим через бесконечно дифференцируемую функцию в Q, 
удовлетворяющую условиям 

^ - { " i l f c , ( 1 0 ) : 

P * n e U ) | < C / 8 » + * 5 \k\^2m, (11) 

где С — положительная постоянная, не зависящая от б [7] . В дальней­
шем будем употреблять следующую регуляризирующую функцию 
[ 8 - 1 0 ] : 

» ( е ; / ' , г) = Щ1-1г(\1'\1+г)]**К (12) 

/ п-1 2 \ 1/2 

Здесь /' = (/i , . . . , / n - i ) , IVI = I Ij J , e — положительное число, 
г — комплексная переменная. Легко видеть, что функция &(г; z) 
ограничена при всех значениях е, Г, z и стремится к нулю при | / ' | ; 
| z | - > o o и при е-Я) &(е; z)-+\ равномерно относительно /', z. Легко 
видеть, что функция 0(г; Г, z) не имеет полюсов в полуплоскости 
1 т г > 0 и аналитична по z. 

Рассмотрим интеграл 

1 Г- > Г- У(е; Г , - г ) 

где / = ( / ' , г ) , Л(Г , z)= £ a k l ? 1 z k \ *GQ 6, gGQ, у - к о н т у р 
Ш=*2т 

в комплексной плоскости {г}, состоящей из следующих частей: участков 
вещественной оси (—оо, —б 0), (во, +оо) (б0 — положительное число) 
и полуокружности | г | = б о , лежащей в верхней полуплоскости. 

Такого рода интегралы рассматривались в ряде работ (см., напри­
мер, [ 3 , 8 , 9 , 11]). 
8< М5 



Известно, что в окрестности х='Е) имеет место неравенство 

где D2m+S — любая производная порядка 2 / n + s и С — постоянная. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. Будем считать сначала, что / — 

достаточно гладкая финитная функция. Пусть 

о) б(е; х, &)=T|e(g)G(e; х, I ) . (14) 

Умножим обе части уравнения (7) на соб(е; х, I ) и проинтегрируем по Q 
(по £). Интегрируя по частям 2т раз, при помощи (10) получим 

' jL 0 (©6)tt (E)d6 = j © e ( 8 ; x , E ) " f ( E ) d g . (15) 
Q Q 

Используя формулу Лейбница, имеем 

и(щ)=Ьо(0)щ(1)+ Z аЛ Z Cq

kDtq r]6(g)Z)f G ( 8 ; x , E ) l 
\k\=2m * 0 < l g K 2 m - l ' 

(16) 
Я=(Яи • • • , Qn), ]k—q\ = {ki—qi)-\-.. .+ (kn—qn), kh ^ — целые неотри-

k n k- h-

цательные числа, qj^kj, / = 1 , . . . , n, Cq = J[ Cqf, Cq] —коэффициент 
бинома Ньютона. Производя дифференцирование по из (12) находим 

+ ° ° 

Поскольку ^ ( е ; Г, z) не имеет полюсов в верхней части комплексной 
плоскости {г}., то во втором слагаемом последней формулы контур 7 
может быть заменен вещественной осью / п . Тогда мы получим формулу 

+ 0 0 - f o o . 

J L 0 ( C ? ) r ) 6 ( g j a ( l ) ^ = {~\}™ J" - J" 9{г; I', 1п)(щи)(1)Х 

XeW'*)dlr--dln = uB(x), 

яерез g всюду далее будем обозначать преобразование Фурье функции g. 
При помощи (16) и (17) следующее равенство получается из (15): 

+<Х> 

- 2 а* ( 23 С/ J u(l)Dl~9 Л«(£)£>| л;, ) . (18) 

Рассмотрим какую-нибудь частную производную функции ие(х) по­
рядка 2т и обозначим ее через Dxmue. Согласно последней формуле 
л (10), будем иметь 



. . . X 

« « 1 . R n - 1 к n 

X д ( / Г ' 2 ) W ) ( ^ z)e«.*Wdz-

- 2 Z C g

f e J « а ) / ) Г % 6 Ш 1 ) Г ^ 0 ( е ; х ^ ) 4 ) , (19) 
l k ! = 2 m 0 < g ^ 2 m - l Q 6 / 2 \ Q 

+ • • . - + ^ n = 2 m . 

Известно, что функция Z*'1 /Л(^> M является множителем Map-

цинкевича (см. [3,12—14]), и поэтому произведение (на/) ( ' ' , ' п ) 
Л (/ , /п) 

является преобразованием Фурье некоторой достаточно гладкой функ­
ции Ф(Х) : 

/ ' ' " * / " П Ы)(/ ' , /п) = Ф(/), (20) Л( / ' , /„) 

причем 

M l L , ( Q ) < / ( l l f l l b , « ) . (21) 

Теперь перейдем к оценке ||ы|| w 2 m , n i i r Подставим выражение (20) 

в правую часть (19). Заменяя интеграл по контуру у на интеграл по 
вещественной оси 1П9 находим 

Dlnu&{x)= j - j » ( e ; / ) $ ( 0 e « ' . * ) d / i - d / n -
-ОО —OO1 

/ r v ( 2 2 ) 

- E flftl Б Ce* 'J и ( | ) / ) 6 * - ' т 1 в ( 6 ) / ) Г / ) 6

в е ( е ; х , 6 ) Л р ) = / 1 - / 2 . 
Ife| = 2 m X 0 < l g l ^ 2 m - l Q 6/ 2\Q 
Рассмотрим отдельно Л и 12. Поскольку $(е; I) является множителем 

Марцинкевича и <р удовлетворяет условию (21), то получим [3, 13, 14] 

(X) || L P ( Q 2 6 ) ^ НЛ (X) \\Lp(Q)<K\\f\\L9{Q). (23) 

Рассмотрим теперь сумму h{x). На основании оценки (13) и свойств 
(10), (11) функции т)б(^) находим 

Из неравенств (23) и (24) следует, что 

Ц Д Г Ч ( * ) Н L j ( № 2 e ) < ^ [ l l f l l L , ( e ) + l l « l l i „ ( e ) / 6 2 » + 2 ' » + 1 ] . (25) 

При помощи свойств эквивалентных норм в пространствах Соболева 

Wl™ (Q) (см. [2]) выводятся аналогичные неравенства для производных 
функций ие(х) низшего порядка. Таким образом, справедлива оценка 

Ы W 2 m ( Q 2 6 ) ^ / C [ | | / | | b p ( Q ) + N l l L l ( Q ) / 6 2 n + 2 m + 1 ] . (26) 
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Известно, что и&(х) слабо сходится к (щи) (х) при е-й) (см. § 2 [3 ] ) . 
Тогда на основании теоремы Соболева [1, с. 20] , свойств функции щ 
и того, что К не зависит от е, имеем 

lltfll ^ ( ^ ^ ^ [ l l / I U p W + l l w l l ^ w / f i 2 ^ 2 ^ 1 ] . (27); 

Последнее неравенство доказано пока при условие, что f(x)—доста­
точно гладкая функция. Однако легко видеть, что это неравенство имеет 
место для f£Lp ( р > 1 ) , поскольку на основании теоремы 7 [3] (см. так­
же гл. 1 [14]) оператор h может быть распространен на все L p ( R n ) 
с сохранением неравенства (23). 

Оценка (27) отличается от оценки, полученной в § 5 [3] , тем, что 
во второй член правой части не входят нормы решений е W2m~l (dQ)y 

а входит I N | J L I ( Q ) . 

о 2 6 

Переходим теперь к оценке H£p(Dku), \k\=2m. Пусть # G ( Q 2 6 ) ' , 
h — допустимый вектор, такой, что | / i | j < 6 / 2 , и f — достаточно гладкая 
финитная функция. Рассуждая так же, как и при выводе (22), из (19) 
получаем,что 

D^ue{x+h)-D^ue(x) = ( ~ | ^ J J $(г; / ) < р А ( / ) * « ' . » > Л , - dln-
-ОО —ОО' 

— 2 в * ( 2 С* J u(QD$ q ib(l)[Dlm DtG(*;x+h®-
]k\=2m 0 < l g K 2 m - l Q 6 / 2 \ Q 6 

-DTDiG{b-x,l)\dl)=h-J2, (28) 

где 

причем 

I W I B ( Q 2 6 ) ^ / ( [ - ^ r - l l / I L P ( Q ) + ( l J ]f{x+h)-f{x)\Pdx'yP].- (29) 
Q6/2 

Аналогично выводу (23) находим 

ll/ill L p i Q ^ < K [ - J A L | | / | | i p ( Q ) + ( J \f(x+h)-f(x)\*dx)1/P]. (30) 

Рассмотрим теперь сумму / 2 ( * ) . При помощи теоремы о среднем, 
неравенства (13) и свойств (10), (11) функции щ получим следующую 
оценку: 

Неравенства (30), (31) и теорема Соболева дают 

/ Г :\ D2mu(x+h) — D2mu(x) * v у / Р ^ 

llfilLp(Q) , „ Q m , I N L i ( Q ) 1 / о о \ 
^ Д [ б ^ + а Г ^ а , р ( Г ) - Г g 2 n + 2 m + 1 + a J- \?*У 
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Ясно, что оценка (32)' имеет место для производных функции и(х) 
.низшего порядка [2] . 

Рассмотрим случай, когда \h\ ^ 6 / 2 , \k\ ^ 2 m , 

( J 1 D k ^ - D h ^ 1^Г-<- (т ) ' -^^">- <33) 

Из (32), (33) и (27) вытекает следующее неравенство при \k\^2m: 

./ .С -ч D»u{x+h)-Dku(x) \.Р ур 
sup [ J j г т ^ \ах) ^ 

(<г26)'с(г

26 (Q26)' 1 1 

WLp<m_ , о«г m | IMIbi(Q) 1 (34) 

^ h«a.p(r)+ 6 2 n + 2 m + l + a J" 
Рассуждая так же, как и при выводе оценки (27) для /GL P , р > 1 , полу­
чаем оценку (34) для f£Lp,a, 0 < а < 1 . Из (27) и (34) следует оцен­
ка (9). 

Пусть QR={x=(xu ... , x„)GR"; 0 5 = £ X j S £ # < 1, / = 1 , . . . , и } — к у б . 
Л е м м а 2. Пусть в уравнении (7) f(x)dLp,a(QR), £J |°ft| = 

\k\=2m 
= 6 i < ; o o . Тогда для любого обобщенного решения u(x)(iWp™a(QR), 
р>\, 0 < а < 1 , уравнения (7) в QR имеют место неравенства 

Lja,,(D"u)*ZK[ 8 n + a R a +Ha,,{f) + 6 2 w + 2 m + 1 + a j ? 2 m + q j • , (36) 

Здесь К не зависит ни от б, ни от R . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем новые координаты х'. =RXJ, / = 1, . . . 
, п. Тогда куб QR перейдет в куб Q с единичным ребром. Уравнение 

(7) в новых координатах будет иметь вид 

2 ak . d k u (37). 
\k\=2m dx'kl-dx'kn 

1 n 

На основании оценок (27) и (34) получим неравенства 

l|u|| ^ г т ^ в / д ^ / С ^ ^ П / Н ^ ^ - т - Н ы Н ь к о / б 2 " ^ 1 ] . , (38) 

Я Г - ^ 4 ^ ^ + ^ ^ + - ^ ^ ] . . (39) 

Оценки (35) и (36) вытекают из неравенств (38), (39) после перехода 
ж старым переменным. 

Известно [3, 15, 16], что при любом е ^ О , р ^ 1 имеет место следую­
щее интерполяционное неравенство: 

^ е | | Ы | 1 I I "» M Q F I > " ' < 4 °> 

где С (г) — постоянная, зависящая от е, пу m и р, QR — куб с ребрами, 
параллельными осям координат. 

3. Внутренние оценки для уравнений с переменными коэффициен­
тами. 

Т е о р е м а 1. Пусть в уравнении (1) f (х) б LPj a ( Q ) , р > 1, 
и 23 \аАo^a=-Si<C00, 0 < а < 1 . Тогда для любого обобщенного реше-

ния u(x)£Wp,a(Q) уравнения (1) имеет место неравенство 
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1|м||2°т.а.Р<Л1[||Л1о"а,Р + 1|и||г 1( 0)], (41) 

где М — постоянная, зависящая от пу б, т , а, р, Я, В ь D\ Z) = diam fiL 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р= (хи ... , * я ) 6Й 6 , d (P ) = d i s t (Р, dQ) 

и Q(P) = {y=(yh . . . , y n )GR"; | ^ - ^ | < | л ( Р ) / 2 , | i ( P ) = v * ( P ) } — к у б , 
грани которого параллельны координатным плоскостям, а число 

v6(0, 1/4 ]/ л) будет точно определено в ходе доказательства. Рассмот­

рим еще кубы Q(P), <5(Р), где р,(Р) заменено соответственно на Jx(P) = 

= = _ v d ( P ) ) ^ ( p ) = 2 v d ( P ) > Очевидно, что Q ( P ) c : 0 ( P ) c = 5 ( P ) c = Q . 

Определим функции 

q(P)=dv(P)\\u\\QiPh qi(P)=db(P) £ H*p{D*u)y 

Ш = 2 т 

где l l t t | | Q ( P ) — 2 m ( Q ( p ) ) , у = 2 / г + 4 т + 1 , Y i = 2 n + 4 ! m + 2 a + l . 

В силу предположений теоремы 1 q(P) и #i(P) являются ограничен­
ными функциями. Очевидно найдутся такие точки Р 0 , PiGQ, что ^ ( Р 0 ) ^ 
> В Д <7 i (P i )># i /2 , где ЛГ= sup g ( P ) , М = sup qx(P). 

Обозначим через Q 0 , <3o кубы Q ( P 0 ) и <3(P0), а через Q b Qu Qi — 
кубы Q(Pi ) , <5(Pi), <3(Pi). 

Имеет место следующее неравенство (см. § 7 [ 3 ] ) : 

' Ып^2^+У+Ч\и\\о . (42) 

Докажем теперь, что 

(43) !&I=2m l £ l = 2 m 

Известно, что для точек P"&Qi\Q\ выполняется неравенство [3, § 7] 

d{P")>d{Pl)/2 (44) 

и, следовательно, iT(Pi)/^(P") < 4 . Поэтому число кубов Q ( P " ) , кото­
рыми можно покрыть Qi, не превосходит 4 П . Выберем такое конечное 
покрытие кубами Q ( P " ) , тогда 

4 4 

^ c z U Q ^ O c i U ^ ^ p . ( 4 5 ) 

Пусть (Qi)'czQi9 h — допустимый вектор. При \h\<.-^vd(Pi) нахо­
дим оценку 

/ Г I Dku(x+h)-Dku(x) ? Л 1 / р ^ У u Q { P j ) , n k ъ iA*\ 
[ J , f t , a — < ZJ #<X,P (Д*м), (46) 

(Qi)' 1 1 i=l 

а при ^ -^-vd(Pi) 
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/ г г D4(x+h)-D*u(x) *dxy»^ 2'̂ « у 

( Q (47) 
Аналогично выводу (42) (см. § 7 [3]) получим при помощи (46) 

и (47) неравенство (43). 
Рассмотрим теперь уравнение (1) внутри куба Q"o и преобразуем его 

следующим образом: 
£ ak(x°)D'4i=Fl(x)+F2{x)+f(x), (48) 

lftl=2m 

где 

Fi(x)= Б [ak{x°)-ah(x)]D>u, F2(x)=- Ц ak(x)D*u. 
\k\=-2m Ш < 2 т - 1 

Оценим сначала ||M||Q<P). В силу непрерывности коэффициентов урав­
нения (1) можно взять 0 < V < T ] O таким, чтобы 

max £ \ak(x°)--ak(x)\<l/22n+v+2Ku 
x&QQ \k\=2m 

где Ki — постоянная из неравенства (35). Итак, при помощи (42) полу­
чим неравенство 

| | Л | | м * « - Ж - М * ( 4 9 ) : 

Применим теперь к уравнению (48) оценку (35) внутри Qo, 0 < v < 
< 1 / 2 Д 

1 г | | ы | | м е о > 1 

- " Г i M I «»+К I l l F 2 , 1 + Ч < * > + M ( P o ) ) ^ J -

Перенося влево Ци|| у2 и используя интерполяционное неравенство* 

(40) при достаточно малом е и оценку (42), получим 
1!"Н Q o ^ ^ [ l l / l l „ р ( а о ) +Н"Н J , l ( Q o ) / ( v d ( P o ) ) v ] . 

Умножим последнее неравенство на dy(Po), тогда для любого 
имеем 

dv(P) I N Q(P) ^N^2d>(Po) | | u | | Q ( P o ) < 

:JC [ ^ ( P O ) ll/H Ь Р ( Ф ) + ^ J . - (50) 

Заметим, что это неравенство выполняется для любого PGQ. 
Так как d(P) > б и d(P0) < Z ) , то из (50) следует 

l l M I U ( p ) ^ - # - l W b p ( a ) + v - l l " l ! , l ( Q ) ] - (51> 

Поскольку Q 6 можно покрыть конечным числом кубов Q(P), то из 
последнего неравенства, вытекает оценка (при фиксированном v < 

< m i n ( l / 4 - / n , T ) 0 , I/2D) 

\M\wriQ&)<M[\\f\\Lp(Q)+\\u\\Li(Q)]. (52) 
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Рассмотрим теперь уравнение (48) внутри куба Q"i, где Р 0 заменено 

да Pi=xl=(x\, ... , xl

n). Оценим Я а , р ( Л ) . Пусть (Qi)'czuu h — до­
пустимый вектор. При помощи неравенства Минковского получим 

/ Г I F^x+^-F^x) - i P у/Р 

Г Г 7 V , , „ , v . I £ f t " ( * + f t ) - £ > * « ( * ) i , Y p , T / 1 ' 

( I a > W ~ | ^ + A ) Г ^ « ( ^ ^ Г - А + Д , ( 5 3 » 
l f e ! = 2 m 

В силу непрерывности коэффициентов уравнения (1) можно взять 
0 < C V < T ] I таким, чтобы 

max Ц \ак(х1)-ак(х)\<1/22п+ъ+2К2, (54) 
XBQ^ \k\=2m 

где К2 — постоянная из оценки (36). Используя неравенства (54) и (43), 
Находим 

4 П 

2 2 , " W - ( 5 5 ) : 

Поскольку коэффициенты ак(х) удовлетворяют обычному условию 
Гёльдера с показателем а, то 

А2^Вг\\и\\ (56) 

Теперь можно фиксировать число v и выбирать его таким образом, что­
бы Q < v < m i n ( l / 4 | ] / r n ^ r i o , 1/2/)), и так как v не зависит от функций 
и(х), f(x), можно включить множители, зависящие от v, в постоянную К. 
Из (50), (53), (55) и (56) следует оценка 

Применим к уравнению (48) оценку (36) внутри куба Qi, тогда при 
помощи (57) получаем неравенство 

HatP{D*u)^— 2 i Ha>p(Dku)+K[Ha,p(F2)+Ha,p(f)] + 
\k\tsz2m Z lk\=2m 

Перенося влево первое слагаемое, используя (51), (52) и оценку раз­
ностных отношений в Lp [6, 14], получаем из последнего неравенства 

2 ^ f 1

p ( Z ) ^ ) ^ M ^ , p ( f ) + d - v ( P 1 ) ( | | f | | b ( f l ) +I Ia | | Q ) ) ] . (59) 
lfcl<2m P 

Рассуждая так же, как и при выводе (50) и (51), получаем оценку 

2 я 2 1 Г ф * и ) < А 1 [ | | / | | о " а , р + 1 1 м | | Г 1 в Г О Л . (60) 
1 b t ( Q ) J 

! f e l ^ 2 m 

122 

file:///k/tsz2m


Теорема доказана. 
Т е о р е м а 2. Пусть в уравнении (1) f(x)£Lp\Q)[\La,a{Q), где 

l < s < p , q=sp/(p—s), коэффициенты ak(x), \k\^2m, непрерывны в £1 

и 2 l l a ^ l l o Q

a , q = B 2 < . o o . Тогда для любого обобщенного решения 
l f e !< .2m 

u(x)£W2

p

m (Q) П WsX(Q) уравнения (1) имеет место неравенство 

с. .^A«[||/|U,<Q)+iy£e(n +Н"Нг. 1СО>], (61) 

где константа М зависит от 6, п} m, р, s, а, К В2) D и от модуля непре­
рывности коэффициентов ац в пространстве C(Q) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предположений теоремы 2 имеет мес­
то оценка (52) для обобщенного решения и(х)бWp™ (Q) f| Ws™ (Q) 
уравнения (1). 

Рассмотрим теперь уравнение (48) в кубе Qi с центром в точке 
Pi=xl=(x\, . . . , х\). Из (53) для (Qi)'czQi и h имеем 

/ Г Г . , Dku{x+h)-Dku{x) и I s

 ( у/» , 

(<З.У 1 1 

+ 2 ( J I I V ^ X ^ I ^ - W , (62 ) ; 

Совершенно так же, как мы делали при выводе неравенства (55), 
получаем 

' ^ L . H " ^ ^ r t M ^ ' (63) 

где К2 — постоянная из неравенства (36). Оценим теперь / 2 . Используя 
неравенство Гёльдера с показателями р' и р", l / / ? ' - f l / p " = 1, p'=p/s, 
p " — p/(p—s), имеем 

/ 2 < В 2 2 ( J \Dku(x+h)\PdxY/P. (64) 

\к\=2тГ(агу 

При помощи неравенства (50) из (62) — (64) получим 

Н?\М<~ЪГ 2 Ha!s(D*U)+. К [ l l fHLp(0)+l |H| lL l ( Q)1- (65) 

При помощи рассуждений, аналогичных тем, которые были прове­
дены в доказательстве теоремы 1 после оценки (57), получаем оценку 
(61). 

Автор благодарен С. Н. Кружкову за постановку задачи. 
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А. И. П Р И Л Е П К О , Н. П. ВОЛКОВ 

О Б Р А Т Н Ы Е З А Д А Ч И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я П А Р А М Е Т Р О В 
Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я П Е Р Е Н О С А 

ПО П Е Р Е О П Р Е Д Е Л Е Н И Я М И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Г О Т И П А 

Данная работа посвящена исследованию ряда обратных задач для 
нестационарного многоскоростного анизотропного линейного кинетиче­
ского уравнения (уравнения переноса) 

(*, v9 t)+(v, V)u(x, v, 0 + 2 ( * > t)H*> v> 0 = 

(1) 

= J / ( x , v, ty v')u(xy v', t)dv'+F{xy vy t)y (x, vy t)£2) = GxVx(0t T). 
V 

В задачах о нейтронном излучении [1] уравнение вида (1) характе­
ризует процесс переноса нейтронов в веществе, где функция и является 
функцией распределения нейтронов, Е й / — характеристиками среды, 
F— плотностью источников нейтронов. К такому же уравнению приво­
дят задачи излучения заряженных частиц, а также распространения 
у-излучения. 

Обратные задачи состоят в определении функции и и одного из пара­
метров 2 , / или F из условий прямой задачи, т. е. уравнения (1), на­
чального условия 

и(х, v, 0 ) = ф ( х , v), (х, v)£GxV (2) 

и краевого условия 

u(x,v1t)=ix{x,v1t)y (х, v, t)GdGXVx (0, Г) , (vy пх)<0, (3) 

где пх — внешняя нормаль к в точке ху и некоторой дополнительной 
информации (условия переопределения). 

Исследованию обратных задач для дифференциальных уравнений в 
частных производных посвящен целый ряд работ, среди которых можно 
выделить [2—9]. 

Изучение обратных задач для уравнения переноса началось сравни­
тельно недавно. Первые постановки этих задач можно найти в [3—5]. 
После этого появились работы, посвященные их исследованию. Так, на-
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