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Работа посвящена исследованию средствами модальных логик свойств дока­
зуемости в достаточно сильных теориях (см. обзоры [1, 2 ] ) . Всюду ниже под Т 
понимает теорию, удовлетворяющую следующим условиям: Т в арифметическом 
языке; в Г выводимы аксиомы арифметики Робинсона; Г перечислима; все теоре­
мы Т истинны в стандартной модели арифметики. Этим условиям удовлетворяет, 
например, ивановская арифметика РА. Пусть Рг т(х) означает гёделевскую формулу 
доказуемости в Т. Формулы языка модальной логики естественно рассматривать 
как схемы арифметических формул, где пропозициональные и предикатные буквы 
являются метапеременными по арифметическим формулам, а модальность • пони­
мается *сак Ргт(-). Назовем и с т и н н о с т н о й л о г и к о й д о к а з у е м о с т и 
в Т множество модальных формул, задающих схемы истинных (в стандартной моде­
ли арифметики) арифметических формул. Как показано в [3 ] , истинностная про­
позициональная логика доказуемости в Г не зависит от выбора Г; она задается 
разрешимым исчислением S. В предикатном случае истинностные логики LT дока­
зуемости в Т могут быть различны при разных Т [4 ] . 

В настоящей работе показано, что ни одна из L т не является арифметическим 
(и, тем самым, перечислимым) множеством; также не является арифметическим 
множеством L = П Ьт. Таким образом, предикатные истинностные логики дока­

ти 
зуемости не имеют эффективного описания. Заметим, что в каждой из LT иЬ мно­
жество тех формул, которые не содержат модальности, совпадает с логикой преди­
катов и, следовательно, перечислимо. 

1. Считаем, что предикатный модальный язык получен из языка предикатов 
1-го порядка без равенства и функциональных символов добавлением дополни­
тельной одноместной связки • (модальность). Всюду ниже <x(t) - арифметическая 
а-формула, нумерующая аксиомы некоторой теории Г, и пусть Рг а (х) — стандартная 
гёделевская формула доказуемости в Г, построенная из а. Назовем о ц е н к о й 
всякое отображение / а , ставящее в соответствие каждой атомарной формуле Р 
арифметическую формулу faP, содержащую то же, что и Р, множество свободных 
переменных. Считаем, что fa коммутирует с операцией замены свободных пере­
менных в Р: 

fa(&(xu . . . , хп)) = А (хг,... , хп) => Г (3>{Уъ . • • , Уп)) =А (Уи • • • , Уп)• 
Как обычно, следует избегать коллизии переменных. Естественным образом оценка 
fa продолжается до отображения, ставящего каждой предикатной модальной фор­
муле/? в соответствие арифметическую формулу faR: 

1) fa коммутирует с булевыми связками и кванторами; 
2) fa nR(xu..., хп) = Prot(fOLR{xu . . . , хп)), где для каждой арифме­

тической формулы <р(хг,..., хп) через ф(хх,..., хп) обозначен терм для при­
митивно-рекурсивной функции X * i , . . . , xn

r<p(xi,..., x w ) n . 
Положим 

La = \R\R - предикатная модальная формула и для каждой оценки fa 

арифметическая формула fa R истинна}; 
L = П 1 а . 
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Т е о р е м а . Ни одна из логик La и L не является арифметическим мно­
жеством. 

2. Изложим с х е м у д о к а з а т е л ь с т в а . Обозначим через ЕАМ язык 
логики предикатов, содержащий только двуместный предикатный символ Е и трех­
местные предикатные символы А и М. Один из вариантов известной теоремы Тен-
ненбаума утверждает существование конечного множества X формул яШка ЕАМ 
таких, что: 

1) все формулы из X истинны в стандартной модели арифметики при интер­
претации г такой, что тЕ{х, у) есть х =у, тА (х, у, z) есть х + у = z, тМ(х, у, z) есть 
х-у = z; 

2) любая модель множества формул X с областью со такая, что Е интерпрети­
руется как тождество на со, а А иМ интерпретируются рекурсивными йреДикатами, 
изоморфна стандартной модели арифметики. Считаем, что Jt содержит аксиомы 
арифметики Робинсона, включая аксиомы равенства, записанные на ЕАМ-языке. 
Пусть В означает конъюнкцию формул из Х\ через D h обозначаем истинность в 
модели D, символом f= истинность в стандартной модели арифметики. 

Пусть Я — произвольная £4М-формула. Положим 
С = ВЛЧх,у(ПЕ(х,у) vniE(x,y)) ЛУх, y,z (ПА(х, у, z}>% 

AW]A{x,y,z))ANx,y,z{UM{x,y,z)hU -\M(x,y,z)^ и Я ' = С + Я . 

О с н о в н а я л е м м а . Для всякой La и всякой ЕАЙ-формулы Н h= Я 
{при интерпретации т) <=*Я' G La. 

Изложим с х е м у д о к а з а т е л ь с т в а о с н о в н о й л е м м ы . Пусть 
\=Н, fa - произвольная оценка и \= faC, следовательно, \±*faB. Опредейнй!интер­
претацию D с областью со такую, что для всех k, m, п G со 

D\=E(W, m)+*>h=faE(k, т), 
D Ъ=А(к, т, n)*=*^faA(k, т, п), 
D\=*M(k,mf п) *=>b=f«M(k,m,n). 

Нетрудно заметить, что для каждой £4М-формулы Р D^P***^ faP, в частности, 
D \=В. 

Л е м м а 1. Отношения, задаваемые на со формулами faE, faA и faM, 
рекурсивны. 

Пользуясь^ леммой 1, можно перейти от D к интерпретации D1 с об­
ластью со такой, что D' элементарно эквивалентна D, формула Е интерпретируется 
в £>' отношением тождества, интерпретации А и М в D' рекурсивны. Таким обра­
зом, D является рекурсивно определенной моделью множества X формул языка 
ЕАМ, следовательно, D' изоморфна стандартной модели арифметики и D'\= Н. 
Отсюда следует D\=H,hfaH и | = / а Я \ 

Пусть теперь М= Я при интерпретации т. Пусть fa на атомарных формулах 
Е, А и М совпадает с г. Из свойств формулы В и разрешимости в Т отношений х=у, 
x+y=z и х-у =z следует&=/ аС. Таким образом,!^ faH и основная лемма доказана. 

Основная лемма дает алгоритмическую сводимость множества всех истинных 
арифметических формул к каждой из La i&L, что доказывает теорему. 
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