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Предложены алгоритмы итерационного построения оптимальных покрытий невы-
пуклых плоских фигур наборами кругов. Их основу составляют процедуры разби-
ения фигуры на области влияния точек, служащих центрами элементов начальной
упаковки, и отыскание чебышевских центров этих зон. Для генерации исходного мас-
сива точек применяются стохастические процедуры, использующие синтез оптималь-
ных гексагональных сеток и случайных векторов.
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Введение
В различных областях математики требуется выполнять аппроксимацию мно-

жеств наборами однотипных элементов. Одним из самых простых и удобных её
способов служит построение набора конгруэнтных шаров, отражающих геометрию
множества. В случае плоских фигур можно говорить о двух типах аппроксима-
ции: покрытиях (внешние аппроксимации, покрывающее множество) и упаковках
(внутренние аппроксимации, вложенные во множество). В практических приложе-
ниях, как правило, более важную роль играют именно покрытия, поскольку они
гарантируют, что для каждой точки фигуры найдётся элемент, её накрывающий.
Это имеет большое значение, например, при построении сетей узлов связи, центров
технического обслуживания или складов (подробнее см. [1]). Ранее теоретиками
в основном изучались покрытия выпуклых фигур правильной формы (например,
кругов [2] или правильных многоугольников [3]). Однако часто приходится иметь
дело с невыпуклыми фигурами, особенно в задачах о построении транспортной сети
в регионах [4] и построении распределительных сетей в архитектуре [5, гл. 3]. Возни-
кает необходимость разработать алгоритмы, позволяющие строить покрытия для
фигур достаточно общего вида, например, произвольных невыпуклых односвяз-
ных многоугольников. При этом требуется привлечение методов вычислительной
геометрии [6] и негладкой оптимизации [7].

Работа выполнена при частичной поддержке грантов РФФИ № 18-01-00221 и № 18-31-
00018_мол_а и при поддержке Правительства Российской Федерации, постановление № 211, кон-
тракт № 02.A03.21.0006.



6 П. Д. Лебедев

1. Задача о покрытии
ПустьM — замкнутое ограниченное односвязное множество в евклидовой плос-

кости. Назовём объединение из n ∈ N кругов O(si, r), i = 1, 2, . . . , n, равного радиуса
r > 0 покрытием множества M, если выполняется условие

M ⊆ O(s1, r) ∪O(s2, r) ∪ . . . ∪O(sn, r).

Будем считать оптимальным покрытие множества M, для которого значение r ми-
нимально. Рассмотрим задачу о нахождении оптимального покрытия для множе-
ства M при заданном n.

Введём ряд вспомогательных обозначений. Пусть A и B — замкнутые, ограни-
ченные множества в R2. Хаусдорфовым отклонением A от B [8] называется величи-
на h(A,B) = max{ρ(a, B) : a ∈ A}, где ρ(a, B) = min{‖a− b‖ : b ∈ B} — евклидово
расстояние от точки a до множества B.

Чебышевским центром замкнутого ограниченного множества M ∈ R2 называ-
ется точка c(M), удовлетворяющая равенству

h(M, {c(M)}) = min{h(M, {x}) : x ∈ R2}. (1)

Подробнее о свойствах чебышевского центра см. работы А. Л. Гаркави, например,
[9; 10]. Для любого компактного множестваM ⊂ R2 чебышевский центр c(M) суще-
ствует, является единственным и принадлежит выпуклой оболочке coM множества
M. Величина (1) называется чебышевским радиусом r(M) множества M.

Будем называть n-сетью [9; 10] на плоскости R2 непустое множество, состоящее
не более чем из n точек в R2. Обозначим через Σn множество всех n-сетей про-
странства R2. n-сеть S∗ называется наилучшей чебышевской n-сетью множества
M ∈ R2, если h(M,S∗) = min{h(M,S) : S ∈ Σn}. Решение задачи об оптимальном
покрытии фигуры M набором из n сводится к построению её наилучшей n-сети.
В наиболее простом случае, при n = 1, оптимальное покрытие состоит из круга с
центром в c(M) радиуса, равного r(M).

2. Алгоритмы решения задачи
Рассмотрим компактное множество M, в общем случае невыпуклое. Полагаем,

что изначально задана некоторая n-сеть S, возможно, сгенерированная с помощью
генератора случайных чисел или взятая как набор точек из решётки, наложенной
на фигуру M. На её базе можно строить новую n-сеть Ŝ, для которой h(M, Ŝ) 6
h(M,S). Для описания алгоритмов в свою очередь введём ряд определений.

Ячейкой Вороного [11, гл. 3] точки si ∈ S n-сети S называется множество

Wi(S) =
{
w ∈ R2 : ‖w − si‖ = min{‖w − si‖ : sj ∈ S}

}
.

Заметим, что по построению ячейка Вороного есть либо выпуклый многоуголь-
ник, либо неограниченная выпуклая часть плоскости, границей которой являются
отрезки и лучи прямых, либо полуплоскость.

Пусть заданы компактное множество M ∈ R2 и n-сеть S. Областью Дирихле
[12, c. 305] точки si ∈ S в множестве M называется Di(M,S) = M ∩Wi(S).

Новая сеть строится по схеме, предложенной в [13]:

ŝi =

{
c
(
Di(M,S)

)
, Di(M,S) 6= ∅,

si, Di(M,S) = ∅,
i = 1, 2, . . . , n. (2).

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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В работе [1] показано, что схема (2) даёт новую n-сеть, хаусдорфово отклонение
множества M от которой по крайней мере не меньше, чем у предыдущей. В работе
[14] приведены методы вычисления чебышевского центра многоугольника, а в [15] —
построения областей Дирихле.

Заметим, что построение областей Дирихле для невыпуклых множеств су-
щественно затруднено тем, что они могут быть не только невыпуклыми, но и
несвязными. Поэтому для удобства надо подменить множество Di(M,S) набо-
ром Hi = {h(j)

i }Jj=1 конечного числа J точек, таких, чтобы выполнялось условие
c
(
Di(M,S)

)
= c(Hi). В его качестве можно рассмотреть объединение точек множе-

ства h
(j)
i ∈ Di(M,S), удовлетворяющих одному из трёх условий:

• h
(j)
i есть вершина многоугольника M ;

• h
(j)
i принадлежит границе ∂M многоугольника M и как минимум ещё одной

области Дирихле Dk(M,S), k 6= i;

• h
(j)
i принадлежит как минимум ещё двум областям Дирихле Dk(M,S) и
Dl(M,S), k 6= i, l 6= i.

По построению множество Hi есть объединение всех вершин многоугольников,
из которых состоит область Дирихле Di(M,S), поэтому их чебышевские центры и
радиусы совпадают. Более того, во множестве Hi найдётся набор не более чем из
трёх элементов (то есть симплекс на плоскости), такой, что все они лежат на окруж-
ности ∂O

(
c
(
Di(M,S)

)
, r
(
Di(M,S)

))
чебышевского радиуса, с центром, совпадаю-

щим с c
(
Di(M,S)

)
. Заметим, что точки из множеств Hi по построению включают

в себя возможные максимумы функции f(x) = h({x}, S) на компакте M. Поэтому
для отыскания радиуса кругов покрытия при заданном массиве их центров доста-
точно вычислить максимальное значение f(x) на Hi, i = 1, 2, . . . , n, подробнее см.
[12; 16].

Важным элементом рассматриваемых алгоритмов является построение чебы-
шевского центра компакта Hi. В общем случае для множества чебышевский центр
можно построить только численными методами. Поэтому важно знать, насколько
найденное программным комплексом значение близко к точному. Особенно это ак-
туально для итерационных алгоритмов, где нужно иметь условия окончания его
работы.

Теорема 1. Пусть заданы компакты в R2 : M и M0 ⊆M. Если найден чебышев-
ский центр c(M0) компакта M, то выполняется оценка

‖c(M)− c(M0)‖ 6
√

2h (M, {c(M0)}) (h (M, {c(M0)})− r(M0)). (3)

Доказательство. Допустим, оценка (3) не выполняется. Обозначим расстояние
между чебышевскими центрами d = ‖c(M) − c(M0)‖. Допустим, что d > 0. То-
гда можно провести через c(M) прямую, перпендикулярную отрезку [c(M), c(M0)].
Она делит окружность ∂O

(
c(M), r(M)

)
на две половины. При этом согласно свой-

ствам чебышевского центра замкнутого множества на обеих половинах окружно-
сти ∂O

(
c(M), r(M)

)
должны быть точки множества M (иначе можно найти круг

радиуса, меньшего, чем r(M), в который можно вложить M). Обозначим через
m∗ произвольную точку, которая принадлежит M и той половине окружности
∂O
(
c(M), r(M)

)
, которая не содержит c(M0). Рассмотрим треугольник, образован-

ный точками m∗, c(M), c(M0). Угол при вершине c(M) по построению не меньше
π/2, значит, из теоремы косинусов следует оценка

‖m∗ − c(M0)‖2 > ‖m∗ − c(M)‖2 + ‖c(M)− c(M0)‖2.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Её можно переписать в виде d2 6 ‖m∗ − c(M0)‖2 − ‖m∗ − c(M)‖2. Из определения
чебышевского центра следует, что ‖m∗ − c(M)‖ = r(M). Из определения хаусдор-
фова отклонения вытекает неравенство ‖m∗ − c(M0)‖ 6 h (M, {c(M0)}) . Получаем
оценку d2 6 h (M, {c(M0)})2 − r(M)2. Из вложения M0 ⊆ M вытекают оценки
r(M0) 6 r(M) и r(M0) 6 h (M, {c(M0)}), а значит, можно записать

d2 6 h (M, {c(M0)})2 − r(M0)2 6 2h (M, {c(M0)}) · (h (M, {c(M0)})− r(M0)) .

После извлечения квадратных корней из первой и последней части равенства по-
лучаем оценку (3).

При построении областей Дирихле требуется строить срединные перпендикуля-
ры к отрезкам, соединяющим точки из S, и искать их пересечения друг с другом
и со сторонами многоугольника M. Данная процедура требует больших затрат вы-
числительных ресурсов, особенно в случае невыпуклого множества M. Это связа-
но с необходимостью выполнять проверку, принадлежит ли точка многоугольнику,
что требует дополнительных построений. Поэтому важно сократить перебор точек,
которые могут быть вершинами многоугольников, входящих в области Дирихле.

Теорема 2. Пусть задан компактM в R2 и n-сеть S. Тогда две области Дирихле
Di(M,S), i 6 n, и Dj(M,S), j 6 n, могут иметь общие точки, только если

‖si − sj‖ 6 2h (M,S) . (4)

Доказательство. Рассмотрим произвольную точку m∗ ∈ Di(M,S) ∩ Dj(M,S). В
силу неравенства треугольника ‖si − sj‖ 6 ‖si −m∗‖ + ‖sj −m∗‖. Поскольку m∗

принадлежит Di(M,S) и Dj(M,S), то ‖si−m∗‖ = ‖sj−m∗‖. Тогда можно записать
неравенство ‖si −m∗‖ > ‖si − sj‖/2. Если оценка (4) не выполняется, то, следова-
тельно, имеет место соотношение ‖si−m∗‖ > h (M,S) . Поскольку по определению
области Дирихле точка si является одной из ближайших к любой точке изDi(M,S),
то это значит, что ρ(m∗, S) > h (M,S) . Получилось противоречие.

Теорема 3. Пусть задан компактM в R2 и n-сеть S. Тогда три области Дирихле
Di(M,S), i 6 n, Dj(M,S), j 6 n, и Dk(M,S), k 6 n, могут иметь общую точку,
только если выполнено условие

min{‖si − sj‖, ‖si − sk‖, ‖sj − sk‖} 6
√

3h (M,S) . (5)

Доказательство. Рассмотрим точкуm∗ ∈ Di(M,S)∩Dj(M,S)∩Dk(M,S). Из опре-
деления области Дирихле следует, что она равноудалена от точек si, sj, sk. Значит,
последние три точки лежат на окружности радиуса r∗ с центром в точке m∗. Рас-
смотрим углы, образованные векторами si −m∗, sj −m∗ и sk −m∗. Сумма этих
трёх углов не превышает 2π. Значит, наименьший из них не превышает 2π/3. Без
ограничения общности полагаем, что имеет место неравенство

α = ∠
(
si −m∗, sj −m∗

)
6 2π/3. (6)

По построению ‖si − sj‖ = 2r∗ sin(α/2). Поскольку функция синуса возрастает на
отрезке [0, π/2], то из неравенства (6) вытекает оценка

‖si − sj‖ 6 2r∗ sin((2π/3)/2) = 2r∗ sin(π/3) =
√

3r∗.

Из определения зоны Дирихле и хаусдорфова отклонения вытекает оценка r∗ 6
h(M,S), а значит, последнее неравенство влечёт за собой выполнение (5).

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Теоремы 2 и 3 могут применяться начиная со второго цикла корректировки
сети S по формуле (2). Если известно хаусдорфово отклонение h0 множества M от
предыдущей сети S0, то можно использовать для h(M,S) оценку

h(M,S) 6 h(M,S0)− (
√

2− 1)
d(S, S0)2

h(M,S0)
,

где d(A,B) , max{h(A,B), h(B,A)} — хаусдорфово расстояние между множества-
ми A и B, доказательство которой приведено в [15].

3. Примеры построения покрытий
В среде MATLAB автором разработан программный комплекс построения ап-

проксимаций оптимальных покрытий путём многократного улучшения сгенериро-
ванной случайным образом n-сети S с применением формулы (2). Изначальная
чебышевская n-сеть строилась на базе наложения гексагональной решётки [17] на
фигуру M со стохастическим изменением координат её узлов. Затем из числа мас-
сива точек выбиралось случайным образом ровно n элементов.

Пример 1. Рассматривается невыпуклый 12-угольник M с массивом вершин

(−1,−0.5), (−1, 0.5), (−0.5, 0.5), (−0.5, 1), (0.5, 1), (0.5, 0.5), (1, 0.5),

(1,−0.5), (0.5,−0.5), (0.5,−1), (−0.5,−1), (−0.5,−0.5).

Требуется построить его оптимальные покрытия кругами при числе элементов n =
10 и n = 13.

Результаты получены путём многократного запуска программного комплекса.
При n = 10 массив центров кругов

S = {(−0.25,−0.6952), (−0.6952,−0.25), (−0.6952, 0.25), (−0.2502, 0.7344),

(0.25,−0.6952), (0,−0.0548), (0.0002, 0.2832),

(0.2498, 0.7348), (0.6952,−0.25), (0.6952, 0.25)}.

Радиус r ≈ 0.3942. Круги покрытия из 10 элементов (тонкими линиями), набор
S их центров (в виде кружков) и множество M (жирными линиями) показаны на
рис. 1.

При n = 13 массив центров кругов

S = {(−0.2655,−0.7559), (−0.7544,−0.267), (−0.7919, 0.233), (−0.1974, 0.8509),

(0.2324,−0.7973), (0.2515, 0.1613), (−0.2758, 0.0851), (−0.2459, 0.4799),

(−0.2337,−0.3027), (0.2737,−0.3466), (0.7576, 0.2637),

(0.3016, 0.7257), (0.7877,−0.2363)}.

Радиус r ≈ 0.3385. Круги покрытия из 13 элементов, набор S их центров и множе-
ство M показаны на рис. 2.

Пример 2. Рассматривается невыпуклый 8-угольник M с массивом вершин

(−1, 1), (−0.5, 0), (0.5, 0), (1, 1), (1,−1), (0.5,−0.5), (−0.5,−0.5), (−1,−1).

Требуется построить его оптимальные покрытия кругами при числе элементов n =
11 и n = 13.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Рис. 1. Покрытие многоугольника M в примере 1 объединением 10 кругов

Рис. 2. Покрытие многоугольника M в примере 1 объединением 13 кругов

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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При n = 11 массив центров кругов

S = {(−0.7661,−0.7661), (−0.8057,−0.3086), (−0.7750, 0.1569), (−0.9605, 0.6882),

(0.1692,−0.4378), (−0.3355,−0.2661), (0.1918, 0.0084), (0.8636, 0.6986),

(0.9096,−0.6818), (0.6818,−0.2731), (0.8407, 0.1072)}.

Радиус r ≈ 0.3308. Круги покрытия из 11 элементов, набор S их центров и множе-
ство M показаны на рис. 3.

Рис. 3. Покрытие многоугольника M в примере 2 объединением 11 кругов

При n = 13 массив центров кругов

S = {(−0.7959,−0.7785), (−0.7785,−0.3529), (−0.7081,−0.0744),

(−0.8689, 0.7379), (0.3190,−0.4704), (−0.2663,−0.4764), (−0.1689,−0.172),

(−0.8689, 0.2137), (0.8062,−0.3083), (0.8653, 0.1917),

(0.3717,−0.0684), (0.8653, 0.7306), (0.8062,−0.7694)}.

Радиус r ≈ 0.3012. Круги покрытия из 13 элементов, набор S их центров и множе-
ство M показаны на рис. 4.

Пример 3. Рассматривается невыпуклый 16-угольник M с массивом вершин

(−1, 1), (−0.5, 0.5), (0, 1), (0, 1), (1, 1), (0.5, 0), (1, 0), (1,−0.5), (0.5,−0.5),

(0.5,−1), (0,−0.5), (−0.5,−1), (−1,−0.5), (−0.5,−0.5), (−0.5, 0), (−1, 0).

Требуется построить его оптимальные покрытия кругами при числе элементов n =
14 и n = 15.
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Рис. 4. Покрытие многоугольника M в примере 2 объединением 13 кругов

При n = 14 массив центров кругов

S = {(−0.7914,−0.7086), (−0.6943, 0.3703), (−0.6847, 0.1110), (−0.9817, 0.6943),

(−0.4117,−0.6769), (−0.1769,−0.2655), (−0.1477, 0.2762), (−0.1391, 0.7377),

(0.3038,−0.7263), (0.3076,−0.1953), (0.3673, 0.3386), (0.3855, 0.8768),

(0.7744,−0.2500), (0.8494, 0.6988)}.
Радиус r ≈ 0.3368. Круги покрытия из 14 элементов, набор S их центров и множе-
ство M показаны на рис. 5.

При n = 15 массив центров кругов

S = {(−0.7626,−0.7102), (−0.4047,−0.1680), (−0.7517, 0.2038), (−0.8758, 0.7038),

(−0.3150,−0.7374), (−0.1273,−0.1541), (−0.3105, 0.4480), (0.0593, 0.8806),

(0.1748,−0.3720), (0.4657, 0.0566), (0.1175, 0.3318), (0.6788, 1),

(0.4978,−0.6788), (0.7983,−0.2500), (0.5731, 0.6244)}.
Радиус r ≈ 0.3212. Круги покрытия из 15 элементов, набор S их центров и множе-
ство M показаны на рис. 6.

При решении задач производился запуск программного комплекса в пределах
10÷15 раз с условием по выходу из итерационного цикла, заключающимся в том,
что после применения формулы (2) координаты точек изменяются не более чем на
∆r = 10−4. Число циклов изменялось в пределах 200÷500, время работы составляло
от 10 до 20 минут.
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Рис. 5. Покрытие многоугольника M в примере 3 объединением 14 кругов

Рис. 6. Покрытие многоугольника M в примере 3 объединением 15 кругов
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Заключение
Авторами разработан и опробован для ряда примеров программный комплекс

построения оптимальных покрытий невыпуклых плоских множеств M. Центры
кругов покрытия находятся как чебышевские центры областей влияния точек те-
кущего массива точек S. При этом оценка точности нахождения чебышевского цен-
тра выполняется с помощью теоремы 1. В свою очередь области влияния строятся
как области Дирихле текущего массива точек в заданной фигуре M. Для эконо-
мии вычислительных ресурсов при их отыскании применяются теоремы 2 и 3. Они
существенно сокращают число рассматриваемых пересечений срединных перпен-
дикуляров к отрезкам с вершинами в точках из S друг с другом и со сторонами
многоугольника M, которые могут входить в области Дирихле. При моделирова-
нии решения задач рассматривались различные плоские невыпуклые фигуры, как
имеющие оси симметрии, так и неправильной формы. Выполнялась многократ-
ная генерация начального положения точек, в том числе как комбинация ранее
найденной конфигурации, близкой к оптимальной, и массива случайных векторов.
Результаты визуализированы и позволяют оценить структуру, образованную цен-
трами элементов покрытия. Она существенно отличается от правильной гексаго-
нальной решётки, которая является оптимальной при покрытии плоскости в целом
[17, гл. III].
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ITERATIVE METHODS FOR APPROXIMATIONS CONSTRUCTING
OF OPTIMAL COVERAGES FOR NONCONVEX PLANE SETS1
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Algorithms are offered for the iterative constructing of the optimal coverages for nonconvex
plane figures by sets of discs. Their basis are procedures for dividing a figure into areas
of the influence of points that serve as the centers of elements of the initial packaging,
and finding the Chebyshev centers of these zones. To generate the initial array of points,
stochastic procedures are applied that use the synthesis of optimal hexagonal grids and
random vectors.

Keywords: optimal coverage, Chebyshev center, Voronoy diagram, Dirichlet zone, nonconvex
polygon.
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