
В доказательстве этой теоремы используется следствие 1 для компактов 
(&Х)п, где $Х- компактификация Стоуна-Чеха пространства X. 

Ранее в [10] теорема 2 была доказана для компактного X с использова­
нием СН. 
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УДК 519.21 М А Т Е М А Т И К А 

Н.В. СМОРОДИНА 

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е И С Ч И С Л Е Н И Е Н А И З М Е Р И М Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В А Х 

И У С Л О В И Я Г Л А Д К О С Т И П Л О Т Н О С Т Е Й Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Й 

С Л У Ч А Й Н Ы Х В Е Л И Ч И Н 

(Представлено академиком Ю.В. Прохоровым 28 VI1985) 

1. Пусть / : 12 -> R — случайная величина на вероятностном пространстве 
( П , Ъ, Р). Во многих задачах теории вероятностей важно иметь условия гладкости 
(и существования) плотности ее распределения Pf'1. Интерес к этой задаче в пос­
леднее время связан с так называемым исчислением Маллявена, с помощью которо­
г о она решается д л я образов гауссовских мер под действием винеровских функцио­
налов ( см . [ 1 ] ) . Для дифференцируемых в смысле [2] мер в банаховых пространст­
вах аналогичная задача другими методами рассматривалась в [ 3 ] . 

В настоящей работе строится дифференциальное исчисление функций и мер 
на произвольном и з м е р и м о м пространстве (£2, Это исчисление применяется 
затем для получения условий гладкости плотности. Мы рассматриваем меру Pf~l 

как обобщенную функцию и даем условия принадлежности ее о д н о м у из классов 
Wu I > 1, обобщенных функций, /-я производная которых - конечная мера. Об 
этих классах с м . [ 4 ] . Отметим, что мерами мы называем не обязательно положитель­
ные счетно-аддитивные функции. 

2 . Частичное отображение D: R a - > R n с областью определения domZ) назо­
в е м дифференциальным оператором (первого п о р я д к а ) , если: 1) множество domZ) 
замкнуто относительно гладких суперпозиций, т.е. для любого п > 1, любой функ­
ции </?: Rn -* R класса С°° и любых gx,. . . , gn G dom D отображение у ( g ^ , . . . , gn) E 
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E d o m D ; 2 ) справедливо обычное правило дифференцирования суперпозиции 
Dif(gl9...,gn) = 2 biv(g1,...,gn)Dgi. 

Множества dom(Dk), к > 1, б у д е м обозначать также Ск = Ck(D). По опре­
делению С 0 (D) = R n . 

Каждое сюръективное отображение £: 12 12 "переносит" дифференциаль­
ные операторы. Именно, на множестве d o m Z ) ° £ = i £ ° £-1 g Е domZ)} определен 
дифференциальный оператор Do £ , действующий по формуле (Do £) (g о £) = Dgo £. 

В примерах, рассматриваемых ниже, dom D содержится в пространстве £ 0 (%) 
случайных величин на ( 0 , 2f ) , а сам оператор Z) не различает совпадающие (mod Р) 
функции. 

Пусть L — линейный функционал с областью определения domZ, C R f l . Его 
Z)-n р о и з в о д н о й назовем линейный функционал DL с областью определения 

dom DL = \g Е d o m D I Dg E domZ,} , задаваемый ф о р м у л о й (DL) (g) = -L (Dg). 
Очевидно, что dom(DkL) = {g E dom(Dk) \ Dkg E domZ,! и (DkL)(g) = 
= (-\)kL(Dkg). Кроме того, (Do %)(Lo { ) = D I o J . 

Введем необходимые для дальнейшего пространства линейных функциона­
лов. Выбранные для них обозначения аналогичны используемым в теории обобщен­
ных функций ( с м . [ 4 ] ) . Пусть S С R n — линейное множество. Б у д е м говорить, 
что L Е W° (S) = W° (D | S), если domZ) Э S и на 5 функционал Z, задается форму­
лой L(g) = f g dn, где д - некоторая мера (представляющая мера для Z, ) , опреде­
ляемая, вообще говоря, не однозначно. Более о б щ и м о б р а з о м , пусть S0,. . . , Sk — 
линейные подмножества C 0 ( Z ) ) , . . . , Ck(D) соответственно, причем DSj С 
/ = 1 , . . . , к. Б у д е м говорить, что L Е Wk(S0,. . ., Sk) = Wk(D \ S0,. . . , Sk), если 
Z) 7Z, E И/ 0 (Z) I 5 ; ) , / = 0 , . . . , к. При этом соотношения / D g = -/g е/М/, 
g E Sj, где — представляющая мера для DJL, можно называть формулами интег­
рирования по частям. Если L Е Wk (D \ S0,. . . , Sk), то L о £ Е Wk (Do £ | S0 о £,... 

П р и м е р 1. Пусть (XI % ) — еще одно измеримое пространство и для каж­
д о г о 6 > 0 определено измеримое отображение G e : 12 ->ДГ, причем G0 сюръективно. 
Определим Сх = {g: X -> R | при Р-почти всех со Е 12 отображение е *-*go G€ (со) 
дифференцируемо в точке е = 0 } и (L2)CX аналогичным о б р а з о м , понимая диф­
ференцирование в смысле L2 (Р). Положим также Сх = Сх ° G0, (Z, 2 ) Ci = (L2 )Cxo G0. 
Рассмотрим дифференциальный оператор л на С ь действующий по формуле 
D(goG0) = (goG€)'€ = 0 . 

П р е д л о ж е н и е 1. Предположим, что меры PG€

 1 на о-алгебре Ж абсо­
лютно непрерывны относительно PGQ1, а отображение € ^dPG^1 /dPGo1 L2 (PG^1)-
дифференцируемо в точке е = 0. 

Тогда PeW1(D\L1(P), L2(P) П Сх n(L2)Cx). 
В только что описанную с х е м у укладываются известное преобразование Гир-

санова, рассматривавшееся М. В и с м у т о м [ 5 ] , и ряд примеров Ю.А. Давыдова [61 . 
П р и м е р 2 . Пусть Н - сепарабельное гильбертово пространство, состоя­

щее из центрированных гауссовских величин на (12, 5 , Р), со скалярным произве­
дением < Хг, Х2 > = ЕХ х Х2, Y = (Yx, Y2,.. . ) - вспомогательная последовательность 
случайных величин на том же пространстве, независимых с Я, г$0 = о(Н, Y) — соот­
ветствующая а-алгебра. Если е = (elf е 2 , . . . ) - ортонормированный базис в Н, то 
So порождается величинами е и У, а потому каждая Зо-измеримая случайная вели­
чина / допускает представление / ( с о ) = fe ( е ( с о ) , У ( с о ) ) , г д е / е : R°° X R°° - > R -
борелевская функция, зависящая от выбора базиса е. 

Ниже мы рассматриваем пространства функций со значениями в сепарабель-
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н о м гильбертовом пространстве Ф и в гильбертовых пространствах £ J ^ (Я, Ф) 
линейных отображений Гильберта — Шмидта на Я со значениями в Ф. 

Зафиксируем набор чисел р = (р(0),..., р(г)), р(j) > 1 , / = 0 , . . . , г, и на­
зовем функцию и Е £ р ( о ) Щ> 5<ь Р, Ф) Я р - д и ф ф е р е н ц и р у е м о й , если для любой 
возрастающей последовательности { Q n \ конечномерных ортопроекторов в Я, 
сильно сходящейся к тождественному оператору, найдется последовательность функ­
ций \ип\ , сходящаяся к w в и обладающая свойствами: 

1) для каждого ортобазиса е в Я, начальные отрезки которого являются ба­
зисами в <2„Яприп = 1 , 2 , . . . , отображения h *-*ип,е (ех (со) + { ех, h >,..., e d ^ (со) + 
+ А>> ed(n) + i • • • > r M ) > h е QnH, d(n) = &imQnH, Р-почти всюду 
r-кратно непрерывно дифференцируемы по Фреше (значение /-й производной в 
точке h = 0 мы обозначаем (со) ) ; 

2 ) для каждого / = 1 , . . . , г последовательность функций со ^и^ (со)((?и 

. . . , & • ) сходится в L p U ) (П,%о,Р, £iU) ( Д Ф ) ) . 
Пределы указанных последовательностей б у д е м называть производными 

функции и в смысле Нр и обозначать и ^ . Они не зависят от выбора последова­
тельностей I Qn\ и \ип\ . 

Далее, назовем функцию и Е LQ (О,, 5 , Р, Ф) Р Я р - д и ф ф е р е н ц и р у е -
м о й, если найдутся возрастающая последовательность { А п \ ^ - и з м е р и м ы х мно­
жеств и последовательность \ип\ Я р - д и ф ф е р е н ц и р у е м ы х функций такие, что 
Р(Ап) 1 и ограничения и и ип на множество Л„ совпадают при к а ж д о м п. Нетруд­
но проверить, что при этом последовательности производных I и„^\ п = х , / = 1,..., г, 
сходятся Р-почти всюду. Их пределы мы б у д е м называть производными функции 
в смысле РНР и по-прежнему обозначать и О . 

Для последующих формулировок определим вспомогательные наборы чи­
сел. Пусть г > 1, I > г — четное число. Положим q = ( / , . . . , / ) - набор длины г + 1 
и я(0 ~ (IKJ — O* • • > ll(J — 0) - набор длины i + 1, / = 1 , . . . , г. 

Пусть теперь К: tl -> Я - 5 0 - и з м е р и м а я функция. Определим дифферен­
циальный оператор D на множестве dom D = Р Я 1 , 1 ф о р м у л о й Dg = (g\K). 

Т е о р е м а 1. Если К Е Я « , то Р Е Й>г (Z) | L t ( Р ) , Я « ( 1 ) , . . . , Я « ( г ) ) . 
Более того, для каждого i = 1 , . . . , г представляющую меру щ можно выбрать аб­
солютно непрерывной относительно Р с плотностью йщ\йР Е Ьщ ( Р ) . 

Приведем н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а в случае г = 1, 1 = 2. Выбе­
рем g Е И2*2 и рассмотрим аппроксимирующие последовательности \gnl и { К п \ , 
отвечающие последовательности проекторов \Qn\ • Прямым вычислением устанав­
ливается соотношение E(g'n, Кп) = Egn(Z(Kn, et)ei - trKn°Qn) (суммиро­
вание no i < dini Qn Я ) . Предельный переход при щ -> 0 0 обосновывается с помощью 
одной оценки из [7] ( см. также [2 , с. 8 5 1 ) . Как известно, сумма и след по отдель­
ности предела могут не иметь [ 1 , 7 ] . 

Рассмотрим гауссовскую меру Р со средним значением а на борелевской 
а-алгебре сепарабельного банахова пространства В. В качестве Я возьмем замкну­
тую линейную оболочку в L2 (Р) величин ( • —а, е*), е* Е В*, естественно отождест­
вляемую [ 8 , 9 ] с множеством допустимых направлений меры Р. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть f Е Lp(o) (Р) r-кратно непрерывно дифферен­
цируема по Фреше, yl/(*), / = 1 , . . . , г, - ее производные в точке х Е В. Пред­
положим, что для каждого j = 1 , . . . , г функция х *-* | | V ; / ( x ) l l принадлежит 

Г о г д а / € Я Р , и р м ч е л < / " > ( х ) ( й 1 , . . . , А / ) = У / / ( х ) ( / А , , . . . ) г А / ) . Здесь i: 
Н^В - каноническое вложение [ 8 ] . 
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Рассмотрим теперь винеровский процесс wt на (12, Зг , Р) и в о з ь м е м в ка­
честве Я замкнутую линейную оболочку в L2 (Р) величин w f , r G [0 , 7 ] . 

П р е д л о ж е н и е 3 . Пусть xt9 t Е [О, Л , - сильное решение стохасти-
t t 

ческого уравнения xt = х0 + / д ( з , x 5 ) c ? s + / b(s, xs)dws с коэффициентами клас-
о о 

са Съ . Пусть, далее, / : С [О, Г] -> R r-кратно непрерывно дифференцируема по 
Фреше, причем сама f и ее производные - функции полиномиального роста. 

Тогда случайная величина / ( х ) Е П Нр. 
р< °° 

П р и м е р 3 (пуассоновский аналог примера 2 ) . Пусть G С R - открытое 
множество, I — пространство локально-конечных подмножеств G с естественной 
а-алгеброй (см . [1 , 1 0 ] ) , v. 12 -> ЗЕ — пуассоновская случайная мера в G, мерой 
интенсивности которой является мера Лебега. 

Д л я каждого X Е ЗЕ рассмотрим гильбертово пространство Н(Х) = 
= {А: X -> R | 2 A 2 (х ) < °° } квадратично с у м м и р у е м ы х функций на X Введем 
измеримое поле гильбертовых пространств Я : со Н(Х(со)), со Е 12 ( с м . [ 1 1 ] ) . 
Конечномерным ортопроектором в Я назовем семейство Q = \Q(со): Я ( Х ( с о ) ) 
^ Я(ЛГ(со))} отображений вида A 1 К А, где 1 к - индикатор неслучайного огра­
ниченного множества V9 являющегося конечной с у м м о й открытых интервалов. 
Для X Е J и А Е Я р О определим с у м м у X + А = { х + А (х ) | х Е ЛГ] и отображе­
ние Т(Х, A) : Н(Х + А) -> Я ( Х ) , Г (Х, A) fc) ( х ) = # ( х + А (х ) ) . Подразумевается, 
что X + А Е ЗЕ . 

Теперь аналогично примеру 2 можно определить дифференцируемость в 
смысле Нр и РНР для функций 12 а также для сечений поля Я. При определе­
нии дифференцируемости сечения К следует потребовать дифференцируемость по 
Фреше отображения А н> Т(Х(со), А) А' ( X (со) + А) . 

Для дифференциального оператора D9 задаваемого ф о р м у л о й Dg = <g', /О, 
справедлив результат, формулировка которого почти дословно повторяет форму­
лировку теоремы 1. Нужно лишь дополнительно предположить, что аппроксимирую­
щая последовательность Кп может быть выбрана таким образом, что (Кп (Х))х = 0 , 
если х Е Э Vn. 

3 . Пусть D - некоторый дифференциальный оператор, £ £ £V+i (D). Обозна­

чим / ( г , z) = { ( & ! , . . . , kr) Е Z + | 2 kj = r - z } и определим вспомогательные мно­

жества функций (/ = 0 , . . . , г ) St (D,g) = { i fe) *>2 (Dg)(P2g) k l . . . (Dr+lg) k r \ v i , f t e 

E C ~ ( R ) > ( * ! , . . . , * r ) e/(r,i)I • 
Т е о р е м а 2 . Я^сгь / : 12 - > R - случайная величина. Предположим, что су­

ществует такой дифференциальный оператор A m>: 1) Q + i (Л) wP(Df i z G) = 1 ; 
2 ) Р Е й / г ф | 5 0 , . . . , 5 г ) A w некоторых StD St(D9f)9/ = 0 , . . . , г ; 3)длякаждо-
гог = 0 9 . . . , г и каждого набора ( k i 9 . . . , k r ) e I(r9 i) конечен интеграл 

f(Df)-r-k*-'--kr(D2f)kl ...(P'^rf'dnt. 

ТогдаРГ1 eW[. 
С л е д с т в и е 1. #>>сл> Я - гильбертово пространство примера 2 . Яред-

положим, что r > 2 9 f Е П Я р zz wpzz некотором S > 0 конечен интеграл 
/ | / ' | 2 - a r - 6 d / l ТогдаРГ1 Е Й/Г" 1 . 

С л е д с т в и е 2 . Яусгъ Р - гауссовская мера на сепарабельном банаховом 
пространстве В, А: В -+ В* - непрерывный линейный оператор, / ( х ) = (>4х, х ) . 
Предположим, что d i m ( i ' M i # ) > 2 г . ТогдаРГ1 € К . 
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С л е д с т в и е 3. Пусть х. и f удовлетворяют условиям предложения 3 и 

для некоторого 6 > 0 конечно Е fdsb2(s, xs) Y/V(r, s ) V / ( * o dt)) 
.о \ s / 

-r-6 

где V(t, s) = exp\fdxa(u, xu) - — (dxb(u, xu))2]du + fbxb(u, xu)dwu\. 
Vs 2 s ) 

Тогда P[f(x)\ ~lEW[. 
С л е д с т в и е 4 . Пусть x. удовлетворяет условиям предложения 3, 

и Е Cr

b(R2). Рассмотрим решение уи t Е [0, Л , уравнения yt = w ( x f , >>f) w слу-
чайную величину f(x.) = jy^. Предположим, что Ь(0, х0)Ъхи(х0, у0) Ф 0 . Тогда 
P\f(x)YlEW[. 

Результаты, аналогичные следствию 3, можно получить также для процес­
сов с независимыми приращениями и для локально безгранично делимых про­
цессов. 

Другие примеры приведены в [121 • 
Автор благодарит И.А. Ибрагимова, Ю.А. Давыдова и С А . Молчанова за 

внимание к работе. 
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