
в. п. И Л Ь И Н 

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ КЛАССОВ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ, ЗАДАННЫХ В ОБЛАСТИ 

Введение 

Х о р о ш о известно , что свойства классов функций многих перемен­
ных, которые принято называть теоремами вложения, существенно з а ­
висят от геометрических свойств области задания функций. Для клас­
сов W^p (Q) (Z — целое) С. Л . Соболева такие исследования проводились 
В . Г . Мазьей [ 1 , 2 ] , И. Г . Глобенко [3] и С. Кампанато [4]. М а з ь я 
нашел довольно широкие достаточные, а в некоторых случаях необхо­
димые и достаточные условия, которым должна удовлетворять область Q, 
чтобы для нее имели место те или иные теоремы вложения классов 
Wf ( 9 ) . 

Однако для таких классов функций, которые х а р а к т е р и з у ю т с я век­
торными индексами дифференциальных порядков, к а к например, 
Wp1""' l n ) (й) , подобных результатов известно очень мало. Свойства 
этих классов функций изучались в областях , удовлетворяющих усло­
вию прямоугольника, т . е. в таких, для каждой точки которых с у щ е ­
с т в у е т прямоугольник фиксированных размеров с вершиной в этой 
точке и с ребрами, параллельными осям координат, содержащийся 
в данной области. В ряде случаев на область накладывались и неко­
торые дополнительные у с л о в и я * (см. [5]). При этих ограничениях на 
область Q теоремы вложения формулируются так же , к а к и в случае , 
когда областью задания функций я в л я е т с я все пространство Еп. Е с л и 
иметь в виду именно такие теоремы (справедливые для Q = En) и тре­
бовать , чтобы они были верны при произвольных значениях парамет­
ров Ii, определяющих класс функций, то , как показано в работе [5], 
у к а з а н н ы е ограничения на область я в л я ю т с я в некотором смысле и 
необходимыми. 

Отметим, что отдельные вопросы, например рассмотренные в с т а т ь я х 
С М. Никольского [6] и Е . Гальярдо [7], изучались й при более сла­
бых требованиях на область . 

В н а с т о я щ е й статье вводятся классы областей, х а р а к т е р и з у ю щ и е с я 
некоторыми параметрами; в частности, при определенных значениях 
параметров получается тот класс областей, о котором ш л а речь в ы ш е . 
Д л я функций, заданных в таких областях , выведены некоторые инте-

* Дополнительные ограничения на область накладывались в тех случаях, 
когда нужно было оценить норму, в определении которой участвуют конечные 
разности функции или ее производных. 
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тральные неравенства типа теорем вложения, причем мы главным обра­
зом занимаемся изучением свойств функций класса Wp^u"" 
l < s < r a . 

Условия , гарантирующие справедливость тех или иных интеграль­
ных неравенств, существенно з а в и с я т от соотношений между парамет­
рами, характеризующими класс областей, и параметрами, характери­
зующими класс функций. При одних соотношениях эти условия фор­
мулируются так же , как в случае 2 = £ я , а при других — иначе. При 
этом оказывается, что для каждого класса областей существуют «наи­
лучшие» в некотором смысле классы функций. Например, если Q — 
круг, то условия, гарантирующие справедливость рассматриваемых 
в статье неравенств для функций к л а с с а Wpl,l**(Q), формулируются 
так ж е , как и для Q = En, в том и только в том случае, когда 2 Z X ^ 

^ Z 2 ^ y Z r Если же Z 2 > 2 Z X (или Z x ; >2Z 2 ) , то эти условия формули­
руются т а к ж е , как и при Z2 = 2Z1 (Z1 = 2Z2). Следовательно, если Z 2 > 2 Z 1 , . 
для функций класса Wpul^(Q) можно гарантировать лишь те ж е свой­
ства , что и для функций класса Wp

lï'2ll)(Q). 
Таким образом, данная область Q, д а ж е с достаточно гладкой гра­

ницей, может быть «хорошей» для класса функций, характеризуемого 
одними параметрами li (в том смысле, что для этого класса функций 
в данной области имеют место такие ж е теоремы вложения, к а к и для 
Q = En), и может быть «плохой» для класса функций, характеризуемого 
другими параметрами Z f. 

Обратим внимание еще на один факт. Известно, что если область Q 
удовлетворяет условию прямоугольника, то основные результаты, вы­
текающие из теорем вложения, о свойствах производных порядка 

f - M 
ниже I для функций классов W j ^ ( ß ) и Wy' * (2) совпадают. Как 
мы увидим ниже, указанное имеет место и для областей, удовлетво­
ряющих известному условию конуса. Иначе обстоит дело в областях, 
не удовлетворяющих условию конуса. Здесь важное значение приобре­
тают существование и суммируемость со степенью р смешанных про­
изводных порядка Z (если считать Z целым). Для таких областей, во­
обще говоря, нельзя гарантировать оценок (в норме Lp) через норму 
пространства W^' l ) (Q) не только для смешанных производных по­
рядка Z, но и для производных порядка ниже I (как смешанных, так 
и чистых). Наивысший порядок производной, для которой можно по­
лучить такую оценку, существенно зависит от параметров, характери­
зующих свойства области. 

В заключение отметим, что результаты настоящей статьи получены 
методом интегральных представлений гладких функций. 

§ 1. Обозначения и определения 

I. Пусть s — натуральное число, причем 1 ^ 5 ^ г а , гах, . . . , п8 — на­
туральные числа, сумма которых равна га, Еп* — га-мерные евклидовы 
пространства точек х^ — (х^\ . . . , я£))(& = 1 , . . . , 5 ) , En = E'hX • • • ХЕп* — 

пространство точек х = (хР-\ .. ., х^) — (х^\ ..., х№; . . .,* а£*\ . . = 

= (хг, ..., хп); е с л и 5 = га, т . е. гс; = 1, (i = 1 . . . , га), то вместо х& (i = l , . . . 
. . ., га) будем писать xf (Z = l , га), а если s = l , то вместо а#> 
(; = 1, . . га) будем писать Xj(j= 1, п). Точку тга-мерной гипер­
плоскости xfl = 09 xin_m=0 будем обозначать хт. 
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Точки пространства Еп будем обозначать также через у, z , и ж т. д . 
Если x = (xv ..., хп), y = (yv уп), то через as-f-ßy, где а и ß — 
вещественные числа, будем обозначать точку ( a ^ + ftyi» • • •» та« + Р*/п)-

I L \х& — у№\ — расстояние между точками х& и у& в Еп*, \х — у\ — 
расстояние между х и у £ 

• Н^) — множество точек у& £ Еп\ для которых |у& — а#) | ^ Я Ф 

(/ = 1, . . . л,), где Н^ = {т\ Я ( $ , Я ^ > 0 (; = 1, гаД 
• (x, Я ) — множество точек у £ Еп, для которых | у& — х^ | ̂  Я<>> 

(* = 1, 7 = 1, . . . . где Я = ( Я ? ) , Я 2 , } ; Я ? } , . . . . О 
Я ( ; 3 > 0 (* = 1, s; / = га,). 

Часто указанные обозначения будут встречаться в случае, когда 

Hf = v*y, где у > 0 , х ^ > 0 (î = l , s; / = 1 , / г , ) . Тогда будем 
писать соответственно п^(х^\ Я^ (г ; ) ) или • ( # , Я (у)), где 

Я< f *W Г 

Если все числа га, = 1 ( £ = 1 , . . . , га), то вместо и^(х^\ Н^) будем 
писать / ( ^ , Я , ) . Е с л и зМ = (0, . . . , 0), то проще — С 1 « ( Я « ) или / ( Я , ) . 

I I I . Пусть 2 — область (не обязательно конечная) пространства Еп, 
x£Q. 

Ч е р е з Q^(x) будем обозначать множество точек у(*")£2?я<, для ко­
торых (а*1), х^~1\ z A ati+l\ т . е. 2№( х ) — проекция 
сечения области 2 гиперплоскостью у№ = х№, . . . , у(*~"1) = а,(*'~1), у(* + 1 = 
— х^+г\ z/̂ ) = rr(s) на координатное подпространство Епк 

Положим 

2 « (я, Я « ) = (я) П •<*> (я ( ' } , Я « ) , 

2 (я, Я ) = 2 П Я ) , 
где 

Н" = № \ . . Я $ ) , Я = ( Я 1

Г О , . . Я й ; . . . ; Н[°\ . . . , нЦ). 
Пусть t — вектор Еп, к— натуральное число. Ч е р е з А ( £ , k)Q обо­

значим пересечение областей 2^ , получающихся путем сдвига области 2 
соответственно н;а векторы —~t (/ = 0, 1, А). Очевидно, A(t, k)Q 
состоит из всех тех точек области 2 , которые сдвигом на каждый из 

векторов (/ = 0, 1, . . . , к) переводятся в точки 2 . Аналогично опре-
К 

деляются множества A (t, к) 2 (x, Н) и А к) Q{ (x, E^l), где — 
вектор Е"к При к=1 будем писать проще — A(t)Q, A(t)Q(x, H) ж 
А (#')) 2W (х, т% 

Пусть Г — граница области 2 . Положим 2 = 2 - ) - Г . 
IV . Пусть v(f)(i = l , . . . s ; / = 1, га,-) — неотрицательные целые 

числа, v « = ( v « J . . . , v « ) ( . = l , . . . . s ) , v = (vW, vW), | vW | = v « + . . . 
. . . - f v£! (i = 1, . . . , s ) , j v I = I v« I -f- . . . -f-1 v№ |; / (ж) — гладкая функция, 
заданная в E". 

Положим 

} -к~\ à' f(x) 
(ôxVyf ' 

Dxii) f(x) = Dj().. .Dßf(x)=[ П Djo f (*), 

I ni W—1 .7 / 9 5 



Z # ( x ) = Д щ . . . D x W f (x) = (П Z)^]/(«)= (ПД DJ*) )/(*), 

x^K xv, 
9 3 

где \xW — целое положительное число. 
Положим далее 

j . . . j / (x) dxi».. .dx«ï = (И / И = j / ( * ) i a № , 

j . . . j / (x) äaP*... dé» = (И J d ^ f (x) -

îl~Q§dxy)f(x) = $f(x)dx. 

V. Пусть f(x) — гладкая функция, заданная в области 2 простран-

ства En, к — натуральное число и точки — + j^y 0" = 0, 1 , . . М к) 

принадлежат 2 . Положим 

Если х и у лежат в одной гиперплоскости уМ — хР-\ ..., у(*~г) — х^~1\ 

y^) = d i + 1 \ . . . , р « = яР), то будем писать A f c ( y ( ' } ~ * ( ' } ) или Л*(С), где 
*№ = у(*) —я*'). 

В том случае, когда все числа ni = \. (i = l , . . . , ri), будем приме­
нять также запись 

Если & = 1, то значок к в обозначении Afc будем опускать. 
Пусть 1 ^ 5 ^ п , Г = (1г, Zs), где Z< (i = l , s) — положитель­

ные числа, р ^ 1 ; положим Zrf = ZJ + a < (* = 1> • • •> 5)> где Z,— целые, 
а 0 ^ а , < 1 . Положим далее 

- 1 

если lt — целое, или 

: 2 

\\f(x) \?dx 

Г1 а1*/ (*) dx 

l\f\\LiU) . 
r>*l»m / „ . . . . л ; . = 1 [ш( . ) ( щ1^Г' Н Ч *Л(.А))в 

dx 
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если Z, •—нецелое, где — га-мерный ш а р радиуса Я > 0 с цен­
тром в начале координат; 

8 

II / (2) = II /IL(9) + 2 I f У** ( (2) ' 

В случае нецелого Z, введем т а к ж е 

р>*(1)
 j»...,jï.=i я Iцв) 1 i(tg)s 

A ( t g ) 
p 

dx 

где g = (g[i\ . . — произвольный га,-мерный единичный вектор , 
и положим 

s ( ö ) » если Z, — ц е л о е ; 

I I / Ы ( 2 ) = 11/11^2) + е с д и ^ „ н е ц е л о е . 

р, X 

Если Z 1 = . . . = Z S = Z, то вместо Z* = (Z, . . . , Z) будем писать le8, 
где е* = (1 , 1), и соответственно Wp

le8^(Q) или t^Cj e*)(2). При s = l 
будем писать ^ ( 2 ) и ffîp

l\&). 
Пространствами Wp

l8)(Q) и ffîp

î8)(Q) будем называть замыкания мно­
жеств гладких в Ü функций в соответствующих нормах. Очевидно, 
при 5 = га, а также при целых Z, и произвольном 5 пространства Wp

l*)(Q) 
и ffîp

l*)(Q) совпадают. 
Напомним, что пространства WW(Q) при целом Z были введены 

С. Л . Соболевым [8], а при нецелом I — Н . Ароншайном [9] и Л . Н . Сло-
бодецким [10]. 

V I . Пусть в пространстве Еп введена некоторая система координат 
и координаты точек х^Е71 обозначаются, к а к и выше, х{р(1 = \, . . ., s; 
у = 1, га,). В силу самих обозначений координаты естественным 
образом разбиваются на группы: те координаты, которые имеют оди­
наковый верхний индекс, образуют одну группу, так что все коорди­
наты разбиты на s групп по га, координат в группе (^- f - . . . -\-ng — ri). 

В дальнейшем мы будем рассматривать также такие системы коор­
динат, которые получаются из данной путем применения линейных 
ортогональных преобразований к отдельным (в частности, ко всем) 
группам координат. Такого рода преобразование будем называть Л-пре-
образованием. 

В частном случае , когда 5 = га, т. е. когда каждую отдельную группу 
составляет одна координата , -4-преобразование состоит в изменении 
направлений некоторых осей координат на противоположные. Очевидно, 
в этом случае возможно всего 2п различных систем координат. Если 
5 = 1, то ^ -преобразование есть обычное ортогональное преобразование 
координат в га-мерном пространстве . Известно, что пространства Wp

l*)(Q) 
и ffîp

l*)(Q) инвариантны относительно ^-преобразований координат. 

§ 2. Основное тождество и неравенства, вытекающие из него 

Основные результаты настоящей статьи будут вытекать из инте­
грального представления производных гладких функций, которое мы 
получим в настоящем параграфе. Оно я в л я е т с я обобщением тождества , 
полученного в работе [5]. 
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I. Пусть x—произвольная фиксированная тонка пространства Еп. 
Введем новую систему координат у{/} (2 = 1, . . . , s; 7 = 1, . . п 4 ) с на­
чалом в х, оси которой параллельны соответствующим осям х(/} и оди­
наково с ними направлены. 

Пусть Ф ynj; х) = 0 (р. = 1, т) — поверхности, ограни­
чивающие некоторое тело V (х), содержащее точку х внутри или на 
границе. 

Пусть далее v— параметр, принимающий значения из [0, 1], а х^'3 > 0 
(î = l , . . . , s; 7 = 1, . . . , rii) — некоторые положительные числа. Рас ­
смотрим однопараметрическое семейство поверхностей 

% ( У ^ \ У%У<К, х) = 0 ((* = !, т), (1) 

относительно которых будем предполагать следующее: 
1) поверхности (1) при каждом фиксированном значении v, 0<^v^iy 

ограничивают тело V (х, У), содержащее точку х внутри или на гра­
нице; 

2) 7(a?, v)cV(x, l) = V(x) при 0 < у < 1 ; 
3) если y£V(x, v), то справедливы неравенства 

I ^ K ^ 1 ( * = * . / = 1, » 0 . (2) 

где С — константа, не з а в и с я щ а я от f и х; 
4) функция 

П Ф Д ^ " х " \ . . , y t f ^ ; х) т [у^\ . . у с . ; ^ ; *) 

о 
если # £ 7 ( я , и); 

, если г/ (#, у), 

(3) 

где Т — некоторая достаточно г л а д к а я функция своих аргументов , 
а \ — достаточно большое положительное число, имеет при v^>0 не­
прерывные ограниченные производные по z/y} (i = l , . . . , s; / = 1, . . . 
. .., rii) во всем пространстве Еп до порядка X — 1 , и при \к\ = к[1} -\- ., . 
. X (&У} — целые неотрицательные числа) справедлива оценка 

< 2 2 < 
(4) 

где С — константа, не з а в и с я щ а я от v и х (будем считать, что в функ­
цию Т(у№, у{

1г*8

]; х) в качестве множителя входит произведение 

(yivx...xyiy); 
5) j" К (yW, z/W; x) dy = £ (x), [ £ (s) | > £ 0 > 0. (5) 

>'(*, 1) 

Пусть p(f) (i = l , . . . , s; / = 1, . . ., nt) — целые числа, причем p W ^ 1 
( i = l , . . . , s; / = 1, . . . , П(). Введем функцию 

M (У, x, » )=ЩП^) ( Ц П ( а 
$=1 .7=1 

2 (у, ж, v)\, (6) 
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где 
Q(y, x, v) — 

= ( - ! ) • J dtl" . . . j К *<? ; x) dtlfj. (?) 
1 * ni* 8 

Установим два интегральных свойства функции M (у, x, v), которые 
понадобятся нам в дальнейшем. Для этого функцию M (у, x, v) пред­
ставим в виде 

M (у, x, v) = D(i) . . . В 
Уп 

( * ) 

Pi — 1 Pn»—1 

.2 clS1, ..„(^ 
is) 

( p C T - l ) l . . . (РЙ2-1) ! 

2 2 X , 

x 
Pi 1 Pns —1 

2 
2 c tm... t < . > M 1 ' ) ' 1 • • • G t f ) * " * (z>ja ( г / , П M 0 ' п 1̂ "' 

1 — 0 k n s — ° 

(8) 

г де 

h /3U(1) £.C«)\ 

В каждом слагаемом суммы хотя бы одно из чисел к{/]^0. Пред­
положим, например, что в некотором слагаемом А { 1 ) = 7 = 0 , т . е. к{1) = 

r = 1 —|— TTzi1^ т[1)^0; перепишем это слагаемое в виде 

T , . m ( l ) 1.(1) г. Св) 

Х ^ ' Г 1 Z?*|i) . . . D Ji) Q (y, x, v) 

1 

2 2 4" 
2 - 2 % > . . . ^ ^ 1 ) ) 1 + , " î x 

<i>=o ;<*>=o 

x (yk") f1)\^2 — 2 
8 я m ( D >(D -/CD 

<Ж{у, x, i>)} = 

1 

2 2 ^ 
•Z) y ( i ) e S?(y, я, y). 
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Из свойств функции о/Г (у, х, и) вытекает , что при любом v > О 

D mg(y, х, v)dy = 0. 

Аналогично доказывается, что интегралы по V (x, v) от всех других 
слагаемых, входящих в правую часть равенства (8), за исключением 
интеграла от первого слагаемого, равны нулю. Поэтому из (8) сле­
дует, что 

(Р\1) . . . (pW - о 1 г 

M (у, x, v)dy = ^ {' КР" } - Ж{у> x, v)dy. 

Делая в интеграле замену переменных по формулам 

yf = vxFtf (i = 1, . . . , s; 7 = 1, - - . , » < ) , (9) 

на основании (5) получим 

j M (p, x, v) dy = (p« _ 1) ! . . . (pi»; - 1) ! X 

X f K№\ tg; x)dt = g'(x)*£0, (10) 

где 

<r(*) = (pi1} — 1 ) ! (piV - 1 ) 1 5 (x)(0\ = l). (11) 

Далее, из (6) вытекает т а к ж е , что 

»)=-г4— 2 ••• 2 c * i » . . . * i " ( У Н * 1 " - - -

. . . ( y i ï ) * ' " ' / ? ^ ^ , ж, v). (S ') 

Отсюда на основании неравенств (2) и (4) имеем: 

\М(у, х, 1;)|<-г4 . 
2 2 ^ 3 

vi==l J = l 

где С —константа, не з а в и с я щ а я от v и ж. 
Отсюда следует, что 

j \М(у, x, v)\dy^-7-^l \ dy^C, (12) 

где С не зависит от и и я. 
I I . Пусть / (у ) — непрерывная функция, имеющая непрерывные п р о ­

изводные всех рассматриваемых ниже порядков в некоторой области S 
(ß = 2 - f . Г , Г — граница 2 ) , содержащей тело V (х). Относительно о г р а -
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ничивающих тело V (х) поверхностей Ф (̂г/, х) = 0 (р. = 1, . .- .rh) и 
функции оЖ{у, x, v) пусть выполнены условия 1)—5) пункта I. 

Пусть далее li9 к0 у(/} (i = 1, . . ., s; j = 1, . . . , nt) — целые неотри-

дательные числа, причем А , - ^ 1 (к{ = 0 или 1), + > 0 , 2 v ( / ) a = 
= \y[i)\<h-{-k{ (Î = 1, s) . 

Определим функцию M (у, x, v) по формуле (6), где положим 

pf = P i = l{ + kt-\*V\ (i = l , j = l,...,n{). 
Рассмотрим теперь функцию 

F(x, v) = g(x) j Dp(x + y)M(y, x, v)dy, (13) 
7(x, v) 

где 

£ > ) = ^ = W ' ( 1 4 ) 

A : 1 

[ ( P i - i ) i r . . . [ ( P . - i ) ! ] * ' 

а £(ж) определена формулой (5). 
Из формулы (8') и свойств функции о%Г (у, a:, v) следует, что Л/ (у, ху v) 

равна нулю вне V (x, v), и поэтому в (13) интегрирование можно рас­
пространить на всю область Q, 

Отметим, что F (x, v) можно р а с с м а т р и в а т ь как среднее значение 
функции В^(х-\-у) по телу V (x, v) с ядром усреднения <§(х)М(у, x, v), 
т а к как в силу (10), ( И ) и (14) 

S(x) J M (у, x, v)dy = \. (15) 
V(x, в) 

Из формулы 

F (x, v) = <§ (x) f Dlf (41) + .. x£ + i7x»V̂ > ) M (*, x, 1) * ; K130 

которая получается из (13) заменой переменных интегрирования 
(см. (9)), вытекает , что F (z, v) при фиксированном х является непре­
рывной функцией от v при 0 ^ z ; ^ l . К р о м е того, F (x, v) имеет непре­
рывную производную по и, и при v^>0 она получается дифференциро­
ванием ядра M (у9 x, v) под знаком интеграла в формуле (13). 

По непрерывности Dlf(x) в Q и в силу (5) , 12) и (15) из равенства 

F(x,u) = g(x) j [D}f(x + y) — Dlf(x)]M(y, x, v)dy + 

+ i(x)Dlf(x) j M (y, x, v)dy 
Y{x, t) 

при г ; - ^ 0 получим 

F(x, 0) = Dlf(x). 

Поэтому на основании формулы Ньютона—Лейбница имеем: 
h 

Dlf (x) = F (x, h) — J F: (X, V) dv, (16) 
0 

где 0 < A < 1 . 
l é i 



Формула (16) является основной формулой, дающей интегральное 
представление Dxf(x). Целью дальнейших преобразований является 
представление F (z> h) и F'v{x, v) в нужном нам виде. 

Прежде всего преобразуем F(x, v) путем интегрирования по частям, 
пользуясь при этом тем, что M (у, z, и) имеет производные достаточно 
высокого порядка по ур (£ = 1, . . . , s; / = 1, . . ., /г,.) и все они вне V (х, v) 
равны нулю. 

Имеем: 

F{x,v) = <§(x) j Dif{z + y)M(y, x, v)dy = 

= g0(x) j f(x + y)D}M(y, x, v)dy, 

где £ 0 (*) = <* (s) 
Отсюда 

F',(x, v) = So(x) j f(x + y)D}±M(y, x, v)dy = 

= = 2 2 ~ Ä r ^ ( x ) 1 î{x + y)DlMf{y, x, v)dy, 

(17) 

(18) 

где 

Mfiy, x, ») = ( П 1 1 ^ ) ) к ) П П ( ^ 4 я
 0/, *, «О 

\X=1 j x = l YV< ' ( J X = l JJ.=1 

s f ( i / , x, y) = ( - 1 ) - ( П П J dtAx 
X = l ^=1 J

 ш 

Далее имеем: 
X W , ..„yfv-** , .... 

W ( y , „ ) = 2 ) ; " ' , / ) ^ , \ ( y < / > ) ' < (П^;(а. ) f П П Л 
x=i X = l j i = l *V 

Ч п р и Х = ь н . # / ) 

К ) X 

X П П {vF^Qrfax.v) 
X = l jx=l 

L(npn X=i ^j) 

1 = 

2 2 ^' 
X = l p.=l 

(19) 

где 

X 
Л-1 f,—1 

2 ••• 2 2 

x f П П №r™Dli!)<X{j/,x,v) 

2. CWCD_ <,) x 

X = l ц=1 
(20) 



Из (18) и (19) вытекает , что 

S0(x) X 
8 «X ~ ° 

~ ~ н - 2 2 х ™ 

X f f(x + y)D^)DlU)Nf(y7 x, v)dy. 

Напомним, что pi — li — | vW | - f - к { . Интегрируя l4 раз по частям, 
получим 

8 ф 

F'.{x, ^ ) = 2 2 — ^ — х 

Х=1 р.=1 

X <ЗД I D$>\t$">]f(x + y)D$f>Nf(y, x, v).dy, (21) 
V(x, v) 

где 
S, (x) = S0 (x) ( - i f = й (х) ( - I f l+Ч 

Чтобы написать окончательную формулу, заметим еще., что 

1 
DIM (у, x,v) = - t я< 

2 2 -SP 
N(y, x, v), (22) 

где 

tf(y, я, v) = Dl 
Р\—1 

2 2 C L ( 1 ) . . , m I * } х =у тп& я* 

х П Е К » ? 1 ) " V ' у> (23) 

Теперь на основании (16), (17), (21) и (22) получим следующее 
тождество : 

Dlf(x): 8 

Ä , = i / = i 

f(x + y)N(y, x, h)dy + 

Г(.х, А) 

О 4̂ J F f t » ) у .=1 j /= l 

XDlUNf(y, x, v)dy= f»i*] JQ(x, Ä) + 

2 2 
A . - = i / = i 

П ^ $ Г % + у)Х 

+ 2 2&/Чх)<?р(х, h), (24) 
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где 
Sf{x) = ê{z)(-lp+l*xF (i = l , . . . . 5; / = 1, л,), 

а функции N (у, х, и) и (у, x, v) определены формулами (23) и (20). 
Тождество (24) удобно применять для исследования таких классов 

функций, которые характеризуются целыми индексами дифференциаль­
ных порядков. Чтобы приспособить это представление также для иссле­
дования таких классов функций, которые характеризуются нецелыми 
индексами дифференциальных порядков, преобразуем внутренний инте­
грал в 3{р (x, h). 

Пусть й,. = 1. Для простоты положим 

п^:р^Ч(х + у) = ?^ 
N(/](y, x, v) = L{y, x, v), 

y = (y>, y% где y' = №\ Л . , yC<-i), yc*fi), 

Обозначим через W F (x, v) множество всех точек yr £ ЕПг X • . • 
. . . X Eni~i X Eni+i X « • • X E**, для которых существуют £ Еп* 
такие, что у = (уг,у&)) £ V (x, v){(i)V(x, v) — проекция V (x, v) на коор­
динатное подпространство переменных у&\ . . . , у^"г\ y^i+1\ . . z / ( e } ) . 

Пусть y'£ii:V(x, v). Ч е р е з V{i) (у', x, v) обозначим множество точек 
у и ) £ Е н , для которых (yr, y(i))£V(x, v). Тогда имеем: 

f ?(У)В {i)

L(y>^ v)dy = 

= \ ày' \ <? (y<, y№) D {i)L(y', j A z, v) dy(<\ (25) 

Заметим, что функция L (z/7, y^\ x, v) к ак функция у& определена 
в Eni и имеет производные по у(*)(у = 1 , . . . , тг̂ ) достаточно высокого 
порядка, причем вне V^(yf, x, v) они равны нулю. Рассмотрим тг-мерный 
прямоугольник, содержащий множество V^(y\ х, v). Н е у м а л я я общ­
ности, можно считать, что прямоугольник определяется неравенствами 

< K i # < < $ ( / = i . •• - * < ) • 
Определим функцию f (у', т/*)) -во в с е м прямоугольнике, полагая ее 

вне V^(yf, x, v) равной нулю. Тогда внутренний интеграл в (25) можно 
записать в виде 

I = [ dyW — Г ср (у\ уЩ D L у«\ x, v) [dyW. (26) 

Из определения функции L (точнее, из определения K(y,x,v)) 
вытекает, что ее можно представить в виде произведения двух функ­
ций Ьг и L2 

L{y\ z / ) , x, v) = L1(y', z / \ x , v)Lz(y\ J A x, v), 
где Lx и L2 имеют производные достаточно высокого порядка по 
y(p(j = l, . . п ) и все они равны нулю вне V^(yf, х, и), а следова­
тельно, и на границе введенного прямоугольника. 

При этих условиях для функции L2(yf, yV\ х, и) имеют место сле­
дующие легко проверяемые тождества : 
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L2(y', x, i;): 

(0 

V f <Ц*> • • • f HOW . . . (г/7, 
*' о о L 1 *i 

, z « , « , v)~\ X 

X 
L / = i 

d z « , 

l 
((X— 1) ! ((X i) 

X f dzto . . . j rZ>« ... 2 > | $ Ь 8 и Л * « , * , y)"| 
о о L *1 *щ J 

X 

где-и- — достаточно большое натуральное число. 
Теперь (26) на основании этих тождеств мы можем записать в виде 

П j ^ J T Ü A I ^ X 

Л 4 

х 
Х=1 
х¥=/ 

(i, t)»< X 

X П | *4 f l P # • • • D%L%{y', * « , z , v) X 

X П (î#> - 4°)* X f T (y*, уЛ) X 

X D цЛЫу', y(% x, v)(yf-zff\dyf. (27) 

Так как 

то , заменяя в правой части (27) ср (z/, z/*')) на разность ср (г/, г/0) — 
— у(у'> я®) и учитывая, что L^y', у^\ x, v) и L2(yf, я, у) и их про­
изводные вне (г/, x, v) равны нулю, мы можем записать 
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J = J dy& J [cp (z/, z/)) — T (y\ z&)] L (z/, z A z<<), dzW, 

где 

X П - если y « G FW (y', x, v), 
x=i. (28) 

ztoçWW, x,v) и z ^ O Î ? (X = l , n,), 
О, если (j^.*. »)> и л и * W 6 ̂ ( < ) (*Л « . У ) . 
или если имеет место хоть одно из неравенств 

4«)>#>(х = 1 , * , ) • 
Полагая теперь 

№р(у, 2 « , я, i7) = W y«, ÄW, гс, У) (29) 
и в о з в р а щ а я с ь к старым обозначениям, внутренний интеграл в <?р (x, h) 
можем записать в виде 

Г D^ii{7U«4f{x + y)D (у, x, v)dy = 
yj 

= - J dy J ГА (Äm _ y№) z?^; ^ I, w I/ ( ж + y y X 

7 [x, v) y(i) (yf} X ) 

XNf(y, s « , ж, ü ) d A 
где Np(y> z^\ x, v) определена формулами (28) и (29) 

Положим теперь х-\-у = и, х&-\- z^ — w^\ V'(x, и) = {х-\- V {x, y)J. 
Принимая во внимание (30), формулу (24) можно переписать в виде: 

( 3 0 ) 

DH{X): £ р (ж) 
.(*) 2 2-> ... 

Ä<=1 /=1 V (ар, Л) 

/ (в) N (и, x, v) da + 2 2 ̂ ° <*> Х 

»=i ^'=i 

X 

' + 2 2 4' Z)^^I^I/( B )Z?*^)( B , ж > v)du 
i=l j=l V (x, t) 

или 
k 

du du 
8 7li 

1 + 2 2 * f 
0 „ i=lj=l V(x,t) W){l',Xf.) 

A _ „(<)) ^vCO; ^ i — - С ° 1 / ( B ) ' X 

: . * ° . г ^ А ) + 2 2 *?} <*) ̂  (*. *>. 
2 2 4" 

А<=1 я=1 

( 3 1 ) 

*=1 y = i 
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где N(u, x, v) = N(u — x, x, v), 

Nf(u, x, v) = Nf(u — x, x, i?), 

Nf{u, uP\ x, v) = Nf(u — x, w^ — x^\ x, v) 

A® 
определены формулами (23), (20), (28) и (29), £ 0(х) = ^Т^ = ТЩ 9 

А0 и — константы, не з а в и с я щ и е от а; и А. 
В дальнейшем мы будем пользоваться в основном неравенством, 

которое вытекает из (31). Чтобы получить это неравенство, прежде 
всего заметим, что из (23), (20), (28) и (29), а также из (2) и (4) вы­
т е к а ю т следующие оценки: 

| # ( в , х, Ä ) | < -

D%Nf(u, x, v) 
3 

2 2 

< 
С 1 - *tf) I5 

( î = l , . . ., s; / = 1 , . . ., ^ ) 

(32) 

(33) 

(34) 

где 

№ n = 2 У xWvW — ( Г — I v(*)|)x(^ 

j?, 0 <AJ -AJ m 7ft V * l \' Э 

fc=l m=l 

(35) 

8 > 0 можно считать достаточно большим в силу определения функции 
cffi(u, x, v) — 3C(ix — x, x, v) (число X можно выбрать достаточно боль­
ш и м ) , С — константа, не з а в и с я щ а я от х и v. 

Н а основании оценок (32)—(34) из (31) получим неравенство 

2 
hi=l j=l V (л, h) 

8 И» 
1 / ( 1 1 ) 1 ^ + 2 2 ^ x 

»=1 y=i 

X 

Г ^ Г Z ? ' % " , T > W I / ( B ) \uf — xf\4u ( 3 6 ) 

J J „(0; „CO w 1 * 1 v ; 

или 

Г77ГШ duX 

V (x, e) 
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где 

Iii) —fti) i_ y V x(fc) 

x t o = x c ; ) - f 2 S x L f e ) -
fc=i w = i 

Оценим слагаемые, стоящие под знаком суммы. Для определен­
ности оценим слагаемое, содержащее под интегралом разность произ­
водной функции / ( и ) . Положим w& — — Т о г д а , меняя порядок 
интегрирования и заменяя области интегрирования на более широкие, 
будем иметь 

с7 = du 
da 4-8x1*) v J> 1 э ~ „ 

V (x, «) у (*)(«', x, «) 

A — aW) Z>* (# 4 - I * ( 0 1 / (и) X 

X 

X l ^ - ^ i W ) < f X 

о 

Д (if)) D^l U - W I / (в) I Uf _ жс>) |»d B , j dm 
П(*> (СЛ(»){«)) i 0 (*, Cif t»)) 

где 
C№){v) = (Cv%"\ tt^'), 

a С — константа из неравенства (2). 
Отсюда далее будем иметь 

dm 
•(О (tfд(*)(Л)) Л (ДО) 2 (х, С Я (Л)) 

Л 

X 

где 

max 
(.*> 

i -

max , max | ^ | х ^ 
. . Щ j—l, Я* 

Если о выбрано так, что X ^ - f - o x ^ ^ O , то получим 

I 
du 

V • м и р и . , ) к ^ ^ Д v 2 2 1 ^ - ^ + 2 I ^ P 
Пусть 

ТУ- (37) 

х?> = min x(f), CÄ> < 1 (i = l , s; / = 1, тг 4) л 
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где С — константа из неравенства (2). Тогда, замечая, что 

2 1 2 
2 W >c(2l^l s)° = £ | * « | \ 

из (36) и (37) окончательно получим 

2 2 *У({ + v y ' ) 2 ^ о я свд 

А<=1 y=i 

»=i y=i 

X 

2 (ж, СЯ(Л)) 

ИЛИ 

У 2 21 - ( ; - * ? r J 

(38) 

du 

где mt*)\CA° J — ?г г мерный 

' / Z J L 
- • / * »* , x(*) «(*) 

1 / S S I ^ - ^ K 
ш а р с центром в начале координат р а ­

диуса ; * 5 - ' = min хСу}, 

У=1, я» 
8 П]с 8 nfc 

>#'<>= 2 2 - ^ ' + 2 2 4 ? 4 ? ' - ( ^ - h A l ) 4 ^ 
к—1 т=1 к=1 т—1 

(39) »г ( (1) (в)\ 

У=1 
С 0 и Су л — константы, не зависящие от / , х и Д. 

В частном случае , когда s = n, т . е. п4 = 1 (ï = l , . . ri), y.[i) = y.i, 
4*J = х 1

с * ) = х £ (& = 1, . . ., ?г), мы получим следующее неравенство: 

| / ( u ) | d u + 

2 (-1+"1К^,ОЩк)) 

+2 C< 

/>iy (u)\du_ 

2 {sc, GH{h)) 
2_\N, 0 

или 

,7=1 

/ ~ I I 

V 2 l » y - * y l V + l * l H 

/=1 

(40) 
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где 

Ч о = 2 *j С1 + vy) — \ i = *. + К o> 
J=l 

C0 и С{ — константы, не зависящие от / , х и h. 
I I I . Найдем теперь оценки для разностей производных функции / (ее). 

При выводе этих оценок мы будем следовать методу, примененному 
в нашей работе [5] (§ 4 гл . I I ) . 

Пусть s G S , zm = (z[1}, z%; . . . ; . . 0 , . . ., 0), где 
т;^1п4 (i = l , . . . , fc), T^-J - . . . -\-mk — яг, и отрезок [x, x-\-z™] содер-

жится в Q. Пусть е = г-̂ -7. Тогда произвольную точку а: отрезка 

[f, 5 - J - 2 w ] можно представить в виде х = х-\-е£, где 0 ^ С ^ | 2 т | . 

При выводе указанной оценки мы будем предполагать, что функция 
Q / f (и, гс, у) = о/Г (и — rc, я, у), помимо условий 1)—5), удовлетворяет 
также следующему условию: 

6) функция (Ж {и, x, v) — Q^(u, хАг&*у У ) и ее производные по 
(t = l , . . s; / = 1, . . . , п4) достаточно высокого порядка имеют 

производные по С до порядка р. включительно на сегменте [0, \zm\], 
и для них справедлива оценка 

где 
х = = m a x xW. (41) 

Заметим, что из условия 6) и неравенства (5) ([<£(#) | ^ < £ 0 ] > 0 ) 
вытекает, что функции <§ 0(#) и <§{/] (х), входящие в правую часть р а ­
венства (31), будут иметь непрерывные ограниченные производные по С 
на отрезке [0, \zm\]. При условиях 1)—6) мы и получим оценку для 

> ( £ ) Z % / ( * ) | . 

Пусть 0 < ^ Л < ^ 1 , х — число, введенное выше (см. (41)). Предположим 

сперва, что \zm\x Воспользуемся тождеством (31), из которого сле­
дует, что 

А* (С) Dlf (x) = —г-L ( £ ) ( £ 0 (x) « ? 0 (Ж, А)) + 

2 2-У 

+ 2 2 А " (т){§г {£) w{£'h))- (42) 

i = i j=i 

—)(§^3 {ß)Q?{j) (я, причем для опреде­
ленности примем, что £{р (£, Ä) определяется той из формул, в которой 
под интегралом стоит конечная разность производной функции f(x). 
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Положим для любой точки х£[х, x-\-zm] 

J<f(x, h) = + 

dv du X 

v 1 1 

X f [A(w^ — a^)D^%'l^yi)\f(u)lNf(u,wii),x,v)dw^, (43) 
V ( i )(w% ж, с) 

h Г* 
l/M*)= J 

dv 
du X 

1 ^ S S ^ V ^ u ) 

X j [ A K } - — » ( < ) ) ^ ; « V / ^ 7 ) | v ^ *>{i)* v)du#\ (44) 

V(*J(«',X,P) ' J 

Пусть далее 

Тогда имеем: £УЧ*)<^'»(*)=Л»(*) ( M = 1 » 2). 

«t=0 

Оценим теперь ^(c^^ptiß)- Справедливо тождество 

(45) 

(46) 

Lfü! \*т\ 
и-

о о ^ 
Отсюда 

A"(-Ç)/5ii(«) О ж. (47) 

И з свойств 1)—6) функции о/Г (к, x, v), а также из свойств ядра 
Й{/} (u, и;Ф, rc, i?) вытекает , что производные функции / £ " }

2 (ж - f - et) по ç 
получаются дифференцированием ядра (x-\-eÇ) (и, w^, # - | - eÇ , v) 
под знаком интеграла. Поэтому из (47), (44) и (45) вытекает , что 

Д Ч Т ) ^ ( А ) 1 < С | А " Г 1 j Ä x 

i*m\ 

x в) Г J du J | д К - ) - ц « ) ^ . ' : - ( 7 )

| ' Ш | / ( X 

(48) 
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Далее , используя определение функции Щ{) (см. (28) и (29)) и 
а также неравенства (4'), нетрудно получить следующую оценку: 

W6} J < g(|»y-^l'+l'"l (49) 

где 

s > о , %%\ = 2 2 - ( * < - 1 I ) *$" + 2 4 " • 

Заметим, что так как v ^ \ z m \ x , то v J ^ \ z m \ ( i — l , / = ., m,) 

и l ^ l ^ l z ^ l ^ y ^ при любом С, 0 ^ C ^ | z m | . Отсюда вытекает, что 
справедливы включения 

V(x + e^ у) с S (Я, С Я ( У ) ) , 

^ * ) ( t t / , f + eC, y ) c S « № С Д « ( У ) ) (50) 

/ / х 1 Л хС*3 

где H(v) = [v^ , vn>), т щ ^ 1 

Поэтому в правой части (48) можно интегрирование по и распро­
странить на область 2 (x, CH(v)), а по id*) — на 2 W ( £ , СН^(р)). Тогда, 
используя неравенство (49) и замечая , что выражение в фигурных 
скобках, оцененное указанным образом, не будет зависеть от С, получим 

m i у. du 
X 

где 

X J du f X 

x ( |иУ 3 — * У } | 8 + 1 2 Ж Г ) d u * i ] > 

8 «fc 

^(/,\ = /̂*Л -f- 2 2 x™}-
Теперь правую часть (50) можно оценить тем же способом, к а к и м 

мы оценили о / при выводе неравенства (37). Проведя эту оценку, по ­
лучим 

<C\z J d№ X 

X 

i {i(i))Q(x,CE(k)) 

T ( 5 1 ) 
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где 
X = - f - pc; x£<} = min 

Для того чтобы полностью оценить Д м — \ D x f ( x ) , мы должны в силу 

формул (42) и (46), иметь еще оценки для Д^у—j ( £ 0 (£) G70 {%, h)) и 

-f- — zm^J• П е р в а я из этих оценок получается точно таким же 

способом, как и оценка Д ^ — J ^ * }

2 (ж). Проведя нужные выкладки, по­

лучим 

| ^ ( Ç ( £ o ( W o ( * > Ä ) ) | < -
С I 2 м iC- \f(u)\da. (52) 

2 2 f ' f + ^ 6 ( ^ U h J 

Оценка (x -f- z m ^ проводится таким ж е способом, каким про­

в о д и л а с ь оценка о7 при выводе неравенства (37); мы получим " 

x 

г д е 

X 

Y • = i / = i 

я ( | z m | T ) = 
« P 

2 

m j * 

-TV>VI 

K l 

(53) 

Сопоставляя теперь неравенства (42), (46), (51), (52) и (53) и заме­
н я я всюду х на х, окончательно получим 

Д» ( • £ ) Dlf (х) < С 01 z'" г h + 2 2 2 + 
i—1 У=1 *п=0 

где 
. = 1 / = а 

(54) 

0̂ * я / I /(ю) I diz} 

2 2 ' Г К > 
8 З а к . № 65 ИЗ 



ТС.) _ 
1 j, m 

du 

ИЛИ 

i dm 1 du X 

2 . (̂*) 

ИЛИ 

1 / 2 2 +i ,m i x 

Ш 

f d * < ° J d u x 

(«Я 
x 

M . M ) * ^ I ' " 1 | / W 

/Ж Ii«: 
2 2 

= . . * £ » 0, . . . , 0) K + . . . - f m f c = m), 

x= max xy}, xj°= min x(/}, 
/=1 , mi 

M-,o= 2 2 * l № - { i t - \ y w \ ) * T + 2 2 *!»*', 
fc=l m~l 

2 2 
fc=l m=l 

— /^-мерный шар с центром в начале координат радиуса Ch0 ; 
С(/,Ут> СР — константы, не зависящие от / , я, h и 
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1 

r0=V 2 2 Н " - * У Т у + 2 2 | в У Т > + 2 2 K T ' . 

где |*( ' ) | = l/ 2 l*y3 |2> xy}(î = l , s; / = 1 , n,), x 0 — п о л о ж и -

r j—l 
тельные числа. 

Сформулируем теперь основные теоремы. 
Т е о р е м а 1.3. Пусть рассматриваемые ниже числа удовлетворяют 

условиям: 
1) ^ (î = l , . . ., s) , mt (î = l , . . . , А) — натуральные числа, причем 

1 < А < £ , 1 < 7 г г . < ? г 4 . , ^ + ^ 2 + - • - JrK = n* 
2 ) l < P < Ç < c o ; 
3) x f > 0 ( i = l , / = 1, * , ) , х 0 > 0 ; 

* w i fc «Ч / g \ 

4 , x 0 = f 22"У+т22-У- x - = 7 2 2 + 
i=i j—i t = l У—1 \ * = l y = i ' 

fc mt-+ 122»?' •* 7 + 7 = 1; 

» = i y = i 

5) fe>0, e > 0 . 
Пусть далее 
6) ^ ( u ) £ ^ ( u , (£-+•«). 
Тогда, если a) e ] > 0 или 

6) e = 0 il 1 < £ > < £ < oo, 

S * 115 

Неравенство (54) было получено в предположении, что \zm\x ^k. 
i_ 

Е с л и \zm\x^>h, то, применяя для оценки каждого слагаемого суммы 

»»=0 

неравенство (37), получим нужную оценку. 

§ 3. Интегральные неравенства 

В настоящем параграфе мы приведем р я д интегральных неравенств 
типа неравенства Гильберта , необходимых для доказательства основ­
ных результатов § 5. Эти неравенства не являются новыми и полу­
ч а ю т с я к а к частные случаи неравенств, доказанных в [5] (гл. I I I , § 2 ) . 
Поэтому мы их приводим без доказательств . 

Пусть п€ (i = 1, . . . , s) и mt(i — l7 . . ., А ) — натуральные числа, при­
чем ftj-j- • . . -\-п8 = п, • • • ~{~тк = т. Будем предполагать, что 
l ^ A ^ s , 1 ^ t f i f (£ = 1, . . А ) , следовательно, т^п. 

К а к и выше, через и^ = (и{{\ .. ., и$), № и т. д. будем обозначать 
точки ^ (î = l , . . . , s); и = (Ф\ . . . , KW) — точка En^JE»*X X Еп*. 
Положим, далее , хт = (х{1\ ..., х%\, 0, . . . , 0; . . . ; х[к\ . . . , я5*>, 0, . . 0 ; 
О, . . 0 ) , т. е. хт — точка Еп, у которой только m указанных коорди­
н а т могут быть отличны от нуля. 

Положим 



справедливы неравенства 

*o(°) <CÄ*|^ 0 lkc8- ) . (55) 

da) « < C A i J F 1 L ( # r t - < ) » (56) 

.ade H(h) = \hl й я* J; Ш^)(Ахо) — пгмерный шар радиуса- hxo с цен­
тром в начале координат; ü(xm, H (h)) — n-мерный параллелепипед с цен­
тром в хт = (х{1\ . . < , О,. . О ; . . х { * \ . . ., х<*>, О , . . . , О; . . . ; О, . . 0 ) 
с ребрами, "параллельными осям координат и длиной соответственно 

,2h J (t = ; 1, . . s ; / = 1, . . . , n<); С — константа, не зависящая от h и 
функций F0(u) и Рг(и, 

Приведенная теорема я в л я е т с я частным случаем теоремы 1.3 гл . III 
работы [5] (неравенства ( И . З ) и (14 .3 ) ) . 

T е о р е м.а 2. 3. Пусть рассматриваемые ниже числа удовлетворяют 
условиям: 

1) 7^(2 = 1, s) , т4(1 = 1, . . ., к), к, s как и в теореме 1.3; 
2 ) 1 < р < д < о о ; 
3) х < > > > 0 ( i = l , . . . , $ ; / = 1, . . . . , * , ) ; х 0 > 0 ; х > 0 ; 

( s ni \ & mi 

* = i j=i J * = i 

5) a > 0 , ß > 0 , e > 0 , T > 0 , Ä > 0 . 
Пусть далее 
6) E* — евклидово пространство точек z — {zv .. ., zs); 

Ш « ) ( д х 0 ) 1 1 Я» 
< œ . 

Тогда справедливы неравенства 

dz 
X 

X 
F (a, jW) duY 

rX,+7>0—ßx—e 

.mv(A 

< CA" f Псы ( £ B > ш ш ( i x 0 )) , (57) 

X 

X 
^ ( в , t(i)) du 

2 \ xi4-T xo+ß x 

rî + \z\x 

< С А в | |^11^Са) Ш Ш ( А х 0 ) ) , (58" 
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I* 
dz dx" dl 

ПДА") D ( * B , l > | ) 
Ш » > ( и « ) 

X 

X 
F ( в , * w ) d B 

•(e, л (мх)) 4 . = i y = i 

< ^ II P ( * « , (A*o))' 

(Л I *0 
< 

( 5 9 ) , 

где ü(xm, \z\)— n-мерный куб с центром в хт и ребрами длиной 2\z\, 
параллельными осям координат; С — константа, не зависящая от h и F, 
а остальные обозначения введены в теореме 1. 3. 

Приведенная теорема я в л я е т с я следствием теоремы 2 . 3 работы [ 5 ] . 
Т е о р е м а 3 . 3 . Пусть 
1) 7^(1 = 1, . . . , s), mi{i = \, ..., k), k, s как в теореме 1. 3; 
2) l < P < g < o o ; 
3) x ( ; ) > 0 ( i = l , ...,s; ; = 1, . . . , т г , ) , * > 0 ; 

8 ni k mi 

• = 1 j=l i=l j—\ 

5) ß > 0 , s > 0 , Ä > 0 ; 
6 ) F(u)£Lp(Ey, 
7) E*— евклидово пространство точек z — (zv z v ) . 
Тогда, если a ) e > 0 иди 

б) e = 0 и 1 < p < g < œ , 
справедливы неравенства 

\а{*т,в\\х\*)) j . 

*<Ch'\\F\\ (60) 

1*1 
E F ( A * ) № \ • ( « « » , Я(А)) 

(a) da 
2 \ V f ßx—E 

d\ J Йгг X 

а\ь я \\*\ * ) ) 

X 
F ( B ) _, 1 

2 NXo-ßx-E 

•=1 i = i / 

(62) 

где С не зависит от h и F, а остальные обозначения введены в теоре­
мах 1.3 и 2. 3. 

Приведенные неравенства вытекают из неравенств, указанных в тео­
р е м е 3 . 3 работы [5] . 
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§ 4. Классы областей 
Мы введем здесь некоторые классы областей, для которых при 

определенных значениях параметров будут справедливы все выводы § 2, 
в частности приведенные там тождества и неравенства . 

I . Будем говорить, что область 2 принадлежит классу С (Ж) , если 
д л я каждой точки xQQ существует симплекс V(х) одинаковой формы 
и размеров с вершиной в х, содержащийся в 2 и ограниченный пло­
скостями, которые в некоторой фиксированной системе координат 
а # . ( г = 1 , , п) задаются уравнениями 

(63) 
S e » , t ( * ) ( B ( - * i ) = ° ( & = i , л ) . 
*=1 

п 

*=з1 

il 

где а Л (а?) — функции точки х, для которых 2 = 1 (& == 1 > • • • > и - f -1)» 

0 < Ж < 1 . 
Пусть 2 £ С ( Ж ) , # Ç 2 , F (ж) — симплекс, ограниченный плоско­

стями (63). Обозначим через V (x, v) симплекс, ограниченный плоско­
стями 

где 0 < [ # < ^ 1 . 
Положим 

< y f (а, ж, i 7 ) = 

2 fl^+iH К — s<)= 1 

H f * f ! ü ) , ( ? - w b f S " ) x 

о , 

, если # £ F ( Л , У); 

если и ç F (ж, У), 

где. X — достаточно большое натуральное число. 
Легко проверить, что при фиксированном х и произвольном у, 

0 < Х ^ 1 , тело V (x, v) и функция ОУГ(& — ж, и) = <Ж(и, x, v) удов­
летворяют условиям 1)—5) пункта I § 2 при УЧ = 1 (i = 1, . . . , п). 

Поэтому для достаточно гладкой в Q функции f(x) и любой точки 
x£Q будут иметь место неравенства (38) и (40) при х̂  = 1 (i = l, . . п ) . 

Очевидно, класс областей, удовлетворяющих условию С (Ж), сов­
падает с классом областей, удовлетворяющих известному условию 
конуса, введенному С. Л . Соболевым. 

Будем далее говорить, что область 2 принадлежит классу С* (Ж, Я ) , 
если 2 £ С ( Ж ) и для точек х любого отрезка длиной ^ Я , содержаще­
гося в области 2 , можно так определить симплексы V (х), что коэффи­
циенты aik(x) (î = l, . . . , n; A = l , . . . , rc-f-l), входящие в уравнения 
гиперплоскостей (63), будут иметь непрерывные ограниченные произ­
водные по x4(i = l, . . . , т г ) до порядка р на этом отрезке . Таким обра­
зом, если 2 £ С ^ ( Ж , Я ) , | 2 | < ; Я _ и отрезок [x, x-\-z] содержится в 2 , 
то на этом отрезке функция о/? (в , x, v) будет удовлетворять усло­
вию 6), введенному в начале пункта I I I § 2 . Следовательно, при этих 
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условиях для достаточно гладкой функции f(x) будет иметь место не­
равенство (54) при y s = l ( £ = l , . . п ) . 

Однако при некоторых дополнительных условиях на область можно 

получить оценку для Д^—^.0* / (ж) , аналогичную оценке (54), и в том 

•случае, когда не в е с ь отрезок, соединяющий точки х и x-\-z, содер­

ж и т с я в 2 (предполагается ,конечно, что все точки x-\-~~z(/ = 0, 1, р.) 

с о д е р ж а т с я в 2 ) . Это позволит рассмотреть более широкий класс обла­
стей (области к л а с с а В?{Ж\ Я ) ) , полезный при исследовании классов 
функций с нецелыми индексами дифференциальных порядков. 

В в е д е м соответствующие определения. Будем говорить, что область 2 
принадлежит к л а с с у S(p, Я ) , если она удовлетворяет следующему 
условию. 

К а к о в ы бы ни были точки х и у из 2 , такие, что \х — у\^Н и 
в с е точки ^ ~ т х-{- — у (т = 0, 1, р.) содержатся в 2 , существует 

тг-мерная область G точек I, с о д е р ж а щ а я с я в 2 , з а в и с я щ а я от выбора 
точек ж и г / , т а к а я , что m&snG^\\x— у\п, где Х > 0 , и какую бы ни 
в з я т ь точку I из G, имеет место следующее: 

1) отрезки, соединяющие точки 

с о д е р ж а т с я в 2 ; 

— m х+-у{т=:0, 1, р.) с 6, 

2) если |А^>1, то отрезки, соединяющие точки Я _ [ ç с СООТ-

[Л •— 771 
— 5 при т т г = 1 , 

ji — m 
^ I • 

., р. — 1, т а к ж е содер-ветствующими точками 
ж а т с я в 2 ; 

3) \х — 1\^М\х — у\; 
4) числа X и M я в л я ю т с я постоянными для области 2 , не з авися ­

щими от выбора точек х и у. 
Будем говорить , что область 2 принадлежит классу Я 1 1 , (Ж, Я ) , если 

О С С ^ Ж , Я ) и 2Ç(?([x, Я ) . Д л я областей класса Я ^ Ж , Я ) можно по­
лучить оценку д л я J A* iy^jDxf{x) , аналогичную оценке (54) (см. т а к ж е 
гл. I I из работы [5]). Мы приведем ее здесь без доказательства , при­
чем в том частном виде, в каком она нужна будет в дальнейшем. 

Итак , пусть Q£R*(Ж, Я ) , я £ 2 , | 2 | < Я < 1 , точки 
(wi = 0, 1, . . . , р.). Пусть 0 < й < ; 1 , х 1 = = , 
справедливо неравенство 

. = х я = х = 1, | z | < A . Тогда 

А* < |/(»)|&* + 

+ 2 2 с - < 
t—1 m=0 

или 

dt 

У^21^"-(^ + 7^)Г + | ' р ) 
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j . DU (a) I du 

или 

I Д. (») * V (a) I 
X 

I D'ujf (a) I Да 

i l 2 

ИЛИ 

i/ s i » / - * / . 

i (t) £>i</ (a) 1 da 

(64) 

где X0 = 7 i + 2 — * î ^i = \> + l; H(h) = (h, . . h ) ; C 0 , Ciy Cin — 

константы, не зависящие от я, /г и z . 
I L Введем теперь классы областей, для которых в данной работе 

получаются основные результаты. 
Пусть в пространстве введена некоторая система координат 

в С * ) ( £ = 1 , . . . , s ; / = 1, . . ., п4). Б у д е м считать, что координаты с фикси­
рованным верхним индексом образуют одну группу. Таким образом, 
в силу самих обозначений координаты разбиты на s групп по га$. коор­
динат в группе -\~п8 = п). 

Мы будем рассматривать т а к ж е системы координат, которые полу­
чаются из данной путем применения ^ -преобразования (см. § 1, пункт V I ) . 
Для координат точек в системе, полученной из данной путем ^.-пре­
образования, мы сохраним прежние обозначения юФ(£ = 1, , s; 
/ = 1 , . . . , п < ) . 

Напомним, что при 5 = 1 ^ -преобразование есть просто ортогональ­
ное преобразование координат в 7г-мерном пространстве, а при s = n 
(rii — 1; i = l , . . ., п) оно фактически сводится к изменению направле­
ний некоторых (в частности, всех) осей координат на противоположное. 

В приводимых ниже определениях играет роль число s групп коор­
динат. Мы сперва дадим соответствующие определения для частного 
случая s = п, а затем — для общего случая . 

1. Пусть s = n, 2 — область Еп, a G— некоторое множество точек 
из области 2 . 

Будем говорить, что множество G принадлежит классу С? (Ж; а Ь • • • 
а*) в области 2 , где l ^ i ^ r a , 0 < Ж ^ 1 , 0 < а * < оо, 0 < а * - < ; со 

(/ = 1, . . . , n; j=^i), если для каждой точки x£G существует тело V (х), 
содержащееся в 2 , которое в данной системе координат или системе, 
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полученной из нее ^ -преобразованием, характеризуется следующими 
условиями: 

1) если u£V(z), то u^Xj ( / = 1 , п); 
2) оно ограничено поверхностью 

(щ — х/* = ^ ( * , - х / ' 9 т > > 0 , (65) 

и гиперплоскостями Uj — #у = 0 (; = 1, . . n ; j^ï), щ — а^ = Ж . Числа 
Т*. предполагаются постоянными, не зависящими от x£G. 

Е с л и для в с е х точек x£G с у щ е с т в у е т одна система координат, 
в которой тело V (х) х а р а к т е р и з у е т с я условиями 1) и 2), то будем 
писать G£C% (Ж; а*, . . а * ) . Очевидно, если < ? £ С ? ( Ж ; а£> . . -, <**), то G 
можно разбить на 2 я подмножеств, каждое из которых принадлежит 
к л а с с у С» (Ж; . . . , а ; ) . 

Е с л и а*. = оо при некотором J=^=i, то соответствующее слагаемое 
в правой части уравнения (65) отсутствует и тогда, кроме указанных 
поверхностей , тело V (х) ограничивает еще плоскость Uj — я у = Ж . 
В общем случае , если aj8+l= . . . = a j n = о о , то тело V(х) будет огра 
ничено поверхностью 

К - х/< = 2 г (и , - x/* ( ! < * < » ) , (65') 

УФ*) 
гиперплоскостями Uj — #у = 0 (/ = 1, . . . , n;j=f£=ï), а также гиперпло­
скостями Uj — х^ = Ж (j = i w . . . , у . 

В частности, если все числа а * . = оо ( / = 1, . . . , n; j^i), то тело 
V (х) я в л я е т с я прямоугольным параллелепипедом с ребрами, парал­
лельными координатным осям, и с вершиной в я, ограниченным гипер­
плоскостями Uj — Xj=zQ, Uj — Xj = M (/ = 1, n) (в этом случае 
у р а в н е н и е (65) определяет плоскость щ — я^ = 0). Если а*. = 1 (/ = 1, . . . 
. . ., п), то тело V (х) я в л я е т с я симплексом с вершиной в х. 

Н а и б о л ь ш е е множество G С 2 и принадлежащее классу С? (Ж; а { , • • • 
. . ., а*) обозначим через 2t.. 

Пусть я£2<, V (х) — тело, ограниченное поверхностью (65') и соот­
в е т с т в у ю щ и м и гиперплоскостями. Пусть заданы числа 

х у = * / + ^ > ° (/ = 1 > И ' ' /=^0-
Обозначим через V(x, v) тело, ограниченное поверхностью 

(66) 

UJ — XJ 
и гиперплоскостями и- — х< = 0 (; = 1, . . . , n; j=^i)9 -=— = Ж ( ; 

Положим 

V 3 

Q/O (U X, V): 

a'. _T8_ 
иФ*) 

' = 1 DV 
y .7 

если u£V (x, v); 

О, если u£V (x, v), 
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где X — достаточно большое натуральное число. 
Нетрудно проверить, что тело V (x, v) и функция off (и — v) при 

фиксированном х£&+ и произвольном у, 0 < [ у ^ 1 , удовлетворяют усло­
виям 1)—5) пункта I § 2 . В частности, условие 2), состоящее в том, что 
справедливо включение V (x, v)dV(x, l) = V(x) п р и 0 < ^ < ^ 1 , выпол­
нено в силу предположения, что числа х ^ ^ О ; это легко вытекает из 
анализа уравнения (67). Заметим, что требование неотрицательности 
всех чисел х*. будет играть основную роль при формулировке р е з у л ь ­
татов § 5. 

Таким образом, как вытекает из результатов § 2, для любой доста­
точно гладкой в 2 функции f(x) и для # £ 2 ^ будет иметь место нера­
венство (40) П р и Ху = Х*. ( / = 1 , . . T Z ) . 

Очевидно, множество 2,- можно разбить на 2 я подмножеств Qik(k = 
= 1, . . . , 2 П ) , каждое из которых принадлежит классу С" (Ж] а[> . . -, а

я). 

Рис. 1. Рис. 2. Ряс. 3 . 

Д л я всех # G 2 i f t (при фиксированном к) функция Q/Г (и — x, v) з адается 
одним аналитическим выражением. Поэтому, если некоторый отрезок 
[x, x-j-z] содержится в Qi]c, то на этом отрезке функция о%Г(ю — s , v) 
будет удовлетворять условию 6), введенному в пункте I I I § 2. Отсюда 
следует , что для гладкой в 2 функции f(x) будет справедлива оценка 

д л я i^(^^D]J(x) , даваемая неравенством (54), в котором нужно по­

ложить S — U, Ху = х*. (7 = 1, . . . , п). 
Заметим, что если G С 2 , G £ С* (Ж; ccj, . . ., a*) и числа 

{/ = 1, п; ]фг), то С £ С ? ( Ж ; ßj, . . - , . . ., ß*). Это легко следует 
из определения класса С"(Ж; а * , . . . , а*). Отсюда вытекает, что для 
характеристики множества G ç 2 важно у к а з а т ь максимальные значения 
параметров а*. (/==££) (при фиксированном а*). 

Будем, наконец, говорить, что область 2 пространства Еп принад­

лежит классу Сп >Сп(Ж\ { а у}»/)> е с л и ее можно пред-

aï, . . . , а ; 
ставить в виде суммы конечного числа подобластей 2 t- ô ( j = l , . . . , п; 

n Ni 

6 = 1 , . . . , Ni) таких, что U U 2,- , 9 = 2 и при любом 9, 1 < 6 ^ ^ , 
*̂•,eeC?(Ж; а ' , a i ) . 

Рассмотрим теперь несколько конкретных плоских областей (рис. 1—5) 
и охарактеризуем их в смысле принадлежности тому или иному к л а с с у . 

Область 2 j — равнобедренный треугольник с основанием на оси щ; 
область 2 2 ограничена прямыми u%=±kav иг = ± А , и х = й; 2 3 — круг ; 
2 4 ограничена отрезками прямых & 2 — ±h и полуокружностями, а область 
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Q 5 ограничена отрезками прямых 1 ^ = 0, ux = d, и 2 = Н Ь / г и выпуклыми 
дугами. 

Нетрудно, установить , что подобласти, примыкающие к экстремаль­
ным значениям координаты щ в 2 f ( t = l , 5), принадлежат соответ­
ственно к следующим классам: С\\Ж\ 1, 1), С\(Ж\ 1» 1), С\{Ж\ 1, 2), 
•С1(Ж> 1> 2), С\(Ж'Л, оо), а подобласти, примыкающие к экстремальным 
значениям координаты и 2 , — к следующим классам: С | ( Ж ; 1, 1), 
С1(Ж; оо, 1), q (Ж; 2, 1), С* (Ж; оо, 1 ) , С ! ( Ж ; оо, 1). Таким образом, 

2гес*(Ж; J ' J ) , 2 2 £ С ^ Ж ; J ) , 2 3 е С 2 / - Л L 2 

2 4 6 С 2 ( Ж ; Ч , ^ С С 2 ( Ж ; *' * 
\ оо, 1 у \ оо, 1 

2 , 1 

Заметим, что при изучении свойств типа теорем вложения таких 
к л а с с о в функций, которые характеризуются , вообще говоря, разными 

Рис. 4. 

с 
я. 

Рис. 5. 

индексами дифференциальных порядков, в литературе рассматривались 
в основном области, которые в приведенной классификации принадле-

1, оо, . . ., оо 4 

1 , . ж а т к классу С* о. СО, 00 К этому классу принадлежат 

00 , 0 0 , . . . , 1/ 

все пространство Еп, прямоугольник с ребрами, параллельными осям 
координат и области типа области 2 5 , рассматривавшиеся в работе [5]. 

2. Пусть теперь s — любое натуральное число, 1 < ^ $ < т г , G— неко­
т о р а я подобласть области 2 с Еп. 

Будем говорить, что G принадлежит классу С\[Ж\ Ц1)»*, . . -, 
AJ, . . в области 2 , где 1 1 km=£i (лг = 1, . . . 
. . . , ^ ) , Ь < Ж < 1 , 0 < a £ * M < œ ( A = î; ÄJ, . . 0 < a £ M < œ 
(& = 1, . . . , 5 ; 7 = 1, . . . , nk; при k = i, k€

v . . . , Aj.. / ^ M ) , если для каждой 
точки rcÇG с у щ е с т в у е т тело V (х), содержащееся в 2 , которое в данной 
системе координат или в системе координат, полученной из нее Л-пре-
образованием, характеризуется следующими условиями: 

1) если и£У(х), то uf^xf (î = l , . . . , s; / = 1, . . щ ) ; 
2) оно ограничено поверхностями: 

в пк 

2 2 
к=1 j=l J 

(^•К к1) (68) 

(i»=l, .... )̂.rf >o 

tuf-*»))* = 2 T ? ) W - Î ? 1 ) / + 
«(*)>1 
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^если nki = 1, то гиперплоскостью и [ к т ) — х [ к т ) — 0^ и гиперплоскостями 

uip___x(k) = 0 Qc = l,...9s; / = ..., пк; при k = i, А*, . . . , к^. j=£i)r 

ttÇ0_a£) = # , П^ш) — Х ^ т ) = Ж ( 7 7 1 = 1 , . . . , р . , ) . 
Если некоторое оЙО, * = с о , то соответствующее слагаемое в правой 

части одного из уравнений (68) отсутствует , и тогда мы предполагаем^ 
что тело V (х) ограничено еще гиперплоскостью vip — х<р = Ж. 

Если для всех точек x£G существует одна система координат, 
в которой тело V (х) х арактеризуется условиями 1) и 2), то будем 
писать 

G £ C \ (%; Ц,...,к<н). 
Отметим некоторые частные случаи. Е с л и мы пишем иС^С^Жг 

aW»*, <4*}»*'), то это значит, что тело V(х) ограничено поверхностью 

( B ( f l _ ^ ) ) 4 * ' = %1?№?-*??Р'*+ 2 2 iftuf-xfff" (68'> 

и гиперплоскостями 

а ( * ) _ я ( * ) = 0(А = 1, s; ; = 1, пк; при k — i /=^=1) , и,р — а%) = Ж. 
9 Если < 3 £ С * ( Ж ; a W ' * , . . . , a ^ } > *; 1, . . ., i — 1, î + s) , то 7 ( s ) 

ограничено поверхностями 

и гиперплоскостями 

ll(p — xf = 0 (A = l , . . . , s; 7 = 2, 7 i f c ) , а С * ) _ 4 * ) = Ж ( A = l , . . . , 5 ) . 
Пусть G ce* (Ж; a?) .* , а 7 (ж) — т е л о , 

ограниченное поверхностями (68) и соответствующими гиперплоскостями» 
Пусть заданы числа: 
а) x W > < > 0 ( Ä = i , А*, Ä ' J ; 
б) я**)»* > 0 ( А = 1 , s; 7 = 1, пк; при A = £, к[, . . А * . / т 4 1 ) ; 

(te), i
 xi#)'* ( & = * > • • -, s î Ä^=A*, . . ., A^.; 

7 = 1 , . . . , nk; при A = i / т - 4 ! ) ; ( 6 9 ) в) x(*)>* = 
' 3 

aJ 

r) x£M = + 0 (Ä = l , s; j = l,...,nk; при Ä = t , 
AJ, . . . , Aj5̂  7* = 7 4 1 )• 

Если теперь ввести тело V (x, v) и функцию Q%T (и — x, v) так , к а к 
это указано в пункте I § 2, причем числа хДО положить в данном с л у ­
чае равными *С*)»*, то нетрудно показать , что V (я, и) и О%Г(Й — i?) 
будут удовлетворять условиям 1)—5) . Поэтому, к а к вытекает из р е з у л ь ­
татов § 2, для любой достаточно гладкой в 2 функции /(х) и для xQG 
будет иметь место неравенство (38), в котором числа хС*0 нужно з а м е ­
нить на хФЬ*. j 

Будем далее говорить, что область 2 пространства Еп принадлежит 

1 „(8), 1 ТЛ Ъ.1 
классу ; . . . ' . . = С* (Л?, 

(̂1), * <г(в)> 8 h8 h8 I 
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.если ее можно представить в виде суммы конечного числа подобластей 
8 Ni 

Qit е (i — 1, . . s; 6 = 1, . . . , N i ) , таких , что U U 2 ; , e = 2 и при любом 0, 

1 < 9 < Qi, 9 Ç C\ (Ж, a i 1 3 » < > <; kC^\ Kù-
Е с л и при этом Qi,BÇC*4(X; a < f > - ' ; ÄJ, . . . , при î = 

= 1, s и 6 = 1, iV„ то будем писать Q£C8(X, {(if**), Ю). 
Отметим особо случай s = l . (Поскольку в этом случае X и i могут 

принимать лишь значение 1, то эти индексы в обозначениях мы будем 
опускать ) . 

Б у д е м говорить , что область 2 принадлежит классу С1 (Ж; а 1 э . . . 
. . ., а я ) , где 0 ° ° > 0 < с с у с о (/ = 2, . . . , га), если для каждой 
точки я С 2 с у щ е с т в у е т тело F (я), содержащееся в 2 ; которое в дан­
ной системе координат или в системе координат, полученной из данной 
ортогональным преобразованием, х а р а к т е р и з у е т с я 
условиями: 

1) если u£V{x), то U y ^ X y ( ; = l , . . . , п); 

2) оно ограничено поверхностью 

(щ - xj* = J ; у (и, - xjp, у > 0 (68'") 

и гиперплоскостями — #у = 0 (/ = 2 , . . . , ri), 
и г — х1 = Ж . 

К а к и выше , предполагается , что если Ду = р и с . е. 
= о о ( 2 < С / < ^ т г ) , то V (х) ограничено еще плоско­
с т ь ю Иу — # у = Ж . 

Е с л и область 2 можно представить в виде суммы конечного числа TV 
подобластей Qm (ттг = 1, . . . , N ) , для каждой из которых существует одна 
система координат, в которой тела V (х) для всех x £ Q m характери­
з у ю т с я условиями 1) и 2), то будем писать 2 с С ? 1 ( Ж ; . . -, «„)• 

Е с л и числа х^ удовлетворяют условиям 

х х > 0 , х у > 0 , * , = • £ * ! , х у = х у + х у > 0 (/ = 2 , . . . , гг), (69') 

то тело F (я, v) и функция А"(и — x, v), определенные в соответствии 
с пунктом I § 2, будут удовлетворять условиям 1)—5). Поэтому ;для 
любой достаточно гладкой в 2 функции f ( x ) будет иметь место нера­
в е н с т в о (38) (при 5 = 1). 

З а м е ч а н и е . Пусть aj = a ( i = l , . . . , ri), a* = ß (i, 7 = 1 , . . . , n; 
a, ß 

i - 7 ^ 7 ) . Тогда область класса Cn\ Ж] ß' a ' ' * *' ß I я в л я е т с я областью 

P , p,.. -, «/ 
к л а с с а С1 [Ж] a, ß, . . ß ) . Обратное, вообще говоря, неверно. Напри­
мер, треугольник, приведенный на рис. 6, я в л я е т с я областью класса 
С1 [Ж] 1, 1), но не я в л я е т с я областью к л а с с а Сг \ Ж; ' ] , так к а к 

V 1, 1 / 
/ 1 1\ 

принадлежность области к л а с с у С2 Ж; ' означает, что для каждой 
\ 1, 1 / 

точки области с у щ е с т в у е т прямоугольный треугольник с катетами, па­
раллельными осям координат, и с вершиной в этой точке, содержа­
щ и й с я в данной области. Для 2 6 это условие, очевидно, не выпол­
н я е т с я . 125 



§ 5 . Некоторые функциональные неравенства типа теорем вложения 

Опираясь на результаты §§ 2 и 3, мы здесь докажем р я д функцио­
нальных неравенств типа теорем вложения для таких классов областей , 
которые были введены в предыдущем параграфе . Заметим, что опре­
деления классов областей, данные выше , согласованы с определениями 
классов функций и в дальнейшем функции определенного к л а с с а будут 
рассматриваться только в областях соответствующего к л а с с а . Т а к , на­
пример, функции класса W^n)(Q) будут р а с с м а т р и в а т ь с я в о б л а с т я х 
класса С Я ( Ж ; { а у}.,у)> функции к л а с с а W<p ( 2 ) , — в о б л а с т я х 
класса С* ( Ж ; { a ^ 3 , * } » {km})> функции к л а с с а WW(Q) — в о б л а с т я х к л а с с а 
С 1 -в областях к л а с с а С ., а я ) , функции к л а с с а И ^ ' П ) ( 2 ) 
или В1 ( Ж , Н). 

Каждому классу функций и соответствующему классу областей при­
ведем в соответствие определенные параметры — числа х .̂, или 
или ху, которые должны удовлетворять соответственно у с л о в и я м (66) , 
или (69), или (69'). 

1. Функциональному классу W < p ( 2 ) , где ZÄ = (Z 1 ? . . ., ln) и 
2 ç Сп ( Ж ; ( a * . } t . t / } 9 приведем в соответствие систему чисел х*., опре ­
делив их следующим образом: 

1 
71) , (70> 

а* 
J 

а »7. 
(i, / = . - тг; ]'=уЫ), 

х * = 
3 

(ь У = 1 > . 
зФЪ О, 

если 

если 

4^ 
i 

X*. = X*. -4 - X*. = 
3 3 * 3 

если 

если 
(71) 

Так определенные числа х* удовлетворяют условиям (66) . 
В частном случае, когда числа lj и <**.(£, / = 1 , . . . , 7г) у д о в л е т в о ­

ряют условиям 

J<>4*/(*. / = 1, л), (72) 
имеем: 

: x i = — (i, 7 = 1, . . ., тг). (73) 

Неравенства (72) будут иметь место, например, в случае , к о г д а в с е 
оо (i, 7 = 1, . . . , n; j=£i). 

2. Классу WM(Q), где 1 < * < л , Z* = (Z1? . . . , 18) и 2 Ç С» ( Ж ; 
№L})> сопоставим числа 

числа aj-

(*'=1, . . . , s; fc=l, e; 

s; k-

T- , если 
1 „«). < 

M. 
1 

(74) 

если < 
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(*=1, Ä=fc|, ... 

1 a ( & ) ' * 
если ^ < 1 ; 

е с л и - ^ > 1 . 

Числа х(*)>% к а к нетрудно проверить, удовлетворяют условиям (69) . 
В частности, классу WW(Q)(s=l) и 2 £ С 1 ( # ; а 1 ? . . . , « „ ) мы сопостав­
л я е м числа 

_ 1 

- 1 А1 ^ л 
- у , если — < Д ; 

( 7 ^ ) 

( У = 2 , я ) —^r-, если — 2 > J-* 
1 ayJ a ; ^ Т е о р е м а 1.5. Пусть 

1) /еитно). г"=^- •••> 
2) 9 б С- (Ж; (а<Ь > у ) ; 
3) чис/га x*. 1, . . ., п) определены формулами (70) и (71). 
4) заданы натуральное число т, неотрицательные целые числа v. (/ : 

= 1, п), число g, которые удовлетворяют условиям: 1 < я г < / г , 1 < p < ç < 0 0 , 

( п р и 1 < p <С 9 <С 0 0 допускается e,kt т = 0); 
5) 2 т — сечение области 2 гиперплоскостью хт+1 = const, х л = 

= cons t . 
Тогда справедливо неравенство 

\\Dlf\\lq(Qm)<C\\f\\^hs] (76) 

или, более точно, 
- m a x S ^ п min 4, m 

II DU \\Lj^ < Cx У / H ^ • + C 2 2 II / i=1' (76') 

n n m 

где of

m' = — 2 x j + 2] — ~~ 2 x k ^ И ^ 2 — константы, не зави-
сящие от рядом стоящих множителей; h — произвольное число, для кото-

i 
р о г о 0 < й < ; Ж х £ (i, & = 1, n). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Область 2 , в силу того что она принадлежит 
к л а с с у С п ( Х ; {ау}*\у)> можно представить в виде суммы подобластей 2 ^ е 

( Q = \ J Ü Q< Л , где 2 , в G С» (Ж; aî , • •- , <**)• Поэтому для д о к а з а -

V i = l 8 = 1 ' / 

т е л ь с т в а теоремы достаточно оценить норму H ^ i / l l ^ e f в ) ' Г Д 6 ^ 6 — 
м н о ж е с т в о тех точек 2 Ш , которое содержится в 2 ^ е . Кроме того, мы 
м о ж е м предполагать , что / является достаточно гладкой функцией в 2 . 127 



Теперь для получения нужной оценки воспользуемся неравен­
ством (40). На основании неравенства Минковского тогда будем иметь 

\D4\\' , < 
»9{*Т9 е) 

dx" I / ( и ) I du 
я 

+ 2 ^ 
к=1 

2 (i+vy) ^ \ Q ( Я » С Л ( А ) ) 

+ 

ACÄ)I ( ] / " I в / - */ l v ) к > J . 
если Z f c— целое; 

dz" 
\h{t)Dl

u\f(u)\du 

л Д. V*. i 

если ZÄ = Zfc + a f c — нецелое 

я 

= c7l + 2 <^2, Ä» (77) 

где 

Ч о = 2 4 (1 + v y) - ZÄxj; \ K 1 = 2 (1 + vy) — + 4 ; 

H(h) = [hx\ Ä 4 ) , 0 < / г < Ж * Ы / = 1, тг). 

Оценим сперва < ^ 2 f k в случае , когда 1к — целое. Для этого число l k 0 

запишем в виде 
я n m 

ч « = 2 x H i + v y ) - w = f 2 х * + т 2 х* -
/=1 .7=1 

( n я m \ я m 

У=1 У=1 '̂=1 / >=1 y = i 

Теперь для оценки G72, * МОЖНО применить неравенство (55) (тео­
рема 1.3); тогда получим 

Л . < ^ - » | | / 1 и ) я . (78) 
w te 

Н а основании того ж е неравенства (55) при е = -1 ^ х ) - i - ^ х ) 
i = i y = i 

получим следующую оценку для 

^ i < C A T * H / | | w (79) 

где 8 S . = } 2 ^ + 2 v ^ - 7 2 ^ 
y = i y = i 

У=1 
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Оценим теперь ^ 2 j k в случае , когда 1к = 1'к-\-ак — нецелое. Прежде 
всего заметим, что 

Y 
A* (t) D\f (и) I J Д* (t) Df*f (и) j 

2 > , - . , 1 » - Н . | * ) ' « ! ' 

/=1 J 

X 
2 

Д а л е е , 

• z * 4 = j , ( Д 4 + 4 j + 7 2 4 - < ь 

Теперь для оценки G7 2 А можно применить неравенство (56) (тео­
рема 1 .3) , в котором нужно положить 

ч Д * ( 0 ^ * / ( » ) т 

Fx(u, t) = -—. Тогда получим 
m 7 + < v - ' ; ) 

h,k<Ch*»',*\\f\ykW ( 8 0 ) 

Из неравенств (77)—(80) и вытекает нужная оценка. Теорема дока­
з а н а . 

З а м е ч а н и е 1. Если выполнены условия теоремы при g = œ , то 
справедлива оценка 

— m a x 8* n minsQ к 

WDifWo^CAfl г ^ - ' п + с, 2 | / U > • - » . (76") 

З а м е ч а н и е 2 . Предположим, что числа I. и a*.(i, 7 = 1, . . ., n) 
1 

у д о в л е т в о р я ю т условиям (72) и, следовательно, х * . = х у = — ( г , / = 1 , . . . , тг). 
Тогда тг2 условий (75) в теореме 1.5 з аменятся следующим одним усло­
вием: 

n n m 

< - } 2 v - 2 i H 2 i = ° " > ° № 
/=1 ' Я=1 У .7=1 

(при 1 < р < ? < о о допускается е Л = 0) . 
У с л о в и я (72) будут выполнены, например, если все числа а * . = 

= œ (i, 7 = 1, . . ., п; jye=i), в частности, если областью 2 я в л я е т с я 
в с е пространство Еп. 

Таким образом, если выполнены неравенства 

h>^rh(U 7 = 1, п), (72) 
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то условия (75), обеспечивающие справедливость неравенства (76) д л я 
области Q класса Сп(Н; { а * . } ^ ) , равносильны одному условию (75'), совпа ­
дающему с аналогичным условием для Q = En. Дальше мы покажем, что 
условия (72) являются т а к ж е необходимыми для того, чтобы для любой 
области 2 класса Сп(Н; { а у}»,у) и любой функции / ç W^n) (2) из выпол­
нения неравенства (75') вытекала справедливость неравенства (76). 

Выясним на конкретных примерах тех плоских областей, которые 
были приведены в пункте II предыдущего параграфа, каким соотно­
шениям должны удовлетворять числа 1г и Z 2 ( / £ ^ р 1 , / з ) ( ^ ) ) > чтобы были 
выполнены неравенства (72), т . е. чтобы для этих областей теорема 

вложения типа теорема 1.5 формулирова­
лась так же , к а к для Q=E2. 

Для области 2 Х класса С2 

' ' 1 , 1 эти 

условия имеют вид 

^ Z2, Z2 <[ ^1' ^" ^* 1̂ ^2 

Д л я 2 8 Ç C S , ^ 1 

' ' с о , 1 
Z j ^ Z a , Z 2 ^ 0 , т. ё. Z i ^ Z 2 . 

Рис. 7. Д л я 2 3 6 С 2 ( ж , -
1, 2 

1 

l-i ^ -у Z2, Z2 ^ ~ Z1? т . е. 2Z2 ^ Zj ^ Z2. 

Для 2 4 С С 2 Ж 
1, 2 

0 0 , 

Z ^ y Z g , Z 2 J > 0 , т . е. Z2. 

Для 2 5 £ С 2 
1, оо 

0 0 , 1 

Z j ^ O , Z 2 > 0 ( Z 1 и Z2 — любые положительные числа). 

Отметим, что для круга (область 2 3 ) мы получили те соотношения,, 
о которых говорилось во введении. 

Приведем еще один пример для случая 7г = 3. Пусть 2 — ш а р . 
1, 2 , 2 \ 

; 2 , 1, 2 . Условия (72) в этом случае примут вид 
2, 2, lj 

h > \ h (i¥>U U 7 = 1, 2, 3) , 

Очевидно, 2 £ С 3 

или 
1 

(81) 

Неравенства (81) означают, что при любом Z x > 0 точка (-г^-, -~Л 

должна принадлежать шестиугольнику, приведенному на рис. 7. 
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Таким образом, при условиях (81) выполнение равенства (75') га ­
рантирует справедливость неравенства (76) для любой функции 

З а м е ч а н и е 3. Предположим теперь , что в условиях теоремы 1.5 
числа lj и a*, (i, 7 = 1> . . Щ ij^j) при всех ]=^=i удовлетворяют не­
равенствам, противоположным неравенствам (72), т. е. 

li<irh ( i s £ h h 7 = 1, - п). (82) 

Тогда 

Œ î 

где Х*. = — (i, 7 = 1, . . ., n), и при m = n условия (75) примут вид 

+ | M - y | - | ) - i ( - < + |v .A>o <и») 

(i, A = l , . . . , п). 

При фиксированном i и к = 1, . . ., n л е в а я часть (75 я ) принимает 

наименьшее значение при k = i, так к а к при А = £ 1.-~=1, а при 

k=y^i Zfc — > 1 , что вытекает из (82). Поэтому ri1 неравенств (75) можно 
заменить на п неравенств вида 

В частном случае , когда Х*. = Х ( г ^ = / ; г, 7 = 1, . . r i ) , что будет 
/ а, ß ß \ 

иметь место, например, если S £ С Ж ; , ^ = "о~> условия 
V Р , Р « 7 Р 

(75) (при т = п) примут следующий более простой вид: 

г - ( Ь 7 ) ( 1 + ч ^ 1 Ь р ' + А 1 ч ^ п ) ' ( 7 5 , / / / ) 

( В (75"), (75 / / ; ) , (75"") при 1 < р <С#<С 0 0 допускается равенство нулю 
левых частей) . 

З а м е ч а н и е 4. В порядке дальнейшей детализации результатов , 
вытекающих из теоремы 1.5 , рассмотрим более подробно частный слу­
чай п = 2, fÇW<p(Q)(Pz={lv Z2)), 2 С С ( Ж ; \\ J ) . К а к мы у ж е выяс­
нили выше, в зависимости от соотношений между параметрами l v Z 2 и X 
будут получаться различные результаты. Возможны следующие три 
типа соотношений между указанными параметрами: 

1) Z ^ X Z 2 , Z 2^=XZX (эти неравенства возможны при Х ^ 1 ) ; 
2) Z i^XZg, Z 2 ^ ^ i ( э т и неравенства возможны как при Х < ^ 1 , так 

и при X > 1); 
3) Z 1 <;XZ 2 , Z 2 < | X Z 1 (очевидно, должно быть Х > 1 ) . 
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Условия 1) равносильны условиям (72), поэтому условия (75), га­
рантирующие справедливость неравенства (76) (при т = п = 2), з апи­
ш у т с я в форме (75'), т . е. 

а при q = p в виде 

1 - ( t + i ) > 0 - ( 8 3 , ) 

Первое из неравенств 2) означает, что при i = 1 выполнены нера­
венства (82), а второе из неравенств 2) означает , что при 1 = 2 вы­
полнены неравенства (72). Н а основании замечаний 2) и 3) условия 
(75) в этом случае примут вид 

1 - ( 7 - т ) а + т ) - № + ч ) > ° -

1 - ( 7 - 7 ) ( i + i)-(-? + t)>»-
Но так как Z X <[XZ 2 , то второе неравенство можно отбросить и по­

этому имеем: 
1-(}-r)(i + IH +̂̂ )>°- '84> 

а при q = p 
1 - ( т + х ^ ) > ° - <84') 

Наконец, неравенства 3) равносильны неравенствам (82), и поэтому 
на основании замечания 3 мы можем условия (75) записать в виде 

1 - ( 7 - 7 ) ( i + ^ ) - f è + ^ ) > » ' 
1 - ( ï - 7 ) ( T + i)-(ï + 4 ) > ° -

а при q = p 

\ (85') 

Изобразим в плоскости точек (117 12) множества неотрицательных 
целых точек (v1 ? v 2), для которых справедливы неравенства (83 ') , (84') 
и (85'). Рис. 8 соответствует неравенству (83'), рис. 9 — неравенству 
(84'), а рис. 10 — неравенствам (85') . Во всех случаях множества у к а ­
занных целых точек содержатся в заштрихованных частях плоскости. 
Заметим, что если числа lv 12 и X удовлетворяют условиям 3), то при 
Х > ш а х ( 2 1 7 Z2) неравенства (85') будут удовлетворены только при 
v 1 = v2 = 0 (имеем в виду целые значения v 1 и v 2). Таким образом, 
в этом случае теорема 1.5 не гарантирует оценок типа (76) ни для 
какой частной производной функции f(x). 

Покажем теперь на простейшем примере, что результаты, которые 
обсуждались в замечаниях 2, 3 и 4, я в л я ю т с я в определенном смысле 
точными. 
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Рассмотрим плоскую область 2 класса Сг[ж\ ^ \j, ограниченную 

кривой у\ = \у2\ и прямыми г / 2 = ± - т г , Ух = 1 (рис. 11). 

Пусть 1г и Z 2 —произвольные целые положительные числа. Опре­
делим в области 2 семейство функций fn(yv у2) (тг = 1, . . . ) , завися­
щих от п а р а м е т р а тг, где 

fnti/v P 8) = * V ^ ^ ' l ( * = l . . . . ) , 

а число s определим из равенства 

« + i ± ^ - X ( Z , - l ) = 0. (86) 

Рис. 8. 

к 

Л 

h 
Рис. 9. 

Легко п о к а з а т ь , что при p ^ 1 и q ^ р 

1 + х 
~Х(/2-1) 

^ i 1 Lee)" 
:0(п Р 

••о, 
V 2 ) 

А» (2) 

В силу первых т р е х соотношений и равенства (86) 

(87) 

где С не зависит от тг. 

С другой стороны, из (87) вытекает , что d^fn 11 будут огра­

ничены в совокупности (тг = 1, 2, . . . ) только в том случае, когда 

s + v 1 _ i ± ^ _ X ( Z 2 - l - v 2 ) < 0 . 
(88) 
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Левую часть неравенства (88) на основании (86) преобразуем сле­
дующим образом: 

i + v 1 _ i ± i _ X ( i î - l - v î ) = [e + Z 1 - ^ _ X ( Z s - l ) ] + 

+ [ v 1 + 4-z 1+(l-l)(i+x)]== 

Таким образом, неравенство (88) равносильно следующему: 

« - ( т - т Х ^ + й-Ф + Ь^0- (88') 

Если 
купности 

(88') 
(при 

не 
п 

выполнено, 
= 1, 2, . . . V 

то 
а 

не 
т а к к а к | | / п 

будут ограничены в сово-
I ,.а, ограничены в сово-

купности, то, к а к у ю бы ни взять константу С 
в неравенстве (76), найдется такое п, что 
для / „ неравенство (76) не будет иметь места . 

Заметим, что если 1г <^ XZ2 (это значит, что 
при i = l выполнено условие (82)), то нера­
венство (88') равносильно условиям (75) (для 

QeC^H; ^ \) и при l<p<q<co), г а -
рантирующим справедливость неравенства 
(76). Если ж е Z X ^ X Z 2 , то будут выполнены 
неравенства (72), и тогда справедливость не­
равенства (76) определяется условием (75'): 

(89) 

Сравнивая (89) и (88'), легко убедиться , что если Z 1 < X Z 2 (неравен­
ства (72) не имеют места) , то из выполнения неравенства (89), вообще 
говоря, не вытекает (88'), а следовательно, и (76). Этот пример пока­
зывает, что если неравенства (72) не имеют места, то из справедли­
вости (75') еще не вытекает справедливость неравенства (76). Анало­
гичные примеры можно привести и для более общих классов областей. 

Отсюда и из предыдущего вытекают следующие выводы. 
1. Условия (72) являются необходимыми и достаточными для того, 

чтобы для любой функции f^W(P(Q), где 2 £ С * ( Ж ; Д из спра­
ведливости неравенства (75') вытекала справедливость неравенства (76) , 
т. е. чтобы теорема 1.5 формулировалась для области 2 так ж е , к а к 
и в случае Q = En. 

2. Если неравенства (72) не имеют места , то не всякую функцию / 
класса, Wp

in)(S), где Q£Cn(X; { а ) }*Д можно распространить на в с е 
пространство Еп с сохранением к л а с с а . 

Действительно, если бы такое распространение было возможно, то 
для Еп были бы выполнены неравенства (72) при любых Ẑ  (î = l , . . тг), 
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а тогда из (75') вытекало бы (76), а это противоречит доказанному 
в ы ш е . В частности, если 2 — круг и если 1г и Z2 не удовлетворяют 

неравенствам 2 Z 2 ^ Z 1 ^ y Z 2 , то указанное распространение функции / 

к л а с с а WP

P)(Q) на Е%, вообще говоря, невозможно. 
3. Будем говорить, что функции класса Wp

Ilt l l } (2 ) обладают лучшими 
с в о й с т в а м и , чем функции к л а с с а Wp'r2) если множество значений vx, 
v 2 и g, для которых имеет место неравенство (76), в первом случае 
ш и р е , чем во втором. 

Хорошо известно, что если областью 2 я в л я е т с я прямоугольник, 
т о чем больше числа 1г и Z2, тем лучше (в указанном смысле) свойства 
функций класса W{pl'h\Q). Однако если областью задания функций не 
я в л я е т с я прямоугольник, то это может быть и не так. Например, если 

I Х> 1 \ 

оСС21Ж; ^ ^ I , к а к в нашем примере, то, как вытекает из (88 ; ), 

к а к о в о бы ни было число Ё 2 > - ^ - , для функций класса W p

l u h ) (2 ) мы 
имеем те же свойства , что и для функций класса W\ хг х м 2 ) . В этом 

смысле можно говорить, что функции класса Wp

 х ' ( 2 ) обладают наи­
л у ч ш и м и свойствами в области 2 . Отметим, что указанные результаты 
в ы т е к а ю т из теоремы 1.5 при условиях (82), и пример лишь подтвер­
ж д а е т , что эти р е з у л ь т а т ы являются в определенном смысле точными. 

4. Примерами, подобными приведенному, нетрудно показать , что 
р е з у л ь т а т ы , о б с у ж д а в ш и е с я в замечании 4, также являются точными. 
И з этих р е з у л ь т а т о в , в частности, вытекает , что если f£Wp

le*î(Q) = 

X, V 
= Wp

l*l)(Q), 2£СдЖ; i у J и X > Z , то никакая частная производная 
функции / в норме Lp не может быть оценена через ||Я1тг(*«3)(2) ( с к о н " 
стантой , не з а в и с я щ е й от / ) , кроме, безусловно, тривиального случая, 
к о г д а эта частная производная является чистой производной порядка I 
по какой-либо переменной. Однако, к а к мы увидим ниже, если функ­
ц и я / имеет суммируемые со степенью р в 2 не только чистые, но и 
в с е смешанные производные порядка Z, то результаты в этом плане 
б у д у т совершенно иные. 

Т е о р е м а 2 . 5. Пусть 

1) f£WW(Q), l' = (lv Z.), 1 < * < к ; 

2) Q£C'(%; } , Ю); 

3) числа x(?)'*' (к, i = l , . . ., s; / = 1 , . . ., пк) определены форму­
лами (74), 

yjb),i— min yip,* (к, ï = l , . . . , s); 
/ = 1 , пк 

4) неотрицательные целые числа (& = 1, . . м $; / = 1, . . . , пк) и 
число q удовлетворяют условиям: 
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« "ОТ 

- 2 2 4 - 4 ml, t . 
m = l л—1 
тфк 

m—l X = l 

: 8 ( * > . < > 0 , 

если. lk— целое, или 

(h - I v*» I ) . ' - a, (*(/). « - 4*). <) -

- 2>'-»rf>-< - (1-1)22 
W = l / w = l X = l 

— 2 2 * = * > 0, 
W l = l X = l ^ 

если lk = l'k-\-ak — нецелое, где Гк — целое, 0 < 

<С afc <С 1 ^ <С Р <Г (7 <С 0 0 е ( / 1 ' * могут быть 

равны нулю.) 

Тогда справедливо неравенство 

к, i — 1, . . ., s] 
7 = 1, . . . , щ (90) 

(91) 

где С — константа, не зависящая от /. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве теоремы можно счи­

тать , что функция f(x) я в л я е т с я достаточно гладкой в Ö. Так к а к 

^6С*{Ж; {of-% Ю), то 2 = L ) и ö,-,e> где Q M ç ( Ж ; S . . 

1=1 6=1 

&j, . . . , й*.) при 6 = 1, N4. Поэтому д л я доказательства теоремы 

достаточно оценить , й v Д а л е е , в силу определения класса 

ь̂ (Ж;а̂ >% . . ., aW»*"; uj, . . м ы можем считать, что в некоторой 
фиксированной системе координат н Ф ( £ = 1 , . . ., s; 7 = 1, . . щ ) , 
полученной из данной ^ -преобразованием, для всех точек x£Qit& 
имеет место неравенство (38); а так к а к класс W^(Q) инвариантен 
относительно ^ -преобразования координат, то можно считать, что эта 
система координат совпадает с исходной. Теперь для получения нуж­
ной оценки воспользуемся неравенством (38). Н а основании неравен­
ства Минковского тогда будем иметь 

где 

G7 Л 

8 Пк 

< с ( а д + 2 2 cfjf, 

\f(u)\ du 

L 2 

' J 
du 

/
8 П т 

2 2 K - } -
( m ) , * 
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если lk— целое, или 

х 

dx / \ dt& I . du X 

m—1 X = l J 

если ZÄ = Zfc- | -a Ä — нецелое, где Vk— целое, 0 < a f c < ; i , а 

x(*v = 2 2 4m)- ' + 2 2 * _ _ i vft D * c * ) . « , 

m—\ X = l 1 —1 я»=1 X = l 

8 П т 8 7lm njc 

m = l X = l X = l 

• f ^ = min x(/)>*, 0 < А < Ж " 
/ = 1 , n f c 

Щ Т Т / A i Ê = l , . . ., S 

7 = 1, . . ., ^ 

Теперь, к а к и при доказательстве теоремы 1.5, для оценки < / 0 И 
при целом 1к можно применить неравенство (55) (теорема 1.3) , а для 
оценки при нецелом 1к— неравенство (56). Для этого достаточно 
заметить, что 

2 2 Ч'»^ — 

m = l Х=1 m = l Х=1 
тфк 

m = l X = l 

/
8 Пт 

2 2 
m = l X = l 

7 < 

< 
Л*)- / ' - I v(*0 I 

l « * > l * 

X 

X V 2 2 K-o-sj-of* + i«*>i° 
m = l X = l 13T 



x£v - (?+ a ^ Ф Ч 2 2 ^ 1 + 1
 + т 2 2 ^ *' • 

4 у J У \ * п = 1 Х = 1 / 4 ю»=1Х=1 

(h - 1 ^ I) - « f *' - M * ? 5 * ' - <k)> *') - ( 2 ' - ^ ' 

(1-1)2 2 ч - » " - 2 2 
m=l X = l 
тфк 

8 7 i m 

= ( F + T ) 2 2 ч ч - < + ? ч ч - < — s i 0 - 1 -

Применяя указанные неравенства , получим (91). 
З а м е ч а н и е 5. Левые части неравенств (90) при целом 1к и не­

целом 1к записываются различно. При нецелом 1к появляется дополни­
тельное вычитаемое оск (vSp> * — хМ> *) - ) - ^2 Ч*0' * — Щ*^' * j • Оно, оче­
видно, обратится в нуль, если пк = 1 или если все числа х^Ь * при 
j = l , . . . , равны. Отметим, что для тех классов областей, которые 
рассматривались в литературе в вопросах аналогичного рода, числа 
• х ^ ) » * ' = у (/ = 1 , . . . , пк) и поэтому указанные дополнительные слагае­
мые отсутствовали. Если вместо функций класса Wp (Q) рассматривать 
функции класса Wp(Q), то неравенство 

1 1 ^ ( 2 ) < С « Л Ц « ) ( 2 1 ( 9 1 ' ) 

будет иметь место, если 

m—I X = l 
• 2 2 ч -

m—l X = l 
X 3 ^ 

(900 

/А, î = l , . . ., s \ 

V/ = l , . Щ ) 

(предполагается, безусловно, соблюдение всех прочих условий тео­
ремы 2.5). 

Таким образом, если fQW^(Q) и числа l{ (î = l , s ) — целые 
или /çffîv*)(Q) (I. — произвольные положительные числа), неравен­
ства (91) и соответственно (91') будут иметь место при выполнении 
условий (900- Так как при целых 1<(1 = \, . . . , s) W^p (Q) = ffîp (Q), 
то в дальнейшем будем считать, что /Ç^ffîp(Й). 

З а м е ч а н и е 6. Рассмотрим частный случай теоремы 2. 5, соответ­
ствующий 5 = 1, т . е. будем предполагать , что ffffîvUQ), а 
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Н е р а в е н с т в а (9(У) в этом случае примут вид 
п 

< J - * ) * y - ( 7 - 7 ) 2 X = E / > ° (7 = 1 . - - -> (90") 
Х = 1 

где 
1 а 1 ^ А 

т , если — 1: 
v = 2 V *1 = Т ' 7 V = a i Œ l ^ A 

i СУ=2 ») - Л , если — > 1. 

И з в с е х чисел ву (/ = 1, . . тг) число s x является наименьшим (это 
с л е д у е т из определения Х у ) , а поэтому условия (90") равносильны сле­
д у ю щ е м у : 

п 

с - *> т - ( т - у ) 2 * / = 8 > 0 Р<П 

(при l ^ p ^ ^ ^ 0 0 допускается s = 0). 
Н а основании теоремы 2. 5 из (90 / ; / ) вытекает неравенство 

З а м е ч а н и е 7. Сравним теперь полученные результаты для функ­
ций классов Wp

Ien)(Q) и Wp

l)(Q), причем для простоты будем предпо­
л а г а т ь , что I — целое число. Пусть область S принадлежит классу 

/ а , (3, . . . . ß\ 
Сп\ Ж; I , где 0 < а < с о , 0 < | 3 : ^ о о ; очевидно, Q принад-

\ р , р , . . . , « / 
л е ж и т т а к ж е к л а с с у С1(Н; а, ß, . . . , ß). 

В ы я с н и м , каким соотношениям должны удовлетворять числа 
(г = 1, . . т г ) и q, чтобы имели место неравенства 

\\Dlf\\L^<C\\fl(un4ä) (92) 

l l ^ / l k ? ( S ) < ^ I / U ( s r (93) 

Положим Х = у ( 0 ^ X < оо). Рассмотрим два случая: 1) Х ^ 1 и 

2) Х > 1 . 
При Х < ^ 1 будут выполнены неравенства (72) и поэтому условия , 

которым должны удовлетворять числа v i ( i = l , . . ., тг) и д для того, 
чтобы имело место неравенство (92), определяются соотношением (75'), 
к о т о р о е в данном случае (lj = l (/ = 1, - . п ) , тп = п) принимает вид 

' - * - ( 7 - т ) л > ° ( — 2 - 0 <94> 

(при 1 <Ср<Ся<Z œ л е в а я часть может обращаться в нуль). 
К а к в ы т е к а е т из замечания 6, условия , обеспечивающие справед­

л и в о с т ь н е р а в е н с т в а (93), в этом случае ( Х ^ 1 ) также записываются 
в форме (94). Поэтому при Х ^ 1 множества значений ^ ( г = 1, тг) 
и q, для которых справедливы неравенства (92) и (93), одинаковы. 
В этом смысле можно говорить, что при Х ^ 1 суммируемость со сте-
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пенью р смешанных производных порядка Z функции / не и г р а е т су­
щественной роли. 

П у с т ь теперь Х ] > 1 . Тогда, к а к в ы т е к а е т из (90 7 / / ) , н е р а в е н с т в о (93) 
б у д е т иметь место, если 

Z _ v _ ( l _ l ) ( l + X ( n _ l ) ) = l > 0 (95) 

(при 1 < р < ? < с о ВОЗМОЖНО £ = 0) . 

Неравенство (95) получается из (90'") при * 1 = у- , х у = у" (/ — ^ ' • • • 
. .., ri). 

Отметим, что этот результат получен в работе И. Г . Глобенко [3]. 
Д а л е е заметим, что при Х ^ > 1 имеют место неравенства (82 ) . По­

этому, к а к вытекает из замечаний к теореме 1. 5, условия , которым 
должны удовлетворять числа v^(i = l , . . . , ri) и q для того, чтобы имело 
место неравенство (92), определяются неравенствами (75 ; / / / ) : 

* - (v<+х 2 v> ) - (I - ( 1 + _ ï { ( 9 6 > 

З'фъ 

(при î<^p<Cq<Cœ возможно ^. = 0) . 
И з неравенства (95) следует, что, каково бы ни было Х ] > 1 , для 

любой частной производной функции / порядка v < Z будет иметь место 
неравенство (93) по крайней мере при q = p. В то ж е время н е р а в е н ­
ство (92), как вытекает из (96), для любой функции / класса Wp

un) (2) 
при X > Z будет иметь место только при vf. = 0(& = l , ri). 

Поэтому при X 1 множества значений и q, для которых спра­
ведливы неравенства (92) или (93), вообще говоря, различны. В этом 
случае существенно сказывается наличие суммируемых со с т е п е н ь ю р 
смешанных производных функции / поря'дка Z. 

Отметим, что полученные в ы ш е р е з у л ь т а т ы относительно с в о й с т в 
функций классов Wp

l*n)(Q) = Wp

l> •••> ^(Q) относились к областям к л а с с а 
Сп(Ж; {aj}i,j) и получались к а к частный случай р е з у л ь т а т о в для 
классов Wp(Q) при Z 1 = • - . = l n = l. Теперь покажем, что е с л и об­
л а с т ь ^ принадлежит классу С (Ж), т . е. удовлетворяет у с л о в и ю ко­
нуса , то для классов Wp

le") ( 2 ) , где Z — произвольное положительное 
число, будут иметь место те же теоремы вложения, что и для к л а с с о в 
Wp ( 2 ) . Чтобы быть более точным, заметим, что в том случае , когда 
получается оценка нормы функции или ее производной в Lq (в том 
числе и при д = с о ) , мы требуем, чтобы 2 £ С (Ж), а если о ц е н и в а е т с я 
норма, в определении которой участвуют конечные разности от функ­
ции или ее производных, мы предполагаем, что 2 £ В1 (Ж, Н) (см. 
п у н к т I § 4) . Отметим, что к рассматриваемому вопросу имеют п р я м о е 
отношение работа О. В . Бесова [11], из результатов которой в ы т е к а ю т 
у с л о в и я совпадения классов Wp

l) ( 2 ) и Wp

unï ( 2 ) при произвольном 1^>0У 

а т а к ж е работа К . Т . Смита [12], из которой вытекают те ж е усло­
вия при Z целом положительном. 

Т е о р е м а 3 . 5 . Пусть 
1) feWW(Q)9 Z > 0 ; 
2) 2 Ci? 1 (Ж, H); 
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3) натуральные числа m, у, а также числа p и q удовлетворяют нера­
венствам 

z - v - 7 + T = £ - > 0 ' ° < p < s - < 9 7 > 

4) 2 W — сечение области Q гиперплоскостью я , д + 1 = = const, 
= const ( 2 W = 2 ) . 
Тогда, если 1) p < e * n и л и 

2) p = s w и n) p u Z — нецелые или 
б) p или Z ^e^ioe u 1 « С Р ' С з <C °°> справедливо 

неравенство 

1 Д 7 ЦP»<«-) < СJî* I/||ip(2) + CJi"»-' ± J / \\Lm^ 1 И , (98) 

где o = y - | " v + P ~ 5 0 < А ^ Ж ; C 0 u C x — константы, не зависящие 
от f и h. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы проводится таким ж е образом, как и дока­
з а т е л ь с т в о теоремы 8 . 4 из работы [5]. Оно основано на следующих 
н е р а в е н с т в а х : 1) если р — целое, то на неравенствах (40) и (55), если 
I — целое, или (40) и (56), если Z — нецелое; 2) если р — нецелое, то 
на неравенствах (64) и (60)—(62), если Z — целое, или (64) и (57)—(59), 
е с л и I — нецелое. 

З а м е ч а н и е 8. Е с л и в условиях теоремы р — целое, то неравен­
с т в о (98) будет справедливо и в предположении, что 2 £ С ( Ж ) . . 

З а м е ч а н и е 9. Пусть выполнены условия 1)—4) предыдущей 
теоремы. Пусть , далее , Sm — т?г-мерная подобласть Qm, Ах— вектор Еп, 
причем | Д : г | ^ Я . Предположим, что трансляция Sm на вектор Ах пере­
водит Sm в Sf, причем S ? содержится в 2 (Sn = А (Ах) 2 ) . Тогда спра­
в е д л и в о неравенство 

\A(Ax)Dlf\\ = | | Д {Ах) Dlf (x) \ldx" 
ßfll 

+ (А) 211/11 
JP> я, (2) 

< C o W ! l / | | V 2 ) | A ^ ! l + 

\Ах\, если e w > l ; 

\A*\{l+\l»rk\) 
j Ax Is™, если e , n < 1 

P я 
если е. . = 1; 

где 0 < 7 г < ^ Ж ; C0(h) и Сх (h) — константы, не зависящие от / и \Ах\. 
Д о к а з а т е л ь с т в о основано на неравенствах (64), (55) и (56). 
З а м е ч а н и е 10. Аналогичные результаты можно получить и для 

х о р о ш о известных к л а с с о в Нр

ип) (2 ) и Вр

1еП) ( 2 ) . Точнее, если предполо­
ж и т ь , что область 2 я в л я е т с я областью класса Д 2 ( Ж , Я ) , то функ­
циональные классы Нр

1еП)(Щ и В{1

р

п) ( 2 ) совпадают соответственно 
с к л а с с а м и Нр

 } ( 2 ) и Вс

р

п ( 2 ) . Методика доказательства этих результа ­
т о в аналогична примененной здесь методике для классов Wp

len\Q) 
( см . т а к ж е [5]). 

В заключение приведем одну теорему, в которой у с т а н а в л и в а е т с я 
принадлежность производной функции / класса Wp

ln) (2) классу L i p а. 
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Пусть 2 £ С Я ( Ж ; { a y}t , j)- Тогда 2 можно представить в виде суммы 
подмножеств Qik(i — l, . . ., п; А = 1, . . . , 2 я ) , каждое из которых при­
надлежит классу СЦЖ; &ъ . . a») ( ^ м - пункт I I § 4 ) . 

Будем говорить, что Ö обладает свойством (*), если любые д в е 
точки х и у из 2 , для которых | ж — у \ ^ Н ( 0 < # ^ 1 ) , можно соеди­
нить ломаной xz .. . иу с конечным числом звеньев (число звеньев ^ N, 
N — фиксированное для области 2 число) и с длинами, не превосхо­
дящими \х—причем каждый из отрезков ломаной содержится 
в некотором 2 ; f c . 

Т е о р е м а 4 . 5 . Пусть 

1) /е<Я)(о); 
2) 2 £ С П ( Ж ; ( a ) h , у) и обладает свойством (*); 
3) числа x) (i, / = 1, . - ., п) определены формулами (70) и (71); 
4) для целых неотрицательных чисел Vy (/ = 1, гг) справедливы 

неравенства п п 

г / 4 - 7 2 ** _ 2 V ' * = в'у > 0 (i, / = 1 , . . . , п); (99) 
fc=l 

5) х * = m a x xj; е * = min в'.; 8' = ~ ^ Х* + 5 V*X*' 

Тогда для любых х и у из 2 , 9ля которых \х — г / [ ^ Я , справедливо 
неравенство 

I (s) - Z)i/ (у) I < С 0 (Ä) I / AV 0 JI J : - у\ + 

t = l Lp,x \*=1 

| # — г/1 гари e*'>x*, 

I ж — г/| 1 _ Т* е* = х*, 

i l 
I х —у\ х % пРи £ *<С х * 

(100) 

где 0 < ] у* <С 1 — произвольное фиксированное число; 0 < /г ̂  1 ; С 0 (А) и> 
Ct-(A) we зависят от f и \ х — у \. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х, г/Ç 2 и | # — у\^Н. В силу усло­
вия (*) при доказательстве теоремы можно считать, что отрезок ху 
содержится в некотором множестве 2* f c, принадлежащем классу 
Cï(%; *i\ . . . , « £ ) . 

Пусть 0 < А ^ 1 . Предположим сперва , что | я — y\^hx. Тогда 
в силу того, что отрезок ху содержится в 2* Ä , для оценки \Dlf(x) — 
— Dyf(y)\ можно применить неравенство (54) (см. пункт I I § 4 ) , в кото­
ром нужно положить j Ä J = f — у\, fx ===== 1, s = = п. Из неравенства (54) 
применением неравенства Гельдера к каждому слагаемому получаем 
неравенство (100). 

Пусть теперь \х — y\^>h*\ Тогда 

f I Dlf (x) - Dlf (у) К I Dlf (x) I + 1 Dlf (у) I; 

оценивая каждое слагаемое с помощью неравенства (40) и неравен­
ства Гельдера , опять получим (100). Теорема доказана . 

142 



Л и т е р а т у р а 

1. В . Г. M а з ь я. Классы областей и теоремы вложения функциональных про­
странств. Докл. А Н СССР, 1960, 133, № 3, 527—53Ü. 

2. В . Г. М а з ь я. «р»-проводимость и теоремы вложения некоторых функцио­
нальных пространств в пространство С. Докл. АН СССР, 1961, 140, № 2 Г 

299-302. 
3. И. Г. Г л о б е н к о . Некоторые вопросы теории вложения для областей с осо­

бенностями на границе. Матем. сб., 1962, 57 (99) : 2, 201—224. 
4. S. C a m p a n a t o . Il teorema di immersione di Sobolev per una classe di aparti 

non dotati della proprieta di cono. Ricerche mat., 1962, 11, № 1, 103—122. 
5. В . П. И л ь и н . Свойства некоторых классов дифференцируемых функций 

многих переменных, заданных в ?г-мерной области. Тр. Матем. ин-та АН СССР, 
1962, 66, 227—363. 

6. С М . Н и к о л ь с к и й . О граничных свойствах дифференцируемых функций 
многих переменных. Докл. А Н СССР, 1962, 146, N° 3, 542—545. 

7. E . G a g l i a r d o . Un criterio di equale continuita per funzioni di due variabili. 
Rend. Semin. Mat. Univ. Padova, 1956, 26, 148-167. 

8. С . Л . С о б о л е в . Об одной теореме функционального анализа. Матем. сб., 
1938, 4 (46) : 3, 471—497. 

9. N . A r o n s z a i n . Boundary values of function with finite Dirichlet integral. 
Conference on partial differential equations. Univ. of Kansas, 1954, Stud, 
in eigenvalue problems. Techn. report 14. Lawrence Univ. of Kansas, 1955. 
77—93. 

10. Л . H . С л о б о д е ц к и й . Пространства С. Л. Соболева дробного порядка и 
их приложение к краевым задачам для дифференциальных уравнений 
в частных производных. Докл. АН СССР, 1958, 118, № 2, 243—246. 

11. О. В. Б е с о в . Продолжение некоторых классов дифференцируемых функций 
за пределы области. Тр. Матем. ин-та АН СССР, 1965, 77. 

12. К . Т. S m i t h . Inequalities for formally positive integrodifferential forms.. 
Bull . Amer. Math. S o c , 1961, 67, N° 4, 368—370. 


