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ОЦЕНКА МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ ДЛЯ ПЛОТНОСТИ 

КАК БЕСКОНЕЧНОМЕРНОГО ГАУССОВСКОГО СДВИГА 
Пусть X ^ . - . f X ^ - выборка, извлеченная из непрерывного на 

вещественной прямой R распределения F • Известно, что для вы­
борочного распределения f^ "нормализованные" случайные функции 
Чп^)=Ы (fH(i) — F(i)) 'сходятся по распределению к броу­
новскому мосту W 0 .точнее - к распределению j£(%) гауссовского 
случайного процесса |(i)=W°(F(i)) . Поэтому, при больших К 
функцию $ а можно рассматривать как одноэлементную выборку из 
Хс%) или, что то же самое, выборочную функцию F̂ , - как одно­
элементную выборку из распределения процесса f=*"%+ f ., и следо­
вательно, по одному "наблюдению" F^ неизвестное F=E{n?1+F} 
можно оценивать как сдвиг центрированного гауссовского процесса. 
Несколько неформальное (поскольку корреляционная функция § зави­
сит от F ) применение метода максимального правдоподобия к оце­
ниванию бесконечномерного сдвига гауссовского процесса с извест­
ной корреляционной функцией (см.[1]) приводит к следующему опре­
делению. 

Пусть V - произвольное семейство плотностей на К. .По на­
бору %i,...,Хц€.Ж определим p. e V +евравенством 

-СО 

Определение (I) нужно понимать так: еслилточка максимума в пра­
вой части (I) существует, то плотность pn, €V - одна (любая) 
из этих точек. В следующем утверждении V таково, что р^, опре­
делена для почти всех значений выборки Х^---,^ из распределе­
ния F , плотность которого p e V . 

ТЕОРЕМА. Предположим, что каждая плотность из V является 
функцией ограниченной вариации, причем 

С=Щ) Wt^<°o. (2) 
Тогда n.n.-tf г „ 

\lp»(i)-P(i)| (it«ACinea|F№(i)-F(t)|. (з) 
-со '*' 

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Распределение случайной величины в правой час­
ти (3) не зависит от F , поэтому .для истинного р с заданным 
уровнем значимости можно построить ''доверительный" шар в 
с центром в ри, и радиусом порядка О&УМУЬ'П ' . 2. В силу (2) 
[pZ(k)(kt <со для всех p € V и, при этом, правая часть в 
(I) ограничена. 

Доказательство теоремы основано на следующей ниже лемме. 
/- (с) С.Г. Бобков, 1989 



Пусть V c H c E , Е - линейное нормированное пространство с 
нормой II • II Е i Н - линейное подпространство Е , причем опреде­
лена билинейная форма <2,Х> на Н* Е со свойствами:!) V ^ i ^ e H 

|<(2,х>| 4С-11х11Е при любом х е Е . 
Свойства 1)-2) задают на НХН скалярное произведение (быть 

может, без свойства отделимости), которое порождает в Н евклидо­
во расстояние 11$ - б 1н . Определим, как и в (I) 

0 ( 3 ) = ^ ^ < ^ > - T » 2 « H ' A ( 4 ) 

при условии, что максимум в (4) существует, и 0(Х)- любая из то­
чек максимума. Л 

ЛЕММА. ДЛЯ всех и всех х е Е , для которых 0(ж) опре­
делено , ||0(х)-0||;«4С||х-0||Е. 

Чтобы применить лемму к теореме, нужно положить: Е - про­
странство конечных мер на прямой (функций ограниченной вариации) 
с равномерной нормой ||х||Е = <{>Ш> |Х(т)| , Н состоит из тех^еЕ, 
для которых существует плотность у ' ограниченной вариации, 

<ЬХ>~\ V(M«(i)--$_"*cM!2'rf)-
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ. U0(X)-0||Hn=*3geV, Щ-9 ||ц>6> 

такое что tyx>-^|i^-Wp{<fr*>-y l0llJ}:Ke,x>-f | |0| |J^ 
3eeV, H-9\\H >& , TaloeV4To <?-0,х> 4(11^-11011^)=* 
3i2eV, Il^-0IIH>S ^такое чтo<2-0,x-e>:фlllгllг

н-lleф-
-<£-e,0>=4llr0lli *\- Eo<4-6,x-Q>$zcu-eiE 
в силу 3). Име^м: ||б(Х)- б 1ц * 6 =*2С И х - б И ^ у . Остается 
положить 6 = ||6(X)-eilH-

Приведем пример непараметрического семейства. Пусть Vc состо­
ит из плотностей, равных нулю на (-оо, 0] » невозрастающих и непре­
рывных на (0,+аз) слева, причем предел слева в нуле 4 С .В этом 
случае плотность р^ имеет вид: р^—сС^ на (0, Х,р , р^^еЦ, 
на(«{,хл],..., ̂ - « U на {X'n.vx'n), $л=0 на (^,+«), 
где Х ^ <... < Хл - вариационный ряд, построенный по выборке, 
а постоянные о(,к реализуют максимум (Дк = я£.-.х£ . , h, = oo'A 
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