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Àííîòàöèÿ

Ïîïûòêè ïîäâåñòè êàêîé-ëèáî òåîðåòè÷åñêèé áàçèñ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìà-
ãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ èç äîìèíî (ÌÊÄ) ïîêà íå óâåí÷àëèñü óñïåõîì è, â
îñíîâíîì, ñâîäÿòñÿ ê îòäåëüíûì ïðèìåðàì ÌÊÄ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò
àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè òàêîãî ðîäà îáúåêòîâ [1]. Îòñóòñòâóþò òàêîãî ðî-
äà ïîñòðîåíèÿ è â åäèíñòâåííîé îòå÷åñòâåííîé ìîíîãðàôèè, êàñàþùåéñÿ
âîïðîñîâ óêëàäêè ïðÿìîóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ èç äîìèíî [2]. Â äàííîé
ðàáîòå ýòîò ïðîáåë ñóùåñòâåííî âîñïîëíÿåòñÿ ïóòåì ðàçðàáîòêè îáùåé
êîìáèíàòîðíîé òåîðèè è àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ è ïåðå÷èñ-
ëåíèÿ ÌÊÄ. Êàñàÿñü ïðàãìàòè÷åñêîé ñòîðîíû äàííîãî âîïðîñà, îòìåòèì,
÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû óêëàäêè äîìèíî ðàññìàòðèâàþòñÿ â âèäå äèìåðîâ íà
ïëàíàðíûõ ãðàôîâ â ðàìêàõ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà â òåîðèè
æèäêèõ ïëåíîê íàíîðàçìåðîâ [3].

The theory for building magic squares out of domino (MSD) is not made
up yet. There are only separate examples of MSD which do not contain the
algorithms of their building. The only monograph on the domino coverings
in Russia doesn`t give any answer to this question. In this paper the total
combinatorical theory and the algorithm of building and enumeration of MSD
are created here.
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1 Êëàññè÷åñêèé íàáîð äîìèíî êàê êîìáèíàòîð-
íûé îáúåêò

1.1 Èíòåðïðåòàöèè êëàññè÷åñêîãî íàáîðà äîìèíî

Êëàññè÷åñêèé íàáîð äîìèíî ñîäåðæèò 28 ôèøåê â âèäå ïðÿìîóãîëüíûõ ïëà-
ñòèíîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñ îäíîé ñòîðîíû ðàçáèòà íà äâà êâàäðàòà. Íà êàæ-
äîì òàêîì êâàäðàòå ñ ïîìîùüþ òî÷åê (èëè áåç íèõ) îòìå÷åíû öèôðû îò 0 äî 6,
íàïðèìåð, òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1

Òàêîé íàáîð ôèøåê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåóïîðÿäî÷åííûå ïàðû (äè-
ìåðû), âûáðàííûå èç ìíîæåñòâà D = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6} è, ñëåäîâàòåëüíî, êëàñ-
ñè÷åñêèé íàáîð äîìèíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

D(2) = {{i; j}|i, j ∈ D}, (1)

ãäå íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà {i; j} ïðè i = j ïðåäñòàâëÿåò "äóáëü". Åñëè D îïðå-
äåëèòü êàê ìíîæåñòâî âåðøèí, à D(2) � êàê ìíîæåñòâî ðåáåð, òî, òåì ñàìûì,
çàäàåòñÿ íåêîòîðûé ãðàô GD = (D;D(2)), ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ.2 â âèäå ïðà-
âèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà ñî âñåâîçìîæíûìè äèàãîíàëÿìè. Ýòîò ãðàô èìååò 7
âåðøèí: 0; 1; . . . ;6 è 28 ðåáåð, èç êîòîðûõ 7 ïåòåëü (ïðè êàæäîé âåðøèíå);
îñòàëüíûå ðåáðà íåîðèåíòèðîâàííûå.

Ãðàô GD ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òàê êàê ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåá-
ðîì è, òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ñìåæíîñòè äàííîãî ãðàôà èìååò âèä, ïðåä-
ñòàâëåííûé â òàáëèöå 1. Ãðàô GD, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, Áîëåå
òîíêèå íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò (ðèñ. 2), ÷òî ãðàô GD îáëàäàåò åùå îäíèì çà-
ìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì � â êàæäîé åãî âåðøèíå ñõîäèòñÿ ïî 6 íåîðèåíòèðî-
âàííûõ ðåáåð, ò.å. ãðàô GD � ýéëåðîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî íàðèñîâàòü,



ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÀß ÒÅÎÐÈß ÌÀÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÂÀÄÐÀÒÎÂ ÈÇ . . . 137

îäíèì ðîñ÷åðêîì êàðàíäàøà. Êñòàòè, ñ íàëè÷èåì öèêëîâ íà ãðàôå GD ñâÿçàíî
ïîëîæåíèå "ðûáà" â õîðîøî èçâåñòíîé ïîïóëÿðíîé èãðå â äîìèíî.

Ïîìèìî ãðàôà êëàññè÷åñêèé íàáîð äîìèíî ìîæíî îòîáðàçèòü íà äåêàðòîâîé
ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî ïóñòü {i; j} ∈ D(2). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

f : {i; j} → (d; r), (2)

ãäå d = i + j, r = max(i; j). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ áè-
åêöèåé, ïî êîòîðîé âñÿêîìó ýëåìåíòó D(2) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (d; r). Ñ ïàðîé (d; r) òàêæå âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñâÿçûâà-
åòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè è, òàêèì îáðàçîì, óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñîîòâåòñòâèå f : D(2) → R2, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî êëàññè÷åñêèé íàáîð äîìèíî
èçîáðàæàåòñÿ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì òî÷åê íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè (ðèñ.3).

Ðèñ. 3

Êàê âèäíî èç ðèñ.3, äàííîå ìíîæåñòâî � ýòî âñå öåëûå òî÷êè, îãðàíè÷åí-
íûå ∆OAB: òî÷êàì íà ñòîðîíå OA ñîîòâåòñòâóþò �ïóñòûøêè� , ò.å. ôèøêè
{0; j}, j = 0; 6 , òî÷êàì íà ñòîðîíå AB � �øåñòåðêè� , ò.å. ôèøêè {6; j}, j = 0; 6
, à òî÷êàì íà ñòîðîíå OB ñîîòâåòñòâóþò �äóáëè� {i; i}, i = 0; 6.

1.2 Íåêîòîðûå îòíîøåíèÿ íà êëàññè÷åñêîì íàáîðå äîìè-
íî è èõ èíòåðïðåòàöèè

Íà ìíîæåñòâå D(2) îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè T ⊂ D(2) × D(2)

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ∀{i1; j1}; {i2; j2} ∈ D(2) :

({i1; j1}; {i2; j2}) ∈ T ⇔ i1 + j1 = i2 + j2. (3)
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Ðèñ. 4

Òàêèì îáðàçîì, ïîðîæäàåòñÿ ôàêòîð-ìíîæåñòâî

D(2)/T = {[0]; [1]; . . . ; [12]},

êëàññû [d] êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì i + j = d; 0 ≤ d ≤ 12 è, íàïðèìåð,
[4] = {{0; 4}; {1; 3}; {2; 2}}.Îòíîøåíèå < åñòåñòâåííûì îáðàçîì ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷èâàåò D(2)/T â öåïü âèäà: [0] < [1] < . . . < [12]. Åñëè èç êàæäîãî êëàññà öåïè
áðàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó, òî, òåì ñàìûì, èç D(2) âûäåëÿþòñÿ ëèíåéíî óïî-
ðÿäî÷åííûå ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ïðè îáúåäèíåíèè îáðàçóþò ñåòü,
ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ.4. Â ýòîé ñåòè, êëàññ [0] îïðåäåëÿåò âõîä, à êëàññ [12] -
åå âûõîä; â íåé 1 · 1 · 2 · 2 · 3 · 3 · 4 · 3 · 3 · 2 · 2 · 1 · 1· = 5184 ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòà,
â êàæäîì èç êîòîðûõ ôèøêè ðàñïîëàãàþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ î÷êîâ îò 0 äî 12.
Â öåëîì, â ðàìêàõ ýòîé ñåòè îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà íåêîòîðîé èãðû â äîìèíî.

Åñëè íà D(2) îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü V ⊂ D(2) × D(2) ïî ïðàâèëó:
∀{i1; j1}; {i2; j2} ∈ D(2) :

({i1; j1}; {i2; j2}) ∈ V ⇔ max(i1; j1) = max(i2; j2), (6)

òî îòíîøåíèå V ðåàëèçóåò ôàêòîðèçàöèþ ìíîæåñòâà D(2) íà êëàññû, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì max(i; j) = r = const. Ïîñêîëüêó 0 ≤ r ≤ 6 (ðèñ. 3), òî
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåò 7 è ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîð-ìíîæåñòâî èìååò
âèä D(2)/V = 0; 1; :; 6. Íàïðèìåð, 4 = {{0; 4}; {1; 4}; {2; 4}; {3; 4}; {4; 4}}.

Ôàêòîð-ìíîæåñòâî D(2)/V îòíîøåíèåì < åñòåñòâåííûì îáðàçîì óïîðÿäî-
÷èâàåòñÿ â öåïü âèäà: 0 < 1 <:< 5 < 6. Åñëè èç êàæäîãî êëàññà ýòîé öåïè
áðàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó, òî, òåì ñàìûì, èç D(2) áóäóò âûäåëåíû ëèíåéíî óïî-
ðÿäî÷åííûå ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ïðè îáúåäèíåíèè îáðàçóþò ñåòü,
ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 5. Êëàññ 0 îïðåäåëÿåò âõîä ýòîé ñåòè, à êëàññ ïðåäñòàâèòåëè
êëàññà 6 � åå âûõîäû.

Ôàêòè÷åñêè, òðåóãîëüíàÿ ñåòü íà ðèñ. 5 îïðåäåëÿåò 1·2·3·4·5·6·7 = 7! = 5040
ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòà, â êàæäîì èç êîòîðûõ ôèøêè ðàñïîëàãàþòñÿ ïî âîçðàñ-
òàíèþ max(i; j) îò 0 äî 6. Òàêèì îáðàçîì, äàííîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
òàêæå ïðèâîäèò ê ñåòè, íà îñíîâå êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà íåêîòîðîé
èãðû â äîìèíî.
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Ðèñ. 5

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñëîâî �äîìèíî� ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêîãî ñëîâà�dominus� -
ãîñïîäèí, ÷òî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî âñåâîçìîæíûå èãðû â äîìèíî îáû÷íî
â êà÷åñòâå ïðàâèë ïðåäóñìàòðèâàþò íåêîòîðîå îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ, ïî
êîòîðîìó ðàññòàâëÿþòñÿ ôèøêè â ïðîöåññå èãðû.

Îäíàêî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî íàáîðà äîìèíî ñòðîèòñÿ êîíå÷íàÿ àðèôìå-
òèêà, à, òåì ñàìûì, è êîíå÷íàÿ ãåîìåòðèÿ. Èìåííî, ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 1. Àëãåáðà (D(2)/T ; +; ·) ∼= GF (13); àëãåáðà (D(2)/V ; +; ·) ∼=
GF (7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíî. Äàí-
íûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû èç äîìèíî èìåþò ðÿä èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé,
èìåÿ â âèäó [3], îäíàêî, â öåëîì, ïðèêëàäíûå àñïåêòû äîìèíî òîëüêî íà÷èíàþò
èçó÷àòüñÿ [4].

2 Òåîðèÿ ìàãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ èç äîìèíî
(ÌÊÄ)

2.1 Ìàãè÷åñêàÿ ñóììà è óêëàäêè

Èç ôèøåê êëàññè÷åñêîãî íàáîðà äîìèíî D(2) ìîæíî âûêëàäûâàòü êâàäðàòû
è ðàçìåðû n× n òàêèõ êâàäðàòîâ áóäåì îïðåäåëÿòü êîëè÷åñòâîì �ïîëóôèøåê�,
óêëàäûâàþùèõñÿ íà ñòîðîíå êâàäðàòà. Òîãäà êîëè÷åñòâî ôèøåê, íåîáõîäèìîå
äëÿ âûêëàäûâàíèÿ êâàäðàòà n× n, î÷åâèäíî, áóäåò ðàâíî n2/2. Îòñþäà âèäíî,
÷òî ÷èñëî n äîëæíî áûòü ÷åòíûì, ò.å. íà ñòîðîíå êâàäðàòà äîëæíî âûêëàäû-
âàòüñÿ öåëîå ÷èñëî ôèøåê, à ñàì êâàäðàò âûêëàäûâàåòñÿ òîëüêî èç ÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà ôèøåê, òàê, ÷òîáû ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî n2/2 ≤ 28,
îòêóäà n ∈ {2; 4; 6}.

Ìàãè÷åñêèé êâàäðàò íàçîâåì ìàãè÷åñêèì êâàäðàòîì èç äîìèíî
(ÌÊÄ), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:
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1. óñëîâèÿ ìàãè÷íîñòè:

n∑
k=1

xkl =
n∑

l=1

xkl =
n∑

k=1

xkk =
n∑

k=1

xn+1−k = Sn, (7)

ãäå xkl ∈ D = {0; 1; ...; 6};

2. ñóùåñòâóåò óêëàäêà ôèøåê äîìèíî, äëÿ êîòîðîé ðåàëèçóþòñÿ óñëîâèÿ (7).

Åñëè â äàííîì îïðåäåëåíèè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïåðâîå òðåáîâàíèå, òî òàêîé
êâàäðàò áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîìàãè÷åñêèì êâàäðàòîì èç äîìèíî. Ýëåìåíòàð-
íûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ÌÊÄ ðàçìåðà 2 × 2 íå ñóùåñòâóþò, ò.ê. â ýòîì
ñëó÷àå â íàáîðå äîìèíî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äâå îäèíàêîâûå ôèøêè. Ïðè
îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n äëÿ ìàãè÷åñêîé ñóììû Sn ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

5 ≤ S4 ≤ 19; 13 ≤ S6 ≤ 23. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíèì ìàãè÷åñêóþ ñóììó S4 äëÿ
ìàãè÷åñêîãî êâàäðàòà èç äîìèíî ðàçìåðà 4×4. Ïîñêîëüêó äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàä-
ðàòîâ 4×4 èñïîëüçóåòñÿ 8 èç 28 ôèøåê êëàññè÷åñêîãî íàáîðà äîìèíî, òî ñóììà
S4 áóäåò îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ íà 8 ôèø-
êàõ ðàâíî: 1 ·0+1 ·1+2 ·2+2 ·3+2 ·4 = 19; àíàëîãè÷íî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
î÷êîâ íà 8 ôèøêàõ ðàâíî: 1 ·12+1 ·11+2 ·10+2 ·9+2 ·8 = 77. Ïîäåëèâ íàéäåí-
íûå êîëè÷åñòâà î÷êîâ íà 4, è, âçÿâ áëèæàéøåå áîëüøåå öåëîå ÷èñëî, ïîëó÷èì
ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (8); âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îòìåòèì ðàçíèöó ñ êëàññè÷åñêèìè ìàãè÷åñêèìè êâàäðàòàìè, ó êîòîðûõ çíà-
÷åíèå Sn = n(n2 + 1)/2 ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì ó âñåõ êâàäðàòîâ n × n [5], â
îòëè÷èå îò ÌÊÄ, ãäå ýòà âåëè÷èíà ïåðåìåííàÿ, è ñâÿçàíî ýòî ñ ðàçëè÷èåì ìíî-
æåñòâ, íà êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ ýòè êâàäðàòû.

Ïðè ðàññìîòðåíèè óêëàäîê ÌÊÄ òðàäèöèîííî ýòîò àñïåêò ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êâàäðàòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, âñå
óêëàäêè êâàäðàòîâ 4 × 4 ðàçáèâàþòñÿ íà 9 êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåäñòà-
âèòåëè êîòîðûõ (ïî îäíîìó èç êàæäîãî êëàññà) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.6. Ñëåäóÿ
òåîðåìå ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà [6], îáùåå êîëè÷åñòâî óêëàäîê êâàäðàòîâ 4 × 4 ñî-
ñòàâèò 36 è â ñëó÷àå óêëàäîê èç äèìåðîâ (ôèøåê äîìèíî) ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
èãðàåò îïðåäåëåííóþ ðîëü.

Ïåðå÷èñëåíèå óêëàäîê êâàäðàòîâ 6 × 6 ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé êîì-
áèíàòîðíîé çàäà÷åé è ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé
ïîçâîëèë ïåðå÷èñëèòü âñå 930 óêëàäîê êâàäðàòîâ 6× 6.
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Ðèñ. 6

Ñëåäóåò òàêæå èìåòü â âèäó, ÷òî â ñëó÷àå ÌÊÄ ïîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò èçî-
ìåðèè, êîãäà îäèí è òîò æå íàáîð ôèøåê ñêëàäûâàåòñÿ â ìàãè÷åñêèé êâàäðàò
ðàçíîé ñòðóêòóðû. Íàïðèìåð, êâàäðàò, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 7à, ðåàëèçó-
åòñÿ â âèäå òðåõ èçîìåðîâ (ðèñ.7 á, â, ã).

Ðèñ. 7

2.2 Îñíîâíîå ñâîéñòâî ÌÊÄ

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ìàãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ èç äîìèíî îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ÷èñëà xkl ∈ D, k; l = 1;n îïðåäåëÿþò ÌÊÄ ñ ìà-
ãè÷åñêîé ñóììîé Sn , òî ÷èñëà ykl = 6 − xkl îïðåäåëÿþò ÌÊÄ ñ ìàãè÷åñêîé
ñóììîé 6n− Sn , ãäå n ∈ 4; 6 � ðàçìåð ìàãè÷åñêîãî êâàäðàòà èç äîìèíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëà xkl = 6 − ykl äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
ìàãè÷íîñòè (7). Ïîýòîìó

n∑
k=1

(6− ykl) =
n∑

l=1

(6− ykl) =
n∑

k=1

(6− ykk) =
n∑

k=1

(6− yk,n+1−k) = Sn,

îòêóäà
n∑

k=1

ykl =
n∑

l=1

ykl =
n∑

k=1

ykk =
n∑

k=1

yk,n+1−k = 6n− Sn,

ò.å., ÷èñëà ykl óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ìàãè÷íîñòè, à ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ykl è xkl âçàèìíî îäíîçíà÷íîå, òî ÷èñëà ykl òàêæå îïðåäåëÿþò íåêîòîðûé
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ÌÊÄ ñ ìàãè÷åñêîé ñóììîé 6n−Sn , òîé æå óêëàäêè, ÷òî è çàäàííûé ìàãè÷åñêèé
êâàäðàò èç äîìèíî. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè îïðåäåëåíû âñå ÌÊÄ çàäàííîãî ðàçìåðà ñ ìàãè÷åñêîé
ñóììîé S, òî, òåì ñàìûì îïðåäåëåíû âñå ìàãè÷åñêèå êâàäðàòû èç äîìèíî òîãî
æå ðàçìåðà, íî ñ ìàãè÷åñêîé ñóììîé 6n− Sn , ãäå n � ðàçìåð ÌÊÄ.

Äîêàçàííûå ñâîéñòâà ôàêòè÷åñêè íàïîëîâèíó óìåíüøàþò îáúåì âû÷èñëè-
òåëüíîé ðàáîòû ïðè ïåðå÷èñëåíèè ÌÊÄ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ
ÌÊÄ ðàçìåðà 4 × 4 äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü âñå ÌÊÄ ñ ìàãè÷åñêîé ñóììîé
5 ≤ S4 ≤ 12, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ÌÊÄ ðàçìåðà 6×6 äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü
âñå òàêèå ÌÊÄ ñ ñóììîé 13 ≤ S6 ≤ 18.

Óêàçàííûå ñâîéñòâà èëëþñòðèðóþòñÿ ïðèìåðàìè íà ðèñ.8, ãäå ïîêàçàíî, êàê
èç ÌÊÄ ñ ñóììîé S4 = 5 ïîëó÷àåòñÿ ìàãè÷åñêèé êâàäðàò èç äîìèíî ñ S4 = 19
(ðèñ. 8à), à èç ÌÊÄ ñ ñóììîé S6 = 13 ïîëó÷àåòñÿ ìàãè÷åñêèé êâàäðàò èç äîìèíî
ñ S6 = 23 (ðèñ. 8á).

Ðèñ. 8

2.3 Ìíîãîìåðíûå èíòåðïðåòàöèè è îñíîâíàÿ òåîðåìà
î ÌÊÄ

×èñëà â êàæäîé ñòðîêå, ñòîëáöå è äèàãîíàëè ìàãè÷åñêîãî êâàäðàòà èç äî-
ìèíî îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

U1 + U2 + ...+ Un = m, (9)

ãäå Ui = 0; 6, i = 1;n , à çíà÷åíèÿ m áåðóòñÿ èç íåðàâåíñòâ (8) â çàâèñèìîñòè îò
n ∈ 4; 6. Ñîãëàñíî [7], êîëè÷åñòâî ðåøåíèé |N(m)| (9) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè-
åì:

|N(m)| = Cm
m+n−1 − C1

nC
m−7
m+n−8 + C2

nC
m−14
m+n−15 − C3

nC
m−21
m+n−22 + .... (10)
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Êîëè÷åñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9), ïîäñ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (10), äàíû â
òàáëèöå 2, îòêóäà âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ |N(m)| èìååò ìàêñèìóì ïðè

Òàáëèöà 1: Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèé.

n=4

m = S4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

|N(m)| 56 84 116 149 180 206 224 231 224 206 180 149 116 84 56

n=6

m = S4 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

|N(m)| 5796 6891 7872 8652 9156 9331 9156 8652 7872 6891 5796

m = m∗ = 3n, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷íû,
â ñîãëàñèè ñ ïðåäëîæåíèåì 3. Íàëè÷èå ìàêñèìóìà |N(m)| óêàçûâàåò íà òî, ÷òî
áîëüøå âñåãî ÌÊÄ ðåàëèçóåòñÿ äëÿ ìàãè÷åñêîé ñóììû Sn = 3n.

Äàííûå ðåçóëüòàòû èìåþò ÷åòêóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Â ñàìîì
äåëå, ìíîæåñòâî òî÷åê:

Qn = {(U1; ...;Un)|Ui = 0; 6, i = 1;n} (11)

îïðåäåëÿåò öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó òî÷åê n-ìåðíîãî êóáà Qn, ó êîòîðîãî îäíà
èç âåðøèí ðàñïîëàãàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à ðåáðà íàïðàâëåíû ïî êîîðäè-
íàòíûì îñÿì è èìåþò äëèíó, ðàâíóþ 6. Óðàâíåíèå (9) � ýòî íåêîòîðàÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü â Rn, îòñåêàþùàÿ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ îòðåçêè äëèíû m = Sn îò
íà÷àëà êîîðäèíàò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ìíîæåñòâî òî÷åê ýòîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç P (m). Òîãäà N(m) = Qn∩P (m) � ýòî ïîäìíîæåñòâî
òî÷åê öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Qn, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèþ (9), à èõ êîëè÷åñòâî |N(m)| îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (10). Òàêèì îáðàçîì,
öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) òðàêòóþòñÿ êàê òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ â ñå÷åíèè öå-
ëî÷èñëåííîé ðåøåòêè ãèïåðêóáà (11) ãèïåðïëîñêîñòüþ (9). Ïðè m = 3n â ýòîì
ñå÷åíèè ñîäåðæèòñÿ íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n, ïðèäàâàÿ çíà÷åíèÿ ìàãè÷åñêîé ñóììå m = Sn ñî-
ãëàñíî (8), ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé
{P (m)|mmin ≤ m ≤ mmax}, ñâÿçàííûõ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè (ñäâèãàìè)
âèäà:

P (m)→ P (m+ 1),mmin ≤ m < m+ 1 ≤ mmax (12)

P (m)→ P (m− 1),mmin ≤ m− 1 < m ≤ mmax (13)

ãäå mmin; mmax � ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ m
â (8). Âñÿêèé ÌÊÄ â Rn îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ôèãóðó MQ(m) èç n òî÷åê,
êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ â ñå÷åíèè MQ(m) ⊃ N(m). Ñâîéñòâà ýòîé ôèãóðû
îïðåäåëÿþòñÿ åå òî÷êàìè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëî-
âèÿì ìàãè÷íîñòè (7).
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ïðè m ̸= mmax ñóùåñòâóþò ñäâèãèMQ(m)→MQ(m+
1), à ïðè m ̸= mmin ñóùåñòâóþò ñäâèãè MQ(m)→
→MQ(m− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü õîòÿ áû îäèí ïðèìåð. Òàêîé ïðè-
ìåð äëÿ n = 4 ïîñòðîåí íà ðèñ.9.

Ðèñ. 9

Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð äëÿ n=6 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.10.
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Ðèñ. 10

Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåäóðà ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íå ñîõðà-
íÿåò óêëàäêó ÌÊÄ (ðèñ.9,10).

Ïóñòü [MQ(m)] êëàññ ÌÊÄ ñ ìàãè÷åñêîé ñóììîé Sn = m. Ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 3, îïåðàòîð S6n−m : MQ(m) → MQ(6n − m) ñîõðàíÿåò óêëàäêó è
îïðåäåëÿåò ñèììåòðèþ ôèãóð MQ(m) ∈ [MQ(m)] è MQ(6n −m) ∈ [MQ(6n −
m)] îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè P (3n) òàê, ÷òî ïðè m = 3n èìååò ìåñòî
S3n(MQ1(3n)) = MQ2(3n), ãäå MQ1(3n); MQ2(3n) ∈ [MQ(3n)]. Ðàññìîòðèì
òåïåðü äåéñòâèå îïåðàòîðà ñäâèãà S1 :MQ(m)→
→MQ(m+ 1), ãäå m 6 mmax . Ýòî äåéñòâèå èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ïåðå-
õîäà S1 :MQ(5)→MQ(6) íà ðèñ.9, êîòîðîå óñëîâíî îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì:

Èç ñîîòíîøåíèÿ (14) âèäíî, ÷òî èíòåðåñóþùåå äåéñòâèå S1 ðåàëèçóåòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ìàãè÷åñêîé ìàòðèöû ñ ìàãè÷åñêîé ñóììîé 1. Îáðàòíûé îïåðàòîð
S−1 : MQ(m + 1) → MQ(m) äåéñòâóåò ïóòåì âû÷èòàíèÿ èç ÌÊÄ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé åäèíè÷íîé ìàãè÷åñêîé ìàòðèöû. Êîëè÷åñòâî åäèíè÷íûõ ìàãè÷åñêèõ
ìàòðèö |S1| = 8 ïðè n = 4 è |S1| = 96 ïðè n = 6 [8].

Âñÿêàÿ åäèíè÷íàÿ ìàãè÷åñêàÿ ìàòðèöà n × n äåéñòâóåò íà âïîëíå îïðåäå-
ëåííûé êîìïëåêñ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÌÊÄ, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü
n-êîìïëåêñîì. Âñÿêèé n�êîìïëåêñ íàçîâåì ñäâèãîâûì C− � êîìïëåêñîì äëÿ
îïåðàòîðà S−1, åñëè â åãî êëåòêàõ îòñóòñòâóþò íóëåâûå; C+ � êîìïëåêñîì, åñ-
ëè â åãî êëåòêàõ îòñóòñòâóþò �øåñòåðêè� è ïðîñòî C�êîìïëåêñîì, åñëè â åãî
êëåòêàõ îòñóòñòâóþò íóëè è øåñòåðêè, ò.å., êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñû
C− = C+.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ó âñÿêîãî êâàäðàòà

MQ(m) ∈ [MQ(m)], mmin ≤ m 6 3n, n ∈ {4; 6}
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ñóùåñòâóþò ñäâèãîâûå êîìïëåêñû C+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ïóñòü èìåþòñÿ êâàäðà-
òû MQ(m) ∈ [MQ(m)],mmin ≤ m 6 3n, n ∈ {4; 6}, íå ñîäåðæàùèå êîìïëåêñû
C+. Òîãäà ïðè n = 4 êàæäûé 4�êîìïëåêñ äîëæåí èìåòü, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó
êëåòêó ñ �øåñòåðêîé�. Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîé öåëè êëåòîê ñ �øåñòåðêîé� ïîòðåáó-
åòñÿ, êàê ìèíèìóì, 4 è êîìáèíàòîðíî ýòè êëåòêè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî
íà ïåðåñå÷åíèÿõ äâóõ ëþáûõ ãîðèçîíòàëåé è äâóõ ëþáûõ âåðòèêàëåé äàííîãî
ÌÊÄ. Ó òàêîãî êâàäðàòà äåéñòâèòåëüíî îòñóòñòâóþò êîìïëåêñû C+, îäíàêî
ñóììà ïî äâóì åãî ãîðèçîíòàëÿì è ïî äâóì åãî âåðòèêàëÿì ≥ 12, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò óñëîâèþ ëåììû, ò.ê. êàê ïðè n = 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ÌÊÄ ñ ìàãè÷åñêîé
ñóììîé m < 12. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n = 4 ëåììà äîêàçàíà. Â ñëó÷àå n = 6
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Ïðåäëîæåíèÿ 2�5 ðåàëèçóþò îñíîâíóþ òåîðåìó òåîðèè ÌÊÄ äëÿ êëàññè÷å-
ñêîãî íàáîðà äîìèíî:

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðå÷èñëèòü âñå ÌÊÄ çàäàííîãî ðàçìåðà n ×
n, n ∈ {4; 6} íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü êëàññ ÌÊÄ ñ ìàãè÷åñêîé ñóì-
ìîé Sn = 3n, èç êîòîðîãî îñòàëüíûå ÌÊÄ ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðè-
ìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà.

Îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà âñåõ ìàãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ
èç äîìèíî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü:

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå êëàññà [MQ(m)] â ñåáÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïóñòü MQ(m) ∈ [MQ(m)] � íåêîòîðûé êâàäðàò, äëÿ êîòîðîãî
ïî êîìïëåêñó C−

1 ñóùåñòâóåò ñäâèã S−1

C−
1

:MQ(m)→MQ(m−1) ∈ [MQ(m−1)].
Ïóñòü äëÿ êâàäðàòàMQ(m−1) ïî êîìïëåêñó C+

2 ̸= C−
1 ñóùåñòâóåò ñäâèã S−1

C+
2

:

MQ(m− 1)→MQ1(m). Òîãäà êîìïîçèöèÿ

S−1

C+
2

◦ S−1

C−
1

:MQ(m)→MQ1(m) (15)

ïî êâàäðàòó MQ(m) ñòðîèò íîâûé êâàäðàò MQ1(m) èç òîãî æå
êëàññà [MQ(m)] è, òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî êîìïîçèöèé âèäà (15) îïðåäåëÿ-
åò íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå êëàññà [MQ(m)] â ñåáÿ, ïðè êîòîðîì ïðîîáðàçàìè
ñëóæàò òîëüêî òå êâàäðàòû, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò C− � êîìïëåêñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû î÷åâèäíî è èëëþñòðèðó-
åòñÿ íà ðèñ.11.

Ðèñ. 11
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Åñëè äëÿ êëàññà êâàäðàòîâ [MQ(m)] ïåðå÷èñëåíû âñå ïðåäñòàâèòåëè, èìå-
þùèå C− � êîìïëåêñû, òî äëÿ ïîëíîãî ïîñòðîåíèÿ êëàññà [MQ(m)] ñëåäóåò
åùå ïåðå÷èñëèòü òå åãî ïðåäñòàâèòåëè, êîòîðûå íå èìåþò C− � êîìïëåêñîâ,
êîëè÷åñòâî êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåò

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ êàæäîãî êëàññà êâàäðàòîâ [MQ(m)], mmin ≤ m ≤
3n, n ∈ {4; 6}, êîëè÷åñòâî |¬C−| ÌÊÄ, íå èìåþùèõ C− � êîìïëåêñîâ, óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâàì:

0 ≤ |¬C−| ≤ (C2
4)

2 ·K(m), n = 4; (16)

0 ≤ |¬C−| ≤ (C2
6 · C3

6) ·K(m), n = 6; (17)

ãäå K(m) çàâèñèò îò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè m = mmin, â ñèëó íåðàâåíñòâ (8), ðåàëèçóåòñÿ íèæ-
íèé ïðåäåë â íåðàâåíñòâàõ (16); (17). Ïðè mmin < m ≤ 3n, åñëè ó êâàäðàòà íåò
C− � êîìïëåêñîâ, òî âñå åãî n�êîìïëåêñû èìåþò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó êëåòêó
ñ 0. Ðàññóæäàÿ çäåñü, êàê è â ïðåäëîæåíèè 5, ïðè n = 4 äëÿ ýòîé öåëè ïîòðå-
áóåòñÿ, êàê ìèíèìóì, 4 êëåòêè ñ íóëÿìè è ýòè êëåòêè äîëæíû ðàñïîëàãàòü-
ñÿ òîëüêî â ïåðåñå÷åíèÿõ äâóõ ëþáûõ ãîðèçîíòàëåé è äâóõ ëþáûõ âåðòèêàëåé
äàííîãî êâàäðàòà. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé òàêîãî ðîäà áóäåò
C2

4 · C2
4 = (C2

4)
2.

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíà îäíà èç òàêèõ 4�êëåòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé ñ íóëÿ-
ìè è ïóñòü ïðè ýòîì K(m) � êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (7), ïðè êîòîðûõ
ïîëó÷àþòñÿ óêëàäêè ÌÊÄ. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (10) è îñíîâíîé òåîðåìû î
ïåðå÷èñëåíèè ÌÊÄ ñëåäóåò öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

|N(mmin)| < |N(mmin + 1)| < ... < |N(3n− 1)| < |N(3n)|, (18)

è âåëè÷èíà K(m) ̸= 0, ïðè mmin < m ≤ 3n. Ëþáàÿ äðóãàÿ òàêàÿ 4�êëåòî÷íàÿ
êîíôèãóðàöèÿ èç íóëåé, èç-çà ñèììåòðèè â ðàñïîëîæåíèè íóëåé, òàêæå äàåò
K(m) ðåøåíèé ñèñòåìû (7). Ïîýòîìó âñåãî äëÿ êëàññà [MQ(m)] ïîëó÷àåòñÿ
íå áîëåå (C4

2)
2 · K(m) 4�êëåòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé ñ íóëÿìè, ïðè êîòîðûõ ñî-

îòâåòñòâóþùèå ÌÊÄ íå èìåþò C− �êîìïëåêñîâ è, òàêèì îáðàçîì, íåðàâåí-
ñòâî (16) äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî (17). Ïðåäëîæåíèå 7 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Óñòàíîâëåííûå ôàêòû ñîçäàþò íåîáõîäèìóþ áàçó äëÿ ðåàëèçàöèè ýêîíîì-
íîãî êîìïüþòåðíîãî àëãîðèòìà ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ ÌÊÄ.

3 Àëãîðèòìû óêëàäêè è ïåðå÷èñëåíèÿ ÌÊÄ

3.1 Àëãîðèòì óêëàäêè ÌÊÄ

Äëÿ ÌÊÄ 4 × 4 óêëàäêè îïðåäåëåíû ïðÿìûì ïåðåáîðîì è ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ.6. Äàëåå ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 0 è 1 â âèäå
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àëãîðèòìà îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò óêëàäêó êâàäðàòà èç äîìèíî.
Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 01101100, ãäå 0 îçíà÷àåò, ÷òî ôèøêà

äîìèíî ðàñïîëàãàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî, à 1 � âåðòèêàëüíî. Íà÷èíàåì ïîñëåäîâà-
òåëüíî çàïîëíÿòü êâàäðàò ñëåâà íàïðàâî è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ
óêëàäêà (ðèñ.12).

Ðèñ. 12. Óêëàäêà ÌÊÄ ñ êîäîì 01101100

Äëÿ ÌÊÄ 4×4 òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò 8 öèôð, à äëÿ ÌÊÄ 6×6
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòàâèò 18 öèôð, ÷òî ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ôèøåê â
ÌÊÄ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ äàåò 36 óêëàäîê, êîòîðûå ðàçáèâà-
þòñÿ íà 9 êëàññîâ (ðèñ.6).

Âî âòîðîì ñëó÷àå óêëàäîê îêàçûâàåòñÿ 930 è âñå îíè ïðåäñòàâëåíû â Ïðè-
ëîæåíèè ê íàñòîÿùåé ðàáîòå, îäíàêî ïðîâåñòè èõ êëàññèôèêàöèþ â ðàìêàõ
òåîðåìû Ïîéà çàòðóäíèòåëüíî.

3.2 Àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ÌÊÄ

Àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ÌÊÄ íà ïåðâîì ýòàïå ðåàëèçóåò âûäåëåíèå ïñåâäî-
ìàãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ (ï.2.1) ïóòåì ïðÿìîé ïðîãîíêè óðàâíåíèé (7). Íà âòîðîì
ýòàïå ïðîèñõîäèò ðàñïîçíàâàíèå ÌÊÄ èç ïñåâäîìàãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ â ðàìêàõ
îïèñàííîãî àëãîðèòìà óêëàäêè. Íà ðèñ.13 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà
ÌÊÄ 4× 4 â çàâèñèìîñòè îò èõ ìàãè÷åñêîé ñóììû.

Êàê âèäíî èç ðèñ.13 ìàêñèìóì ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ íà çíà÷åíèå
ìàãè÷åñêîé ñóììû S4 = 12 è ñîñòàâëÿåò ≈ 170000 ÌÊÄ. Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ
ïîëíàÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ìàêñèìóìà, êàê ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3
è îñíîâíîé òåîðåìû î ÌÊÄ (ï.2.4).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èçìåðåííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êàæäîé
óêëàäêå 4 × 4�ÌÊÄ äëÿ íåêîòîðûõ óêëàäîê (00000000, 00111100, 00101000)
èìåþò äâà ìàêñèìóìà (ðèñ.14). Ïðîäåëàííûå êîìïüþòåðíûå èçìåðåíèÿ ïîçâî-
ëèëè îïðåäåëèòü îáùåå êîëè÷åñòâî ÌÊÄ 4× 4, êîòîðîå ñîñòàâèëî 957078.

Ïðîâåñòè ïîäîáíîå ïðÿìîå êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ 6 × 6-ÌÊÄ
â ðåàëüíîå âðåìÿ ïîêà íå óäàåòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïî
îïòèìèçàöèè ñëîæíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå, ôàêòè÷åñêè, ïîñòðîåíà êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ÌÊÄ, êîòîðàÿ óñòà-
íàâëèâàåò ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ è ïåðå÷èñëåíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ. Èìåþòñÿ, êî-
íå÷íî, íåêîòîðûå ìîìåíòû íå äîâåäåííûå äî êîíöà, ñêàæåì, â ÷àñòè ïåðå÷èñëå-
íèÿ ÌÊÄ 6× 6, îäíàêî àëãîðèòì ñëîæíîñòè ýòîé çàäà÷è íå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíûì, à ïîòîìó åãî îïòèìèçàöèÿ äî ïðèåìëåìûõ íîðì äåëî áëèæàéøåãî
âðåìåíè. ×òî êàñàåòñÿ ïðèëîæåíèé äàííîé ðàáîòû, òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü,
ðå÷ü ìîæåò èäòè î äèìåðàõ íà ïëàíàðíûõ ãðàôàõ â ðàìêàõ äâóìåðíîé ìîäåëè
Èçèíãà æèäêèõ ïëåíîê íàíîðàçìåðîâ [3]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñóùåñòâó, ïå-
ðå÷èñëåíû âñå ðàíåå íåèçâåñòíûå 930 óêëàäîê êâàäðàòà ôèøêàìè äîìèíî, ÷òî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì â òåîðèè îðíàìåíòîâ è ãðóïï çàìîùåíèÿ [9].
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