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Аннотация. Статья посвящена дифференциальной геометрии ρ-мерных комплек-
сов Cρ m-мерных плоскостей проективного пространства Pn, содержащих конечное
число торсов. В работе находится необходимое условие, при котором комплекс Cρ

содержит конечное число торсов. Выясняется строение ρ-мерных комплексов Cρ,
для которых все торсы, принадлежащие комплексу Cρ, имеют одну общую характе-
ристическую (m+ 1)-мерную плоскость, касающуюся вдоль m-мерной образующей
торса. Такие комплексы обозначаются через Cρ(1). Определяется изображение

комплексов Cρ(1) на (m + 1)(n−m)-мерном алгебраическом многообразии �(m,n)

пространства PN , где N =
(

m+1

n+1

)
− 1, являющемся образом многообразия G(m,n)

m-мерных плоскостей проективного пространства Pn при грассмановом отображе-
нии.

DOI: 10.25587/SVFU.2019.102.31508

Ключевые слова: грассманово многообразие, комплексы многомерных плоско-
стей, многообразие Сегре.

1. Введение

Данные исследования являются продолжением работы [1]. Актуальность

этой работы заключается в том, что дифференциальная геометрия грассмано-

вых многообразий расширяет алгебраическую теорию грассмановых многооб-

разий [2, 3], связана с исследованиями лагранжевых и квантовых грассмановых

многообразий [4–7], а также представляет интерес для интегральной геометрии

Радона — Хелгасона [8]. Данная работа посвящена дифференциальной геомет-

рии допустимых [8] подмногообразий многообразия G(m,n) m-мерных плоско-

стей проективного пространства Pn, содержащих конечное число торсов. Для

изучения таких подмногообразий применяется грассманово отображение много-

образия G(m,n) на (m+1)(n−m)-мерное алгебраическое многообразие �(m,n)

пространства PN , где N =
(

m+1

n+1

)
− 1. В работе [9] М. А. Акивис отмечает,

что пересечение алгебраического многообразия �(m,n) с его касательным про-

странством Tl�(m,n) представляет собой конус Сегре C(m + 1, n − m). Этот

конус имеет размерность n и несет плоские образующие размерностей n−m и

m + 1, пересекающиеся по прямым. Проективизация PBl(2) этого конуса есть
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многообразие Сегре S(m,n − m − 1) = Pm × Pn−m−1. Многообразие Сегре

S(m,n−m − 1) инвариантно при проективных преобразованиях пространства

P (n−m)(m+1)−1 = PTl�(m,n), являющегося проективизацией с центром в точке l

касательного пространства Tl�(m,n) к алгебраическому многообразию �(m,n),

и его будем использовать для классификации рассматриваемых подмногообра-

зий грассманова многообразия G(m,n), а также для интерпретации их свойств

в терминах проективных алгебраических многообразий. Так как дифференци-

альная геометрия грассмановых многообразий далеко еще не изучена, то такой

подход к их исследованию представляется актуальным. Следует заметить, что

дифференциальная геометрия грассмановых многообразий представляет само-

стоятельный интерес для дифференциальной геометрии, а также одновременно

является одним из важных средств построения и изучения других многооб-

разий в проективных пространствах. Одной из наиболее красивых областей

дифференциальной геометрии, где во всей полноте проявляются преимущества

инвариантных бескоординатных методов исследования, является теория ком-

плексов многомерных плоскостей проективного пространства [10]. Настоящая

работа относится к многомерной проективно-дифференциальной геометрии, той

ее части, в которой изучаются комплексы плоскостей различных размерностей

в проективном пространстве. Некоторые комплексы m-мерных плоскостей в

проективном пространстве Pn и являются объектом изучения в данной работе.

При этом для различных классов этих комплексов будем определять изобра-

жение на алгебраическом многообразии �(m,n) с помощью различных видов

взаимного расположения многообразия Сегре Sl(m,n −m − 1) и касательного

пространства PTl�(m,n).

2. К геометрии многообразия Сегре S(m, n)

Многообразием Сегре S(m,n) [11] называется (m + n)-мерное алгебраиче-

ское многообразие в проективном пространстве PN (N = (n −m)(m + 1) − 1),

параметрические уравнения которого можно записать в виде

zpi = xiy
p, (1)

где zpi — однородные координаты точки проективного пространства PN и i =

0, 1, . . . ,m, p = 0, 1, . . . , n. Из этого определения вытекает, что многообразие

Сегре является образом прямого произведения Pm×Pn двух проективных про-

странств Pm и Pn размерностей соответственно m и n. Отметим одно важное

свойство этих многообразий, а именно, эти многообразия остаются инвариант-

ными при проективных преобразованиях пространства PN , определяемых урав-

нениями

z
′p
i = apqb

j
iz

q
j .

Многообразие Сегре S(m,n) несетm-параметрическое семейство n-мерных плос-

ких образующих: α-образующих, для получения параметрических уравнений

которых необходимо зафиксировать в (1) однородные координаты yp точки про-

ективного пространства Pn, а также n-параметрическое семейство m-мерных
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плоских образующих: β-образующих, для получения параметрических уравне-

ний которых следует зафиксировать в (1) однородные координаты xi точки про-

ективного пространства Pm. Через каждую точку многообразия Сегре S(m,n)

проходит одна плоская образующая одного семейства и одна плоская образую-

щая другого семейства. Любые две плоские образующие различных семейств

пересекаются в одной точке, а плоские образующие одного семейства не имеют

общих точек. В общем случае многообразие Сегре S(m,n) представляет собой

пересечение квадрик:

zpi z
q
j − zqi z

p
j = 0.

Если m = n = 1, то многообразие Сегре S(1, 1) является невырожденной линей-

чатой квадрикой трехмерного проективного пространства. Многообразие Сегре

S(m,n) является алгебраическим многообразием и при этом [12, 13]

degS(m,n) =
( m

n+m

)
=
( n

n+m

)
.

Запишем однородные координаты точки проективного пространства PN в виде

прямоугольной матрицы размера (m+ 1) × (n+ 1):

Z = (zpi ).

Тогда параметрические уравнения многообразия Сегре S(m,n) равносильны од-

ному условию:

rang(zpi ) = 1.

Рассмотрим многообразие Сегре S(m,n), и пусть λ — гиперплоскость в

проективном пространстве Pn. Многообразие всех α-образующих, когда со-

ответствующие точки {yp} принадлежат гиперплоскости λ, лежат в одной k-

мерной плоскости γ(λ), где k = (m+ 1)n− 1. Тем самым образуется семейство

k-мерных плоскостей γ(λ). Через каждую α-образующую многообразия Сегре

S(m,n) проходит (m−1)-параметрическое семейство k-мерных плоскостей γ(λ),

где y ∈ λ. В сечении алгебраического многообразия Сегре S(m,n) плоскостью

γ(λ) получается (m + n − 1)-мерное многообразие Сегре Sλ(m,n − 1). Итак,

многообразие Сегре S(m,n) можно представить как семейство алгебраических

многообразий Сегре Sλ(m,n−1) для всех гиперплоскостей λ проективного про-

странства Pm. Рассмотрим теперь двойственные построения. Пусть µ — гипер-

плоскость в проективном пространстве Pn. Многообразие всех β-образующих,

когда соответствующие точки {xi} принадлежат гиперплоскости µ, лежат в

одной l-мерной плоскости δ(µ), где l = m(n+ 1) − 1. Тем самым образуется се-

мейство l-мерных плоскостей δ(µ). Через каждую β-образующую многообразия

Сегре S(m,n) проходит (n−1)-параметрическое семейство l-мерных плоскостей

δ(µ), где x ∈ µ. В сечении алгебраического многообразия Сегре S(m,n) плос-

костью δ(µ) получается (n + m − 1)-мерное многообразие Сегре Sµ(m − 1, n).

Таким образом, многообразие Сегре S(m,n) можно представить как семейство

алгебраических многообразий Сегре Sµ(m − 1, n) для всех гиперплоскостей µ

проективного пространства Pm. Заметим, что пересечение двух алгебраических
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многообразий Sλ(m,n−1) и Sµ(m−1, n) для двух фиксированных гиперплоско-

стей λ и µ проективных пространств Pn и Pm представляет собой многообразие

Сегре S(m − 1, n − 1). Используя предыдущие рассуждения, можно произве-

сти следующие построения. Многообразие Сегре S(m,n) представляет собой

семейство алгебраических многообразий Сегре Sλ(m,n−1) для всех гиперплос-

костей проективного пространства Pn, а каждое из многообразий Sλ(m,n−1), в

свою очередь, представляет собой семейство алгебраических многообразий Се-

гре Sλµ(m − 1, n − 1) для всех гиперплоскостей µ проективного пространства

Pm. Таким образом, справедлива

Теорема 1. Многообразие Сегре S(m,n) представляет собой семейство ал-

гебраических многообразий Сегре Sλµ(m− 1, n− 1) для всех гиперплоскостей λ

и µ проективных пространств Pn и Pm.

3. О строении комплексов Cρ(1) m-мерных

плоскостей проективного пространства

P n, содержащих конечное число торсов

В настоящей работе мы продолжаем исследования, начатые в [1]. Рассмот-

рим в проективном пространстве Pn ρ-мерные комплексы Cρ m-мерных плос-

костей, содержащих конечное число торсов — развертывающихся поверхностей.

Условие, при котором комплексы Cρ содержат конечное число торсов, опреде-

ляется из следующих рассуждений. Рассмотрим проективизацию касательной

плоскости Tl�(m,n) с центром в точке l. Эта проективизация представляет

собой проективное пространство P (n−m)(m+1)−1 = PTl�(m,n). На основании

теоремы Грассмана [13] в этом проективном пространстве должно выполняться

следующее равенство:

dimPTlV
ρ + dimSl(m,n−m− 1)

= dimP (m+1)(n−m)−1 + dim(PTlV
ρ ∩ Sl(m,n−m− 1)).

Если размерность пересечения плоскости PTlV
ρ и многообразия Сегре

Sl(m,n−m− 1) равна r, то

(ρ− 1) + (m+ (n−m− 1)) = (m+ 1)(n−m) − 1 + r.

Отсюда следует, что

ρ− 1 = m(n−m− 1) + r.

Утверждение, что комплекс Cρ m-мерных плоскостей в проективном простран-

стве Pn содержит конечное число торсов, означает равенство нулю размерности

пересечения плоскости PTlV
ρ и многообразия Сегре Sl(m,n−m−1), т. е. r = 0.

Если r = 0, то искомую зависимость размерности комплекса Cρ, его m-мерной

образующей и проективного пространства Pn получаем в виде

ρ− 1 = m(n−m− 1).
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Таким образом, комплекс Cρ m-мерных плоскостей в проективном простран-

стве Pn содержит конечное число торсов тогда и только тогда, когда размер-

ность комплекса Cρ, его m-мерной образующей и проективного пространства

Pn связаны соотношением ρ−1 = m(n−m−1). Для конгруэнций прямых трех-

мерного пространства и пятимерных комплексов двумерных плоскостей пяти-

мерного пространства, которые содержат конечное число торсов, обнаружива-

ется инвариантная зависимость их строения от конфигурации характеристиче-

ских (m+ 1)-мерных плоскостей, касательных к торсам, и характеристических

(m − 1)-мерных плоскостей в m-мерной образующей L этих многообразий (5).

Отсюда возникает вопрос: имеют ли рассматриваемые комплексы Cρ m-мерных

плоскостей, содержащие конечное число торсов, подобную инвариантную зави-

симость? Комплексу Cρ при грассмановом отображении [9] соответствует ρ-

мерное многообразие V ρ, лежащее на алгебраическом многообразии �(m,n),

являющемся образом многообразия G(m,n) m-мерных плоскостей проектив-

ного пространства Pn. В каждой своей точке l, соответствующей m-мерной

плоскости L проективного пространства Pn, многообразие V ρ имеет ρ-мерную

касательную плоскость TlV
ρ. Проективизация касательной плоскости TlV

ρ с

центром в точке l представляет собой (ρ − 1)-мерную проективную плоскость

PTlV
ρ. Различным видам взаимного расположения плоскости PTlV

ρ и инва-

риантного многообразия Сегре Sl(m,n−m− 1) = Pm × Pn−m−1, являющимся

проективизацией асимптотического конуса Bl(2) асимптотических направлений

второго порядка, соответствуют различные классы комплексов Cρ ⊂ G(m,n).

При этом конусBl(2) есть конус Сегре C(m+1, n−m) и представляет собой пере-

сечение алгебраического многообразия �(m,n) и его касательного пространства

Tl�(m,n), т. е.

Bl(2) = �(m,n) ∩ Tl�(m,n).

В проективном пространстве Pn рассмотрим семейство точечных реперов AI

(I, J,K = 0, 1, . . . , n) и семейство реперов, образованных гиперплоскостями

αI = (−1)I(A0, . . . , AI−1, AI+1, . . . , An). Уравнения перемещения этих реперов

имеют вид

dAI = ωJ
I AJ , dαI = −ωI

Jα
J ,

где ωJ
I — линейные дифференциальные формы, удовлетворяющие структурным

уравнениям проективного пространства Pn:

dωJ
I = ωK

I ∧ ωJ
K .

Пусть L — m-мерная плоскость пространства Pn. Свяжем с этой плоскостью

семейство точечных реперов так, чтобы точки Ai, i = 0, 1, . . . ,m, принадлежали

плоскости L. Тогда

dAi = ωj
iAj + ωp

iAp, dAp = ωi
pAi + ωq

pAq,
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где i, j = 0, 1, . . . ,m и p, q = m + 1,m + 2, . . . , n. Отсюда видно, что m-мерная

плоскость L в пространстве Pn зависит от (m + 1)(n −m) параметров, линей-

ными комбинациями дифференциалов которых являются формы ωp
i . На мно-

гообразии �(m,n) асимптотические направления второго порядка, выходящие

из точки l, определяются условием

d2l = 0(mod Tl�(m,n)).

Отсюда следует, что уравнения конуса Bl(2) асимптотических направлений вто-

рого порядка имеют вид

ωp
i ω

q
j − ωq

i ω
p
j = 0. (2)

Из этих уравнений видно, что координаты ωp
i точки конуса Bl(2) допускают

параметрическое представление

ωp
i = aix

p. (3)

Поэтому конус Bl(2) асимптотических направлений второго порядка совпадает

с конусом Сегре Cl(m + 1, n − m). Рассмотрим теперь проективизацию каса-

тельной плоскости Tl�(m,n) с центром в точке l. Эта проективизация пред-

ставляет собой проективное пространство P (n−m)(m+1)−1 = PТl�(m,n), в ко-

тором формы ωp
i являются однородными координатами произвольной точки.

При проективизации асимптотическому конусу Bl(2) соответствует многообра-

зие Сегре Sl(m,n − m − 1) проективного пространства P (n−m)(m+1)−1, опре-

деляемого теми же уравнениями (2), что и конус Bl(2) в касательном про-

странстве Tl�(m,n). Многообразие Сегре Sl(m,n −m − 1) представляет собой

((m+1)(n−m)−1)−m(n−m−1) = (n−1)-мерную алгебраическую поверхность

порядка
(

n−1

m

)
=
(

n−1

n−m−1

)
[12, 13], несущую два семейства плоских образую-

щих размерностей m и n−m−1, зависящих соответственно от n−m−1 и m па-

раметров. При этом две образующие, принадлежащие различным семействам,

имеют общую точку, а две образующие, принадлежащие одному семейству, не

пересекаются. Через каждую его точку проходит по одной образующей из каж-

дого семейства. Многообразие Сегре Sl(m,n−m−1) остается инвариантным при

проективных преобразованиях пространства P (n−m)(m+1)−1. Плоскость PTlV
ρ

в пространстве P (n−m)(m+1)−1 = PTl�(m,n) определяется теми же уравнения-

ми, что и касательная плоскость TlV
ρ в касательном пространстве Tl�(m,n).

Поскольку на комплексе Cρ m-мерная плоскость L зависит от ρ параметров,

то среди форм ωp
i лишь ρ линейно независимых. Следовательно, комплекс Cρ

задается α (α = 1, 2, . . . , n− 1) дифференциальными уравнениями:

�αi
p ω

p
i = 0, (4)

где ωp
i — линейные дифференциальные формы, обращение в нуль которых фик-

сирует m-мерную плоскость L на комплексе Cρ.
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Рассмотрим однопараметрическое семейство m-мерных плоскостей L в про-

странстве Pn. Такое семейство представляет собой (m+1)-мерную поверхность

с m-мерными плоскими образующими. Эта поверхность называется торсом

[14, 15], если она является тангенциально вырожденной поверхностью ранга

один. Торсу на алгебраическом многообразии �(m,n) соответствует кривая,

касательные к которой служат прямолинейными образующими этого многооб-

разия. Данная кривая является асимптотической линией многообразия �(m,n),

поэтому в произвольной точке этой линии выполняются уравнения (2). Сле-

довательно, дифференциальные уравнения торсов в пространстве Pn можно

записать в виде

ωp
i = aix

pdt. (5)

Каждый торс, проходящий через m-мерную плоскость L, определяет на ней ха-

рактеристическую (m − 1)-мерную плоскость, которая является пересечением

двух бесконечно близких образующих, и характеристическую (m + 1)-мерную

плоскость, касательную плоскость к торсу. Найдем уравнения характеристиче-

ских образов торсов. Пусть M = xiAi (i = 0, 1, . . . ,m) — произвольная точка

m-мерной плоскости L. Дифференциал этой точки в силу (5) вычисляется так:

dM =
(
dxi + xjωi

j

)
Ai + (aix

i)(xpAp) dt,

где p = m + 1,m + 2, . . . , n. Отсюда видно, что характеристическая (m − 1)-

мерная плоскость в m-мерной плоской образующей L комплекса Cρ определя-

ется уравнением

aix
i = 0,

а характеристическая (m + 1)-мерная плоскость, содержащая m-мерную плос-

кую образующую L комплекса Cρ, определяется m-мерной плоскостью L и точ-

кой:

S = xpAp.

Из уравнений (4) ввиду (5) получим следующую систему уравнений:

�αi
p aix

p = 0, (6)

где α = 1, 2, . . . , n− 1. Эта система уравнений определяет характеристическую

(m − 1)-мерную плоскость торса, принадлежащего комплексу Cρ, если выпол-

няется условие

rang
(
�αi
p

)
= n−m. (7)

Из этого соотношения определяются характеристические (m− 1)-мерные плос-

кости на m-мерной образующей L комплекса Cρ. Условие

rang
(
�αi
p x

p
)

= m+ 1 (8)
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определяет точки S пересечения характеристических (m + 1)-мерных плоско-

стей с двойственной к m-мерной плоскости L в пространстве Pn (n−m)-мерной

плоскостью. Эти точки вместе с m-мерной плоскостью L определяют (m + 1)-

мерные характеристические плоскости торса. В проективном пространстве Pn

рассмотрим ρ-мерный комплекс Cρ (ρ = m(n − m − 1) + 1) m-мерных плос-

костей L и m + 1 различных торсов, принадлежащих этому комплексу Cρ, и

пусть эти торсы имеют общую характеристическую (m+ 1)-мерную плоскость,

касающуюся вдоль m-мерной образующей торса. Обозначим рассматриваемые

комплексы через Cρ(1). Свяжем с комплексами Cρ(1) репер так, чтобы плоско-

сти A1 ∧A2 ∧ . . .∧Am, A0 ∧A2 ∧ . . .∧Am, . . . , A0 ∧A1 ∧ . . .∧Am−1 совместились

с (m− 1)-мерными характеристическими плоскостями m+1 различных торсов.

В общую (m+ 1)-мерную характеристическую плоскость этих торсов поместим

вершину An. Ввиду этого из (4) получим, что

�α0
n = �α1

n = . . . = �αm
n = 0, (9)

где α = 1, 2, . . . , n−1. Специализация репера позволяет выбрать линейные диф-

ференциальные формы ωn
0 , ω

n
1 , . . . , ω

n
m в качестве базисных на комплексе Cρ(1).

Дополним данные линейные формы до базиса комплекса Cρ(1) линейными

формами ωp∗

i∗ , где i∗ = 0, 1, . . . ,m − 1, p∗ = m + 2,m + 3, . . . , n. Рассмотрим

комплексы Cρ(1) общего вида и определим их системой дифференциальных

уравнений:
ωm+1

1 = ωm+2
0 ,

ωm+1
2 = ωm+2

1 = ωm+3
0 ,

· · ·
ωn−3
m = ωn−2

m−1 = ωn−1
m−2,

ωn−2
m = ωn−1

m−1,

�α∗i
p∗ ω

p∗

i = 0,

(10)

где i = 1, 2, . . . ,m, p∗ = m+1,m+2, . . . , n−1, α∗ = 1, 2, . . . , (n−1)−m(n−m−2)

и

|α| − |α∗| = m(n−m− 2), |α| = n− 1.

Дифференцируя внешним образом первую группу уравений (10), получим неза-

висимые квадратичные уравнения:

ωk
1 ∧ ωk+1

k = ωk
0 ∧ ωm+2

k ,

ωk
2 ∧ ωm+1

k = ωk
1 ∧ ωm+2

k ,

ωk
1 ∧ ωm+2

k = ωk
0 ∧ ωm+3

k ,

· · ·
ωk
m ∧ ωn−3

k = ωk
m−1 ∧ ωn−2

k ,

ωk
m−1 ∧ ωn−2

k = ωk
m−2 ∧ ωn−1

k

ωk
m ∧ ωn−2

k = ωk
m−1 ∧ ωn−1

k ,

(11)
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где k = 0, 1, . . . , n. Согласно теореме Картана [13] будем иметь

ωm+1
n = λm+10

n ωn
0 + λm+11

n ωn
1 (mod �ρ∗

),

ωm+2
n = λm+20

n ωn
0 + λm+21

n ωn
1 (mod �ρ∗

),

λm+20
n = λm+11

n ,

ωm+1
n = λm+11

n ωn
1 + λm+12

n ωn
2 (mod �ρ∗

),

ωm+2
n = λm+21

n ωn
1 + λm+22

n ωn
2 (mod �ρ∗

),

λm+21
n = λm+12

n ,

ωm+2
n = λm+20

n ωn
0 + λm+21

n ωn
1 (mod �ρ∗

),

ωm+3
n = λm+30

n ωn
0 + λm+31

n ωn
1 (mod �ρ∗

),

λm+30
n = λm+11

n ,

· · ·
ωn−3
n = λn−3m−1

n ωn
m−1 + λn−3m

n ωn
m(mod �ρ∗

),

ωn−2
n = λn−2m−1

n ωn
m−1 + λn−2m

n ωn
m(mod �ρ∗

),

λn−2m−1
n = λn−3m

n ,

ωn−2
n = λn−2m−2

n ωn
m−2 + λn−2m−1

n ωn
m−1(mod �ρ∗

),

ωn−1
n = λn−1m−2

n ωn
m−2 + λn−1m−1

n ωn
m−1(mod �ρ∗

),

λn−1m−2
n = λn−2m−1

n ,

ωn−2
n = λn−2m−1

n ωn
m−1 + λn−2m

n ωn
m(mod �ρ∗

),

ωn−1
n = λn−1m−1

n ωn
m−1 + λn−1m

n ωn
m(mod �ρ∗

),

λn−1m−1
n = λn−2m

n ,

(12)

где p∗ = m+ 2,m+ 3, . . . , n. При этом

|ρ∗| = |ρ| − (m+ 1) = (m(n−m− 1) + 1) − (m+ 1) = m(n−m− 2).

Ввиду симметричности матрицы коэффициентов разложения форм ωm+1
n , ωm+2

n ,

. . . , ωn−1
n получим

ωm+1
n = 0(mod �ρ∗),

ωm+2
n = 0(mod �ρ∗),

. . .

ωn−1
n = 0(mod �ρ∗).

(13)

Таким образом, (m + 1)-мерная плоскость A0 ∧ A1 ∧ . . . ∧ Am ∧ An описывает

m(n−m− 2)-мерное многообразие.

Докажем обратное утверждение. Рассмотрим произвольное m(n−m− 2)-

мерное многообразие (m+ 1)-мерных плоскостей. Точки A0, A1, . . . , Am, An по-

местим в текущую (m+1)-мерную плоскость рассматриваемого многоообразия.

Перемещение (m+ 1)-мерной образующей m(n−m− 2)-мерного многообразия

определяется формами ωp∗

i , где i = 1, 2, . . . ,m, p∗ = m + 1,m + 2, . . . , n − 1.
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Поскольку рассматриваемое многообразие представляет собой m(n − m − 2)-

параметрическое семейство (m + 1)-мерных плоскостей, то формы ωp∗

i и ωp
n

выражаются через m(n−m− 2) линейно независимые формы �ρ∗

:

ωp∗

i = λp
∗

iρ∗�ρ∗

, ωp∗

n = λp
∗

nρ∗�ρ∗

, (14)

где ρ∗ = 1, 2, . . . ,m(n−m−2). Совокупность m-мерных плоскостей, лежащих в

(m+1)-мерной плоскости A0∧A1∧. . .∧Am∧An некоторогоm(n−m−2)-мерного

многообразия, образует (m+1)-параметрическое семейство. Следовательно, m-

мерные плоскости, лежащие во всех (m+ 1)-мерных плоскостях m(n−m− 2)-

мерного многообразия, образуют m(n − m − 2) + (m + 1) = m(n − m − 1) +

1 = ρ-мерный комплекс Cρ. Покажем, что построенный комплекс является

комплексом Cρ(1). Поместим вершины A0, A1, . . . , Am в текущую m-мерную

плоскость комплекса Cρ(1). Исключая из первой группы дифференциальных

уравнений (14) формы �ρ∗

, получим (m + 1)((n − 1) − (m + 1) − 1) − ρ∗ =

(m + 1)((n − 1) − (m + 1) − 1) − m(n − m − 2) = n − 1 линейных однородных

уравнений, связывающих формы ωp∗

i , которые можно записать в виде

�αi
p∗ω

p∗

i = 0. (15)

Отсюда следует, что выполняются соотношения (9). Значит, построенный ком-

плекс является комплексом Cρ(1). Итак, доказана следующая

Теорема 2. Комплекс Cρ m-мерных плоскостей проективного простран-

ства Pn, содержащий конечное число торсов, является комплексом Cρ(1) тогда

и только тогда, когда его m-мерные образующие принадлежат (m+ 1)-мерным

плоскостям некоторого m(n−m− 2)-мерного многообразия.

Изображение комплексов Cρ(1) на алгебраическом многообразии �(m,n)

выясняет следующая

Теорема 3. Комплекс Cρ m-мерных плоскостей проективного простран-

ства Pn, содержащий конечное число торсов, является комплексом Cρ(1) тогда

и только тогда, когда для каждой его m-мерной образующей пересечение плос-

кости PTlV
ρ с многообразием Сегре Sl(m,n−m− 1) содержит α-образующую

многообразия Sl(m,n−m− 1).

Действительно, пусть комплекс Cρ является комплексом Cρ(1). Выбирая

специальным образом репер, уравнения комплекса, а следовательно, и соответ-

ствующей плоскости PTlV
ρ пространства P (n−m)(m+1)−1 = PTl�(m,n) можно

привести к виду (15) или к параметрическим уравнениям вида

ωp∗

i = λp
∗

iρ∗�ρ∗

. (16)

В силу этих уравнений пересечение плоскости PTlV
ρ и многообразия Сегре

Sl(m,n−m− 1) определяется условием

rang
(
ωp∗

i ωn
i

)
= 1, (17)
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где формы ωp∗

i удовлетворяют уравнениям (16) и выражаются черезm(n−m−2)

базисных форм �ρ∗

(ρ∗ = 1, 2, . . . ,m(n −m − 2)). Поскольку формы ωn
i и θρ

∗

являются однородными координатами произвольной точки плоскости PTlV
ρ,

получим, что m-мерная плоскость, лежащая в плоскости PTlV
ρ и определяемая

уравнениями

�ρ∗

= 0, (18)

принадлежит многообразию Сегре Sl(m,n−m− 1). Такая m-мерная плоскость

совпадает с α-образующей многообразия Sl(m,n−m−1), заданной уравнениями

ωp∗

i = 0. (19)

Докажем обратное утверждение. Пусть пересечение плоскости PT lV ρ и

многообразия Sl(m,n−m−1) содержит α-образующую многообразия Sl(m,n−
m − 1), определяемую уравненими (19). Предположим, что гиперплоскость

αn = A1∧A2∧. . .∧An−1 является неособой, т. е. формы ωn
i линейно независимы

и их можно принять в качестве m+1 из ρ = m(n−m− 1)+1 однородных коор-

динат произвольной точки плоскости PTlV
ρ. Плоскость PTlV

ρ в пространстве

P (n−m)(m+1)−1 = PТl�(m,n) определяется уравнениями

�αi
p ω

p
i = 0, (20)

где α = 1, 2, . . . , n − 1, i = 0, 1, . . . ,m. Поскольку рассматриваемая α-обра-

зующая многообразия Sl(m,n − m − 1) лежит в данной плоскости, уравнения

(20) должны выполняться тождественно в силу (19). Подставляя (19) в (20),

получим

�αi
n ω

n
i = 0. (21)

Так как формы ωn
i линейно независимы, из уравнений (21) следует:

�αi
n = 0.

Очевидно, что это соотношение совпадает с соотношениями (9). Следовательно,

комплекс Cρ является комплексом Cρ(1). Теорема полностью доказана.
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