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Х А Р А К Т Е Р И З А Ц И Я НЕКОТОРЫХ КОНЕЧНЫХ ПРОСТЫХ ГРУПП 

БИПРИМАРНЫМИ ПОДГРУППАМИ 

В.А.БЕЛОНОГОВ 

В в е д е н и е 

Конечная группа G называется б и п р и м а р н о й , если 

ее порядок | G | делится точно на два различных простых числа. В нас­

тоящей работе свойствами бипримарных подгрупп четного порядка о х а ­

рактеризованы следующие серии конечных простых групп: проективные 

специальные линейные группы PSL (2, у) при р >3 ., проективные 

специальные унитарные группы PSU (S,£2rt) при /г. > / , группы 

Сузуки Sz (^), группа Янко J-f порядка 175560 и группы типа Ри Основ­

ным результатом является теорема 1, в которой описываются конечные не­

разрешимые группы Q , удовлетворяющие следующему условию. 

УСЛОВИЕ (ж) . К а ж д а я б и п р и м а р н а я п о д ­

г р у п п а ч е т н о г о п о р я д к а г р у п п ы G 

л и б о 2 - з а м к н у т а , л и б о р а с щ е п л я е м а . 

Группы, удовлетворяющие условию (ж) , будем называть кратко 

(ж) - г р у п п а м и . 

Т Е О Р Е М А 1. К о н е ч н а я н е р а р е ш и м а я 

г р у п п а G у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю (ж) 

т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а 

г д е / С - р а з р е ш и м а я (ж) - г р у п п а с э л е ­

м е н т а р н о й а б е л е в о й с и л о в с к о й 2 - п о д -

г р у п п о й , | /C : С н е ч е т е н и в ы п о л н е ­

н о о д н о и з с л е д у ю щ и х у с л о в и й : 

l)H**>Sx(2), Мд и л и PGL (2,%*) п р и н е -
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ч е т н о м р>5 тл. {\Н\ ^ \ к\) = i • 

2) Н ^ J1 и л и P5L (2,2^) п р и гъ> < , и 

(\Н\ = 2 а , ас* о ; 

3) Н' ̂ - PSA (2, 0 a ) п р и н е ч ё т н о м п р о с ­

т о м у и p^>5 , и ( , \ Н \ , \ к \ ) = 2°р^, а ^ о , £*о, 

п р и ч ё м 

CL = О п р и р^ъь ± / (mod8), 

£ — О п р и /оП'= / (mod 4), 

а п р и а£">0 х о л л о в с к а я б и п р и м а р н а я 

| 2,р] - п о д г р у п п а в К 2 - з а м к н у т а ; 

4) Н = х <£ s , S > / , Ct*-PSb (2,5Л&) п р и 
£ = / , . . . , S , г д в л г /т-5 - п о п а р н о в з а и м н о 

п р о с т ы е н е ч ё т н ы е ч и с л а , и \К\ ) = 

—2 3 , <Х & 3 , S ^ О . а п р и <2 ^ > <7 х о л л о в с к а я 

б и п р и м а р н а я {2,3} - п о д г р у п п а в /<Г 2 -

з а м к н у т а . 

Группу Cf , удовлетворяющую заключению теоремы 1, для которой 

выполнено условие i) , где v =• -1,2,5 или 4 , будем называть 

г р у п п о й т и п а ( £ ) 

Из теоремы 1 непосредственно вытекает 

СЛЕДСТВИЕ 1. К о н е ч н а я п р о с т а я н е 

а б е л е в а г р у п п а G у д о в л е т в о р я е т у с ­

л о в и ю ( * ) т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г ­

д а о н а и з о м о р ф н а о д н о й и з г р у п п 

PSL(2,f) п р и <^=*5 , Sz С%) и . 

СЛЕДСТВИЕ 2. Д л я к о н е ч н о й п р о с т о й « е . -

а б е л е в о й г р у п п ы Q с л е д у ю щ и е у с л о ­

в и я э к в и в а л е н т н ы : 

1) к а ж д а я б и п р и м а р н а я п о д г р у п п а 

ч - е т н о г о п о р я д к а г р у п п ы о б л а д а е т 

н и л ь п о т е н т н ы м р а с щ е п л е н и е м ; 

2) О о б л а д а е т н и л ь п о т е н т н ы м р а с -
ш е п л е н и е м ; 

3) (Zsz-PSL (2,%) п р я % > 3 и л и Sz(<£) . 

Действительно, так как группа Янко 7 имеет бипримарную под -

группу 3 sd-A^xC^ . которая не является расщепляемой, то импли-
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кация 1) у. 3) непосредственно вытекает из следствия 1; импликации 

же 3) \ 2) и 2) > 1) очевидны. 

Эквивалентность условий 2) и 3) была доказана ранее М . Сузуки 

D 3 3 • 

Отметим также, что теорема 1 обобщает результат работы С . 

Следствие 1 можно усилить, расширив условие (ж) до следующего: 

УСЛОВИЕ *(жж) . К а ж д а я б и п р и м а р н а я п о д -

г р у п п а ч ё т н о г о п о р я д к а г р у п п ы G 

я в л я е т с я л и б о (П) - г р у п п о й , л и б о р а с ­

щ е п л я е м о й г р у п п о й . 

Под (TJ) - г р у п п о й понимается конечная группа, в кото ­

рой любые две различные силовские 2—подгруппы пересекаются по еди­

ничной подгруппе ( с м . Cl5"] ) . При этом 2-замкнутая группа также счи­

тается (П) -группой. 

ТЕОРЕМА 2. К о н е ч н а я п р о с т а я н е а б е л е -

в а г р у п п а G у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю 

(ж*) т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а о н а 

и з о м о р ф н а о д н о й и з с л е д у ю щ и х 

т р у п - п: 

РВЪ(2,у) п р и %>3 , 

PSU(3,2Zn)n р и гь>-/ , 

г р у п п ы т и п а Р и . 

Под г р у п п о й т и п а . Р и понимается конечная прос­

тая неабелева группа (? , в которой все инволюции сопряжены и цент­

рализатор инволюции j имеет вид Cg (j)— -^J> * • г д е ^* — 

— PSL(2,3 j при некотором /ъ>0 . Многие свойства таких групп 

найдены в работах Янко и Томпсона СвЗ и Уарда C20D . Очень вероятно, 

что единственными группами типа Ри являются простые группы Ри 

Тот факт, что группы типа Ри удовлетворяют условию (жж) легко 

получить из С 91 . Легко заметить также, что в группе, удовлетворяю -

шей условию (жж), все 2-локальные подгруппы удовлетворяют условию 

(ж) . Используя этот факт и теорему 1,, можно получить доказательство 
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теоремы 2, повторив почти дословно доказательство леммы 1 из дока­

зательства теоремы 1. Поэтому доказательство теоремы 2 мы не п и ­

шем. 

СЛЕДСТВИЕ. Д л я к о н е ч н о й п р о с т о й н е -

а б е л е в о й г р у п п ы Q с л е д у ю щ и е у с л о ­

в и я э к в и в а л е н т н ы : 

1) к а ж д а я б и п р и м а р н а я п о д г р у п п а 

ч ё т н о г о п о р я д к а г р у п п ы G я в л я е т с я 

{TI) - г р у п п о й ; 

2) G я в л я е т с я (jI) - г р у п п о й ; 

3) G *-PSL (2,2Л) п р и л > / , P$U (3,22,x) п р и 
Л. > / и л и S'Z [fp • 

Действительно, импликация 1) = > 3 ) непосредственно следует из 

теоремы 2, а импликация 3) > 2) и 2) > 1) очевидны. 

Эквивалентность условий 2) и 3) была доказана М,Сузуки в ра -

боте L15H . 

Напомним теперь некоторые определения и обозначения. 

Группа называется р а с ш е п л я е м о й , если она явля -

этся теоретико-множественным объединением нескольких своих собст -

венных попарно взаимно простых подгрупп. Говорят, что группа G 

обладает н и л ь п о т е н т н ы м р а с щ е п л е н и е м , ес ­

ли она является теоретико-множественным объединением нескольких сво­

их попарно взаимно простых нкльпотентных подгрупп (в частности, и 

сама G может быть нильпотентной). 

Каждая из записей А В ъЗ^А обозначает полупрямое произве -

дение нормальной подгруппы А и подгруппы-^. < Л / > обозначает 

группу, порожденную множеством М . 

Следуя Сузуки С163 . • группу G назовем -Z? - г р у п п о й , ес­

ли она содержит собственную подгруппу А такую, что все элементы в 

G\A имеют порядок 2. Бипримарная группа G является _Z? - г р у п ­

пой тогда и только тогда, когда G— (Я. * Т) л <CL> , где Q, -

силовская подгруппа нечётного порядка из 5 , 7~ - 2-группа, \са.>\ —2 

и CL *эса. =• sc для всех Х€. QxT . В частности, подгруппа Q. х ^~ 

абелева. Каждая бипримарная 3) -Группа расщепляема. Подробное 

изложение результатов о расщепляемых группах имеется в кни-

геС23 . 
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Из описания расщепляемых групп следует, что условие (ж) эк -

Бивалентно следующему условию: 

УСЛОВИЕ ( ж ' ) Е с л и 3 = TQ. - б и п р и м а р н а я 

п о д г р у п п а г р у п п ы G , Т - е е с и л о в " -

с к а я 2 - п о д г р у п п а и Q. - е ё с и л о в 

е к а я п о д г р у п п а н е ч ё т н о г о п о р я д к а , 

т о J3 е с т ь Г р у п п а о д н о г о и з с л е д у -

ю щ и х т и п о в : 

1) В = Г А Й ( 2 - з а м к н у т а ) , 

2) 3 = GL л Т - г р у п п а Ф р о б е н и у с а , 

3) & — Q, Л Т - SO - г р у п п а , 

4) з as. а4 . 
Заметим, что в группах типов 2) - 4) нет нормальных подгрупп 

нечётного индекса. 

£( , А и С обозначают соответственно симметрическую груп¬ 

пу степени , .знакопеременную группу степени /г- и циклическую 

группу порядка п. . 

Мд - подгруппа из PPL (2,9) , являющаяся нерасщепляемым 

расширением PSL (2,9) с помощью группы порядка 2. 

2 - л о к а л ь н о й подгруппой группы G называется нор -

мализатор в G какой-либо ее неединичной 2-подгруппы. 

Дальнейшее содержание работы составляет доказательство теоре -

мы 1. 

§ 1. Доказательство теоремы 1 

Необходим>сть. Для доказательства теоремы мы применим схему 

доказательства теоремы 2 и з Г 1 Л . Всюду в этом параграфе G обозна­

чает конечную неразрешимую (ж) - группу такую, что всякая неразре­

шимая (ж)-группа меньшего порядка является группой одного из типов 

(1 ) - ( 4 ) . Леммы 1 - 5 в совокупности доказывают, что группа (т 

сама является группой одного из типов (1) - ( 4 ) . Отсюда по закону 

индукции следует, что каждая неразрешимая (ж) -группа есть группа 

одного из типов ( 1 ) - ( 4 ) . 

Нетрудно заметить, что группа О обладает следующими свойства­

ми: 

( А ) Каждая собственная неразрешимая подгруппа И группы G 
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является группой одного из типов ( 1 ) - ( 4 ) . В частности, Н имеет 

характеристическую подгруппу, которая изоморфна Р £>/,(£ gjnpvi <g >3 , 

Sz(y) или $ f . 

( Б ) Каждая собственная 2-локальная подгруппа группы G либо 

разрешима, либо есть группа одного из типов ( 2 ) , ( 3 ) при р>л = 

= ±3(moc/g) я ( 4 ) . Е ели она неразрешима, то ее силовская 2-подгруп-

па - элементарная абелева. 

( В ) Каждая собственная фактор-группа группы G по разрешимой 

нормальной подгруппе является группой одного из типов ( 1 ) - ( 4 ) . 

Л Е М М А 1. Е с л и г р у п п а О п р о с т а я , т о 

о н а и з о м о р ф н а о д н о й и з г р у п п PSL (2, %) 

п р и £ > 3 ,Sz($) и ^ . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала мы установим некоторые свойства 

силовских 2-подгрупп группы G- , пользуясь известными классифика -

ционными результатами. 

Если силовские 2-подгруппы группы G диэдральные, то по ре -

зультату Горенстейна и Уолтера \_7"2 G изоморфна PSL (2,/эп) при 

р>2 или А г, . Н о группа А имеет подгруппу < (567) , (12) (58) , 

(1234) (56) > — Gj A S4 . которая не удовлетворяет условию (ж) .Сле­

довательно, G—PSL (2,р>п) - группа типа ( 3 ) . 

Если силовские 2-подгруппы группы G полудиэдральные, то по 

результату У о н г а Ц 2 0 все инволюции группы G сопряжены между 

собой, а централизаторы инволюций не 2-замкнуты. Пусть z - инво­

люция из центра силовской 2-подгруппы Т группы G , так что 

7~G-Gr,(Z). С* (jz) разрешим, так как в противном случае согласно 

свойству ( Б ) подгруппа Т должна быть абелевой. Будучи не 2-замк-

нутым Cr,(z) должен содержать бипримарную холловскую подгруппу 

ТО, , которая также не 2 -замкнута. Кроме того, TQ /S4 , так 

как Z (TQ,)'3Z / , a Z (S^)= / . Далее, не может быть и 

2-замкнутой группой, так как в этом случае она должна быть и 2^-зам-

кнутой, ввиду того, что jizci ( TJ есть 2-группа. Таким образом, 

ТО не удовлетворяет условию (ж) , и, следовательно, случай полуди-

эдральной силовской 2-подгруппы невозможен. 

Если силовские 2-подгруппы группы G абелевы, то по резуль­

тату Уолтера C19J либо G — PSL (.2,<^) , где 2 а или ^ = 

и тогда G - группа типа (2 ) или ( 3 ) ) , либо в G 
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централизатор любой инволюции изоморфен С£ X PSL (2,<%.) , где 

^=—3(mod8) . (Заметим, что вместо результата Уолтера И Й 

мы можем сослаться на результаты БендераС4Ц и Уолтера С18И ) . С о ­

гласно результатам Янко С8И и Янко и ТомпсонаП 93 , либо G^-^ (и 

тогда G - группа типа ( 2 ) ) , либо ^.= 5 и G есть группа типа 

Ри в смыеяе У&рда С20П . В последнем случае по результату Уарда 

Г 20Ц G имеет подгруппу Р Л <J>, где Р есть 3-группа порядка 

^ , j - инволюция и \С (J) \ — • Ясно, что Р Л <j> не удо -

влетворяет условию (ж) . Таким образом, если силовские 2-подгруппы в 

G абелевы, то G - группа одного из типов ( 2 ) , ( 3 ) . 

Если силовские 2-подгруппы группы G независимы ( т . е . п е р е ­

сечение любых двух различных силовских 2-подгрупп равно единичной 

подгруппе), то по результату Сузуки С15Ц G изоморфна одной из 

групп P3L (2,2 ) при гь > / , Эя(%) и PSU (.б,ггп") при л > / . 

Последняя группа имеет собственную подгруппу, изомэрфную 

P&L (2,2nJxP, где \Р\ равен 2 П-\- 4 или 2 ^ .которая 

не удовлетворяет заключению теоремы. Поэтому 0—РЗЬ(2,2П) 

или Sz(p) - группа типа (2) или (1 ) . 

В результате сделанных замечаний мы можем далее предполагать 

выполненными следующие два условия. 

( Г ) Силовские 2-подгруппы группы G не являются ни диэдраль-

ными, ни полудиэдральными, ни абелевыми. 

( Д ) Пересечение некоторых двух различных силовских 2-подгрупп 

группы G отлично от единичной подгруппы. 

Рассмотрим множество Tit всех попарных пересечений различных 

силовских 2-подгрупп группы О- и обозначим через дд&- множество 

всех максимальных по включению элементов из Ж . Согласно свойст­

ву ( Д ) множество TPSL не пусто. Рассмотрим два случая. 

СЛУЧАЙ 1. (JD) разрешим для некоторой подгруппы £> из 

ffll . 

Пусть Т - некоторая силовская 2-подгруппа из АР (•££>) и Т 

некоторая силовская 2-подгруппа из G , содержащая 7е . 

Ввиду выбора SU группа Л/^(£>) не 2-замкнута. Поэтому в 

( & ) ) существует бипримарная холловская подгруппа 3 , кото -

рая не 2-замкнута. £> не является группой Фробениуса, так к а к ^ * 5 ^ . 

Кроме того, 3 не изоморфна »S ,̂ , так как в противном случае S2> 
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есть четверная группа и Ст (SD)= 2), откуда по результату М.Сузуки 

L12l7"ecTb диэдральная или полудиэдральная группа а это невозможно 

по свойству ( Г ) . Следовательно, по условию ( * ) 3 есть •£> -группа: 

3 = Q Л Т=-((2хТ^)л^а> , где \^а>\=^2 и сс jccz = sc для всех 
ace-QxT. Так yjbxS^B, то£Э^ Tft а так как 7̂  содержится в Пересе -

чении двух различных силовских 2-подгрупп из В , а следовательно,и в 

пересечении двух различных силовских 2-подгрупп из в , то <2> = Tf 

Таким образом, 3 = (£1*£)) > < а > . Если \Г\=4, то, очевидноСт(7j= 

=7^ и по результату Сузуки Q123 Т~ диэдральная или полудиэдральная 

группа, что противоречит свойству ( Г ) . Следовательно, ITI > £ и 

| £ | » 4 • 

Допустим, что Т< Т• Тогда Т~<Л/ (Т) и можно выбрать элементе 

в ,ЫГ(Т)^Т такой, что -£Z&. Т . Но тогда £)f~> £>^ о < Т,-£>, причём 

, 0 Л i Z ) 7 ^ / , так как \ Т : = \Т: 3>*\=2 я \Sb\-~ \£>* \ & 4 . Следова -

тельно, существует инволюцияу , содержащаяся В 0 / 7 Й ^ ' ^ 7 | ' ^ 

и тогда оэтому не нормальна в 

<7~,z5> и, в частности,^ Т,~£> неабелева. Так как, очевидно, Cq (/')< G 

и силовская 2-подгруппа в Cq (j) неабелева, то согласно свойству ( Б ) 

Сд (j) разрешим. Тогда 3 содержится в холловской бипримарной под­

группе Q7 Г; кзСа (j) , где ( | £ Г / , I 771 )=^Д1>0. и Tf>r . Из у с ­
ловия ( * ) вытекает, что является £ ) -группйй: ^? ?=(Qx£))\<Gp, 

гдн \<а;>\=-2 ъа~*эС<Х-=зС*впя всех JCE Q к £>f . Но отсюда следует, 

что Д 7 е QT ^ О. £>, и © с С _ ( & ) сг Щ . Следовательно, .2" -a Qf Tf , 

а это невозможно, так как Tf <£k Л/g (S>) • Полученное противоречие по­

казывает, что 7" = 7" , т.е. силовские 2-подгруппы из яв-
G 

пяются силовскими 2—подгруппами в G 

Так как по свойству ( Г ) подгруппа Т неабелева, т о 2 > -единст­

венная подгруппа в 7" с тем свойством, что \T'-S)\=2 я 7~ \ £D с о ­

стоит из инволюций. Отсюда следует, в частности, что <£> характерис­

тична в Т и, следовательно, Nr(.T) £^ А/„ (£)). 

Покажем теперь, что Cq (z)^L A/q (S))ДЛЯ 'любого элемента is из 
Z{T) . Так как T^CL{z) и так как по ( Г ) 7" неабелева, то по ( Б ) G 

CnLz) разрешим. Рассмотрим в нем произвольную бипри. арную холлов-

скую подгруппу TQ, . содержащую Т . TGL не является группой фробени-

уса и не изоморфна 3^ . так как Г-Е Z (Т&). Поэтому, ввиду ( * ) , ли­

бо Г&—ГА Q , либо 7"^ = ь2Л7" - £ ) -группа. В первом случае 

(_Tjs^/s/^C£>).Bo втором случае, ввиду единственности подгруппы 

2> в 7" со свойством, что \Т: §й\=*£ я7~^£> состоит из инволюций,TQ = 

= (Qx-SU)Л<(2> и, следовательно, TQ £^ (32) . Таким образом,всег-

file:///Sb/-~
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да TQ_ с ft- , откуда, ввиду произвольности выбора TQ, , вытекает, 
G 

что Сд (я) £ • Итак,CQ(Z)£NQ (Sd) для любого tz&ZCT) 

Пусть Т] - произвольная силовская 2-подгруппа из G , со -

деражашая < а > л Z (Т) (Z СТ?= { d€-Z> \ d 2 ^ / } ) . Т а к 
как Т не диэдральная по свойству ( Г ) , то JD нециклическая и , сле ­

довательно, \Z(T)\ 2*4 . Далее, 7~=2?f Л < cz/> , где [<-<2Г >|=<?, 

a-Wfaf — d ' f для всех и Z (Tf7={dr<LZ>7 \ctf= У } . 

Так как Г, 3Z(T) и j-ZfTy 1 / > ^ , то Z(T) ПЦ ^ / . Н о тог ­

да в Z(T) п Т)^ имеется инволюция >z и, следовательно, 

&Z(T) П Z (Тг) . Поэтому < Г, 7->сс^(Я) J= (Л) , от­

куда 7̂  3- <Jj)Cz> =Г , т.е. Т}= Т • Таким образом, 7" есть единст­

венная силовская 2-подгруппа в G- , содержащая «£<2>х£ (7~) . 

Допустим теперь, что инволюция (X сопряжена в G с некото -

рым элементом из 7) : CZ = d^, de.T)r^C^G . Тогда < 0 : > х Z(TjG: 

£ (о-^ = Сд (df0 , откуда следует, что Сд (CL) содержит не­

которую силовскую 2-подгруппу группы G • Но если 7^ - силовская 

2-подгруппа из Сп (&) . содержащая <<2 > х Z (Т) , то по дока -
Ст 

занному ранее Т~ Т . Таким образом, Т С „ (ct) , т .е . СС&Z(T) 

что невозможно. Следовательно, СС не сопряжена в G ни с одним 

элементом из 7) . Н о тогда, по теореме Чунихина (ПЗИтеорема 1) О. 

не содержится в ядре переноса G—*~7~/7Р , и, следовательно, группа 

G непростая. Таким образом, случай 1 невозможен. 

СЛУЧАЙ 2. Ng (J?) неразрешим для любой подгруппы 7) ъздЗ?. 

Согласно свойству ( Б ) нормализатор любой подгруппы 7} тиздШ 

имеет вид NG Н А К 3= И х J? , где Я =±% , PSL (2, у) 

п р и ^ > 5 или PSL (2,3/г,')х...х- PSL(2,3ns) , г д е З З ^ и 
ft., . . . ,/ъ . - попарно взаимно простые нечётные числа. Но тогда 

централизатор любого элемента d из _Z7 содвржит / / и, следова -

тельно, неразрешим. По свойству ( Б ) силовские 2-подгруппы в (d) 

абелевы, следовательно, по свойству ( Г ) они не являются силовскими 

2-подгруппами в G . Отсюда, ввиду произвольности подгруппы _Z7 из 

2Ш. , следует, что э л е м е н T J 5 ̂ / . в х о д я щ и й в 

ц е н т р х а к о й - л и б о с и л о в с к о й 2 - п о д -

г р у п п ы 7" г р у п п ы ^ ? , н е м о ж е т с о д е р ­

ж а т ь с я в п е р е с е ч е н и и д в у х р а з л и ч ­

н ы х с и л о в с к и х 2 - п о д г р у п п г р у п п ы G 

В частности, Сп (&) содержит только одну силовскую 2-подгруппу (а 
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именно Т ) и, значит, Сд (z) £S Ng . 

Пусть теперь % - некоторая инволюция из центра некоторой си­

ловской 2-подгруппы Т группы G • Рассмотрим слабое замыкание 

V элемента % в Сд (z) относительно Cr "• V=<Z$/<^€.G, 

Я ^ е Сд (Я)> • Так как Сд (z) — Мд (Г) , то УЩ. Т . Да­

лее , так как z^€-Z(P?) , то Z $ содержится точно в одной с и ­

ловской 2-подгруппе группы G . Но инволюция z & из V содержится 

в Т и Т$ . Следовательно, Т= Т^, у&А/д(т) n.Z$^Z(T) . 
Но тогда У £L Z(T) . Таким образом, мы нашли в G инволюцию Я , 

содержащуюся в Z(j~) , такую, что слабое замыкание ее V ъСд/Qs) 
относительно G абелево. По результату Ш у л ь г а Ц П З отсюда следует, 

ч т о Q ~ PSL (2,2m) , Sz (о) или PS а (3,2Zm) , 'm > У 
Но как уже отмечалось раньше, группа PBU (3,2- ) не удовлетво­

ряет условию ( * ) . Следовательно, G есть группа типа ( 1 ) или ( 2 ) . 

Лемма 1 доказана. 

ЛЕММА 2. Е с л и г р у п п а ^ ? н е п р о с т а я , т о 

~ н а и м е е т н о р м а л ь н у ю п о д г р у п п у , 

и з о м о р ф н у ю P3L (2, <£) п р и (jf ^-3 , 0Z (%) и л и 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если группа G имеет собственную нераз­

решимую нормальную подгруппу, то утверждение леммы непосредствен­

но вытекает из свойства (А) 

Предположим теперь, что G не имеет неразрешимых собственных 

нормальных подгрупп и, в частности, G^= G • Пусть J^C - минималь­

ная нормальная подгруппа группы G . Тогда JVL - элементарная абе-

лева группа порядка , где <& - простое число. Согласно свойству 

( В ) и сделанному выше предположению, фактор-группа G^Jrf. изоморф­

на одной из групп: PSL (2,(jf) при (^->3 ,Sz(<^) и pf 

Если t,>2 , то, согласно условию ( к ) ; подгруппа JU АР , где 

Т - некоторая силовская 2-подгруппа из G , либо 2-замкнута, л и ­

бо является _Z7 -группой. В обоих случаях ЛС централизует некоторую 

инволюцию из 7* и, следовательно, J\t SkZ(G) 

Если же Х.=-2 , то^рассмотрев полный просЗраз ~&G какой-либо 

диэдральной бипримарной подгруппы из G/jU , мы также получим, что 

JH. £ Z(G) 
Теперь GfjVC Ф~^Г . так как мультипликатор группы ^ f три­

виален ( см . С8Л ) . Далее, по результату Шура ( С10П , теорема 9 и 
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ее следствие на стр. 120) при G'/jU P&L (2, будет л и б о ^ = Р 

и <С=3 , либо G — SjL (2, у.) и н°чётно. В последнем случае G 

не удовлетворяет условию ( * ) . Если же т >2 и G/jU ~ P3L (2,9) или 

Sz (ф) , то <Z не делит \G/м\ {иначе .в G/м есть диэдральная 

подгруппа Jj/jU порядка 2 К и J? не удовлетворяет условию ( ж ) ) , 

откуда G — * X в противоречие с тем, что G , = G . В остав­

шемся случае, когда Ъ — £ и G/jU ~ Sz (<7) , в G'//U есть под­

группа Фробениуса p/jU порядка 4 S , где S - нечетное простое 

число, и р не удовлетворяет условию (ж) . 

Лемма 2 доказана. 

Л Е М М А 3. Е с л и G и м е е т н о р м а л ь н у ю 

п о д г р у п п у / / , и з о м о р ф н у ю £>z (ф) , pf и л и 

PSL (2,2П) п р и п-^-З . т о 1 ) 6 ? = / / *К , г д е К 

р а з р е ш и м а , "i-) ( \ Н\ ,\ К\^) — 2 ° , & 3= О . п р и ч ё м 

CL = О п р и И — Sz (ф) . 3) с и л о в с к и е 2 - п о д ­

г р у п п ы в К э л е м е н т а р н ы е а б е л е в ы и 

ц е н т р а л и з у ю т / / . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим п ~ с е CP) 
и рассмотрим два 

случая. 

1) Пусть С — -/ • Тогда G изоморфна подгруппе из j&ll£ (М) 

1ак как jLut(^) d ^ (см. £87J ) , то при M—Jf 6 v n e T 6 r = / / 

и лемма верна. 

Пусть И (2П) или PSL (2,2П) %ГЪ&3 . Т о г д а 

Jlut(H) ~ ИA<ioc> , где |<ЬС>/ = /т ( с м . С 143 и СбЗ ) , и, еле -

довательно, G = Н А К , где К - циклическая группа и / /С" ( делит 

П. . Пусть Р - произвольная силовская подгруппа из / / . Нетрудно 

проверить, что подгруппа / У ^ (Р) может удовлетворять условию (ж) 

только при условии, что ( \ Р\ , I Х\ ) ~ / . Поэтому 

(1*1, \К\) = /. 

В этом случае лемма доказана. 

2) Пусть теперь С ф. 4 . Рассмотрим подгруппу PC— Н*С . Под­

группа Н , как легко видеть, имеет диэдральную подгруппу Dj,^ п о ­

рядка 2t для любого нечётного простого числа ТУ , делящего / / / / . 

Если Н — £> Z (Cj?) , то Н имеет еще подгруппу Фробениуса Р п о ­

рядка 4S для некоторого S , делящего. \Н\ . Обозначим черёз .5^ 

некоторую силовскую р -подгруппу из С . Применяя условие ( * ) к 
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подгруппам -&2ъ * ^2 ' и ^ х &2 ' в и д и м ' ч т о силов-
. а. екая 2-подгруппа 9̂1 в О элементарная абелева, (\Я\, Ю1 )=•£ 

(СС&О) ъСС = 0 при H—Sz(%.) - Отсюда следует также, что под­

группа О разрешима. 

Фактор-группа &/с удовлетворяет условию ( * ) по свойству ( В ) 

и изоморфна подгруппе из s&tt.'t (Я) . Согласно случаю 1) G/C -

= НС/С А К'/с . гае^/с - циклическая группа и (\ЯС/С\,\*./C\)=i. 
Но тогда G = ЯЛ К , К разрешима, (ШК \К\)= (\ЯI, ICI) = 2 * 

и силовские 2-подгруппы из К содержатся в С 

Лемма 3 доказана. 

ЛЕММА 4. Е с л и (? и м е е т н о р м а л ь н у ю 

п о д г р у п п у / , , и з о м о р ф н у ю Р3£, (2 ^р)*1) п р и 

н е ч ё т н о м р п > 3 и Сд ) р а з р е ш и м т е 

л и б о £ г = Л Л / е - г р у п п а т и п а ( 3 ) , 

л и б о G = Н *К , г д е / / ~ PGL (2,рп) и л и Мд , 
и (W1, = •/ . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Положим С = Gg (L) . Тогда В/С изо -

морфна подгруппе из j£u£ (L) ^ PPL (2,рп)= PGL(2,pA)S«>, где 
|< .о(>| = /г- ( с м . СбЗ ) . Рассмотрим два случая. 

1) Пусть \G''• LC\ нечетен. Тогда G/C=IC/C * К/С , где 

/С/С - циклическая подгруппа нечётного порядка, делящего /г- . От -

сюда G'— Zj А К , ЛС разрешима и \К --C^CDl — \К:С\ нечё­

тен. Понятно также, что силовская 2-подгруппа в К элементарная абе-

лева и что (\L\, \ К\) = 2 a p S ,Ct>0 ,6&d . Если ̂  л = = ± / 
(гтих/ 8) , то £, имеет подгруппу, изоморфную , и, следова -

тельно, (X = О . Если р t / (m.Oc£4) , то — О, так как иначе 

нормализ атор в G силовской р -подгруппы из L, не удовлетворяет 

условию ( * ) . 

Допустим, что а$'z* О . Пусть Р - силовская р - подгруппа из 

G и Т - силовская 2-подгруппа из К . Тогда Л/д (PJ разрешим и 

его холловская бипримарная \2,р] -подгруппа имеет вид где 

Р> Р ъ\Р\=-рС. Так как Ср (Т)3 Р / , то согласно условию 

( * ) , , подгруппа TP 2-замкнута. Но тогда 2-замкнута и холловская би­

примарная \Z,p} -подгруппа в К , поскольку К''-A/g(Pj/A/^ (Р). 

Таким образом, в случае 1) G оказывается группой типа ( 3 ) . 

2) Пусть \G :1С\ четен. Положив G=G/C и Z = LC/C , 
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мы можем считать, что PSL (2,pjn)=/j ^Gr^ (Z *<<£>) А *£оС> , 

где L А<<2Г> = PGL (2-,рП), \<^Х.>\— /г. и ос действует на Z А < € " > 

как автомэрфизм, индуцируемый автоморфизмом — с с ^поля GP(pfy. 

Следовательно, G имеет подгруппу X , содержащую Z как подгруп­

пу индекса 2. Роль X могут выполнять только три nonrpynnbi:Z А < £"> 

L > < ^ О С ^ . > и L • <С2> , где £Z= 'Zee ^~ , причём последние два 

случая возможны только при чётном /Z . 
_ _ п л, 

а ) Пусть X =L А < ос z _ > . Тогда ее * централизует под -
группу PSL (2,р%~) . В этой подгруппе имеется подгруппа А ^А^ • 

Так как /г. четно, то A ' (AJ • Но теперь N-s- (А)=/%-(А)>> 
л -9- — 

Л <ОС*Ь не удовлетворяет условию ( ж ) . Таким образом, О С G . 

б ) Пусть X—£,<CL>, где а. — тсс ("й^ё Z j . Так как в 

этом случае л, четно, то силовская 2-подгруппа из L содержится в 

диэдральной максимальной подгруппе 7? порядка / из Z/ . Е с ­

ли \D\ делится на нечётное простое число £ , то, как легко проверить, хол­

ловская бипримарная [2,к^ -подгруппа в Л/^ н е удовлетворя­

ет условию ( ж ) . Следовательно, Р ^ / = 2™ ^гтъ^--/) . Но это 

возможно лишь в случае, когда /Ъ= / и л и р = 9 (Cl73 , лемма 3 ) . 

Так как у нас гъ четно, то р = 9 . В этом случае X = Мд , и не­

трудно установить, что тогда G — М'д х С , где (\Мд \ ,\С\) = / . 

Таким образом, либо ,0^=-9 и G удовлетворяет заключению леммы 5 
/г- 7 

либо етсс r f. G 

в) Пусть X = / Г А < ^ > = / ? Z Z С2,рп~) . TornaG=X*X , 
где К - циклическая, причём из а) и б ) следует, что \К\ нечётен. 

Пусть X = X/С . Тогда X=(l*C)<lf> , где 2 

и $ €. С . Так как X/G имеет подгруппу, изоморфную 3^ , то 

из условия (ж) следует, что \С\ нечётен. Поэтому / ЯХ=Р*С , 

где / / = Z к<£> —PGfL (2,/=>п) . Применяя к подгруппе X условие 
( ж ) , получаем Х = / / х С . Теперь G=H А , где К - разреши­

мая группа нечётного порядка. Нетрудно заметить также, что(\Н\, t/C\)= 

= / . 

Лемма 4 доказана. 

Л Е М М А 5. Е с л и G и м е е т н о р м а л ь н у ю п о д -

г р у п п у / j , и з о м о р ф н у ю P3L (2', р а ) п р и н е ч ё т -

та. о ул. ра> 3 • и Cg (L) н е р а з р е ш и м , г о jd = 3 % П, -

н е ч ё т н о е и G е с т ь г р у п п а т и п а ( 4 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим опять C—Cg (Z ) и рассмотрим 

подгруппу Z £ = Z *-С . П о свойству {А) С имеет подгруппу^" , 
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которая изоморфна PSL(2,<^) при ф>3 ,SzC^) или ^ / . П р и ­

меним условие (ж) к подгруппе £, х F . По лемме 3 — не изоморфна 

Szfy) , $7 или PSL(2,2m) при / т х ^ . Поэтому Е <^PSP(2IZ) 
при нечетном простом Z, (PSL (2,4) PSL (2,5)) . Далее устанавли­

ваем: p=Z.*^3 (иначе в £ х £ имеется подгруппа Нш7)& х С3 

не удовлетворяющая условию ( * ) ) , /z, и ггг - нечётные числа' (иначе 

LbE^HbLSj, *С2 ) и ( j ^ - / , 3*т- i)=S или, чго равно -

сильно, ^п.,пъ) = / (иначе LxE ^ И ^.7)^^ х Cz , где ^ - н е -

чётное простое число, делящее (3^— /, 3 2 т — у) ) . Через 37 мы о б о ­

значили здесь диэдральную группу порядка гь 

Фактор-группа Gизоморфна подгруппе из Ли± (I )^РГ1(23 )= 
= PGL(23n) Л<:ОС> , где |<ОС>/ *=гъ . 

1) Пусть \G :LC\ нечётен. Тогда G/c= LC/С А Х/С и, с л е ­

довательно, G — Li А Л . По СВОЙСТВУ (A.J Х= . X/j s ) А /С , 

где /С. - разрешима, L£— PSL ( 2 ) (£=£,...,6) и X есть груп­

па типа (3) или (4 ) в зависимости от того, будет ли $=2- w.u.s>2 
В любом случае будет G = Н х К , где P=L х • • .х L& , 

и G является группой типа ( 4 ) . 

2) Пусть \G\LC\ четен. Тогда G/c=-P/C Л Х/С , гпе Р/С = 
= L<£> С/С ^ L< 4>1<62> ^PGL (2,Зп) и \< ё>\^2к >2 
Так как в L< $> /< £2> есть подгруппа, изоморфная , то, ввиду 

условия ( к ) , должно быть = •/ . Поэтому G имеет подгруппу(LXE)A 

>"СЬ>, где Е— P&L (2,3 ) . Нетрудно заметить, что в группах// 

и Е существуют < -допустимые подгруппы Li. и V соответствен­

но такие, что ZJ — V ~ А , и ZI Л < //> —S . Н о тогда подгруп-

na(l£\ V) А < У > не удовлетворяет условию ( * • ) . Следовательно, 

случай 2) невозможен. 

Лемма 5 доказана 

Леммы 1-5 в совокупности доказывают, что конечная группа, удо­

влетворяющая условию ( * ) , является группой одного из типов ( 1 ) - ( 4 ) . 

§ 2. Доказательство теоремы. 1 

Достаточность. ЛЕММА 6. Г р у п п ы к а ж д о г о и з 

т и п о в ( 1 ) - ( 4 ) у д о в л е т в о р я ю т у с л о в и ю 

( * ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G — P \ K - группа одного из типов 

file:///G/LC/
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(1) - ( 4 ) и В - произвольная максимальная бипримарная подгруппа 

чётного порядка из G . Пусть 13 \ = 2^1. ^ , 'С - простое нечетное 

число, о с » / ,уЗ > { • Возможны три случая. 

1) Пусть t не делит \К\ . Тогда t делит \И\ . При е с т е с т ­

венном гомоморфизме G на GJH подгруппа В отобразится на под­

группу /Н , содержащуюся в некоторой силовской 2-подгруппе 

из Сг/и . Тогда 3 ^ Р-Н х Т , где Т=РпК. есть некоторая си­

ловская 2-подгруппа из C^LH) . Ввиду максимальности В будет Т^В 

и, следовательно, 

3 = B f * T ,Tv»B=BnH. 

По условию Т - элементарная абелева группа. 

Если И S% (<£) , Мд или PGL (2,%) при нечётном >3 , то 

7 " = / и 3 = 3 1 ^ - И . Но И удовлетворяет условию (ж) ( д л я / / — 

— Мд , см. Ц13 ) • 

Если Н , то 3 есть либо группа диэдра порядка 2/ъ , где 

/г, = 3 ,S,6 , 7 , / С , / / или , либо 2-замкнутая группа (изо -

морфная А^хС^ ) . В любом случае В>= 3^ х 7" удовлетворяет у с ­

ловию (ж) . 

.Если Н ^PSL (2,2й), то А либо 2-замкнута, либо есть группа 

диэдра, порядок которой не делится на 4. Но тогда 3 удовлетворяет 

условию' (ж) . 

Пусть ИP^PSL (2,рП) , р>2 v-pa>3 . Если 7 " = / , 

то 3 £i Н и, очевидно, удовлетворяет условию (ж) . Если T^-f , то 

Р^^. i 3(/~тгОс/8) и в этом случае Bf либо 2-замкнута, либо яв -

ляется группой диэдра порядка, не делящегося на 8. Но тогда S удов -

летворяет условию (ж) . 

Пусть p=L^... х Ls , S>£ , Li

a*PSL(2,3.n'i) • Е с л и 

Li при некотором .,S • т о либо B f ^ А 4 > либо Bf есть 

группа диэдра порядка, не делящегося на 8. В общем случае, опуская 

несложную проверку, мы имеем , 

Bi = (Bi п L, ; х . . . х (3f nL& ) . 
Отсюда ясно, что 3 удовлетворяет условию ( ж ) . 

2) Пусть т не делит \Н\ . Тогда Ъ делит \К\ . В=7~% , где 

\Т\ = 2** и \R. J = . Переходя, если нужно, к сопряженной с В) 

подгруппе, мы можем считать, что R К • Положим 7Т— В Л Р 
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7^ есть нормальная 2-подгруппа в 3 , ш J3/7^ — ЗЯ//-/ — п о д ­
группе из К (Km &/fiJ 

Если 7̂  = / , то 3 изоморфна подгруппе из К и, следова -
тельно, удовлетворяет условию ( * ) . 

Если 7̂  ф / vlT\=T, то 3 = T * R 2-замкнута. 

Пусть / 7 7 Т . Тогда силовская 2-подгруппа в G - эле -

ментарная абелева, что существенно в дальнейшем. Группа ^/т^ , б у ­

дучи изоморфной бипримарной - подгруппе из К , должна 

удовлетворять условию ( к ) . Ясно, что в/т ф S4 . Если в/т; 

2-замкнута, то к В 2-замкнута. Если же В/'у не 2-замкнута, то она 

является Т) -группой: 3/rf — (Я Z/'7~} A<a>Z/Г/) * 7} / TF Г 

где \<CZ>\ = Z , Тогда &/т} порождается своими силовскими 2 -

подгруппами, а следовательно, ВН//-/ ^СК(Я)Я/Я и ЗЯ S 

Я^С^(Я)хЯ . Поэтому /?Ч=СК(Я) и, в частности, А 7 централи­

зует . Но тогда R централизует 7J (так как & централизует 

также и 7̂  11 Т ) , а поэтому В= (R A <CZ>)x . 

Но теперь 3 есть Т) -группа и,следовательно, удовлетворяет УСЛОЕ:ИО 

( * ) . 

3) Пусть Ъ делит (\Я\, ]К\) . Тогда либо (У есть группа типа 

(3 ) и Ъ = р i либо G есть группа типа ( 4 ) и Z—3 . В любом слу ­

чае холловская бипримарная ^ . T J -подгруппа в АС 2-замкнута. П о -

этому Я В = Н А , где К, - 2-замкнутая JZ, -подгруппа из 

К . Пусть — Т > г д е ^1 " 2-группа и gf - Z -группа. 

Тогда Я3=1 ( V / х. 77 ) А /? ? и Tj £ 3 . По пункту 1) подгруппа ВоЯТ 

2-замкнута. Но она является нормальной подгруппой t- -индекса в В , 

Следовательно, подгруппа В 2-замкнута. 

Лемма 6 доказана. 

Леммы 1-6 в совокупности доказывают теорему 1. 
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