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СХОДЯЩИЕСЯ РАЗНОСТНЫЕ СХЕШ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ФИЛЬТРАЦИИ ЖИДКОСТИ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

1. Фильтрацией вязкой жидкости с запаздыванием называется 
такое движение вязкой жидкости в гористой среде, при котором ско­
рость V(x,t) и давление р(х,1о подчиняются реологическому закону 
Ларси с запаздыванием [l]-[3]: 

при этом, как и в теории линейных вязкоупругих жидкостей [з]-[б], 
числа L и И связаны одним из трех условий: 
либо Г1 = L-1,1=%%,,,.- это фильтрация типа Максвелла порядка L ; 
либо li== L= %%,.,. - это фильтрация типа Олдройта порядка L, ; 
либоМ=1,+1, 1=0,1,%,..,- это фильтрация типа Кельвина-Фойгта поряд­
ка L . 

Коэффициенты А{ , > 0 , называются временами 
релаксации скорости, а коэффициенты %т , » ж > 0 , т=0,1,..., М -
проведенныш временами запаздывания давления. 

2. В работе авторов Щ показано, что нестационарная фильт­
рация вязкой слабосжимаемюй жидкости в упругодеформируемой одно­
родной пористой среде с запаздыванием типа Максвелла порядка 
L = типа Олдройта Ь=ИД.„ и типа Кельвина-Фойгта поряд­
ка L=0,1 ;u,... описывается соответственно следующими интегродиффе-
ренциальными уравнениями: 

3 г* 
-Ц--* K,ct-т)дРсйг=о, эо>0 ; (2) 

о 

Эр >" * 
-ц--'др+j K 4 i t - * ) & p « k ) = » o , *>0, X " = 3V A~L > ( 3 ) 

о 
t 

В уравнениях (2)-(4) ядра к^Ъ удовлетворяют дифференци­
альному уравнению 

86 



, L A * l t « " ~ " 0 > t > 0 - i = U , 3 , ( 5 ) 

и начальным условием Кош 

£ Х ^ i t * " ( 0 ) " *ии-л V ^ ^ - ^ ' V ^ ^ - ^ 3 - ( 6 ) 

w=0,i,...,L-1; * = 1 Д , з , 

в которых О, <Г̂  - символ Кронекера, a yli-, и , i=2,3, 
определены в (3) и (4). По. поводу коэффициента * см. [2] , [3] . 

3. Б [i] показано, далее, что если в уравнениях (2)-(4) 
ввести новые неизвестные функции ^ . ( x , t ) при помощи уравнений 

в которых коэффициенты { } , ъ—1,%,..., U -1 и^' 1 0}, .J—0,1,..., L, 
находятся из алгебраической системы уравнений 

S X p - ^ f / ' = I Ap*f, ( = 0 , 1 , . . . Д - 1 ; i - U J , (8 ) 

то уравнения (2)-(4) сводятся соответственно к следующим трем 
системам дифференциальных уравнений: 

4. Исключая в системах (9)-(Н) давление p(X,t) , мы полу­
чим, что нестационарная фильтрация с запаздыванием вязкой слабо-
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сжимаемой жидкости в упругодеформируемой однородной пористой сре­
де описывается уравнением 

L ле-м м «и» , 
2 « * 
t = 0 " w = ° 

в котором либо M=L-1, Ь =1Д. . . (фильтрация типа Максвелла).либо 
Г1=Ь=ИД,... (фильтрация типа Олдройта), либо f1-=L+f , Ь = 0 Л Д , -
(фильтрация типа Кельвина - Фойгта). Уравнение (12) решается в 
Q T = J 2 » ( 0 , T , Л с Е % = 1 Д З • 0 < Т < о о , при начальных условиях 
Кошй 

(12) 

t=0 
= у х ) , xeil 

и одном из краевых условий [l]-[3] 

* - 0 
= О, Зий 

= 0 , 

либо 

Зи 
и 
I 

т=0 3"Г о Но 
2и Зл = 0 

(13) 

(14) 

(15) 

5. Теория разрешимости начально-краевых задач (12)-(14) и 
(12), (14), (15) при H=L-1 аналогична теории разрешимости сме­
шанных задач для гиперболических уравнений [6] , при M=L - тео­
рии разрешимости смешанных задач для эволюционных уравнений с 
сильной диссипацией [ 7 ] , при M=L+1 - теории разрешимости на­
чально-краевых задач для псевдопараболических уравнений [4], [5], 
[в],[э]. Для начально-краевой задачи (12)-(14) эти результаты 
содержатся в следующих теоремах [l],[5],[9]. 

ТЕОРЕМА I. Пусть выполнены условия: r1=L-1, Зле С*; 
t}„(X)e W;J,СЛ); ^ ^ t € b w c Q T ) . Тогда смешанная задача (12)-
-(14) имеет единственное решение одх,|) , у которого 4тт4- » 
а ^ Ч е. ,fl , п 

ТЕОРЕМА 2. Пусть выполнены условия: Ц = Ь = 1 Д . . . ; b S L e t f ; 

4,weW,*.(AK fjP+eL.cQ-r) • Тогда смешанная задача (12)-(14) 
имеет единственное решение <j,(x,t) , у которого ̂  U ( е Q T) . 

ТЕОРЕМА 3. Пусть выполнены условия: M = L + 1 , L = 0,f, ; 
foeC™ ; ' 0 < « < 1 ;ух ) в С ^ с Л ) ; J e l ^ O / T ; СЙ(Л)), сйт ) . 
Тогда начально-краевая задача (12)-(14)имеет единственное реше­
ние (}(x,t)eW^(t0jj 0и*Ш). 
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6. Наибольший интерес для практики, в настоящее время имеют 
фильтрация типа Максвелла и типа Олдройта порядка L = 1 и филь­
трация типа Кельвина-Фойгта порядка L=0 И»[з]. 

7. Фильтрация типа Максвелла порядка Li=1 описывается на­
чально-краевыми задачами (12)-£4) и (12),(13),(15) для волнового 
уравнения с диссипацией. Конечно-разностные схемы для таких за­
дач хорошо известны [б] , [id]. 

8. Фильтрация типа Олдройта порядка L = ,I описывается на­
чально-краевыми задачами (12)-(14) и ( 1 2 ) , (13), (15) для эволю­
ционного уравнения с сильной диссипацией[7]. Для таких задач мо­
гут быть построены неявные конечноразностные схемы, близкие из­
вестным неявным схемам для волнового уравнения [б] , [ю] , решзния 
которых сходятся к точным решениям изучаемых начально-краевых 
задач (12)-(14) и (12), (13), 15) при любом соотношении между 
шагами At идх<, . Например, для задачи (12)-(14) приИ=Ь= 1 
эта схема в обозначениях 6 , гл.У1, § 10 имеет вид 

^ - H - A t f c , " ^ ! ' M I ' M J J ^ - O , < 1 7 ) 

Устойчивость разностной схемы (5)-(6) и сходимость ее реше­
ний к точному решению задачи (12)-(14) в пространстве V ( Q T ) с 
нормой |U f = max l < L f + [Г | 3 ^ | ^ Х ( ^ следует из энергети-
ческой оценки т 

9. В [ij показано (см,также п.З), что фильтрация типа Олд­
ройта порядка L = 1 может быть также описана системой дифферен­
циальных уравнений 

j | —/АР-*Аф= fOf), p=fcii-+j^, »,jMJ,/>0> (19) 
которая решается в . Q T при начальных условиях Коши 

Plt=o = P« U )' * ' * ч Г 0 > х е Л ' ( 2 0 ) 

и одном из краевых условий: либо 

- о . (и> 
3QT * 3 Q ~ ° > Р о 

U 
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либо 

= 0 . (22) 
Для начально-краевых задач (19)-(21) и (19), (20), (22) мо­

гут быть построены неявные конечно-разностные схемы и схемы пере­
менных направлений, близкие известным схемам для уравнения теп­
лопроводности [б], [ГО], решения которых сходятся к решениям за­
дач (19)-(21) и (19), (20), (22) при любом соотношении между A t 
и AXj, „ Например, для задачи (19)-(21) неявная разностная схема 
в обозначениях [б], гл.УТ, § 9 имеет вид 

V-P*> Чг*> *^h; iL-il - о , (24) 
а схема переменных направлений имеет следующий вид 

= 0, 4=1,..., И 
(26) 

Для решений задачи (23), (24) справедлива энергетическая 
оценка 

Iр" U -1С С ; Н 1 1 С lw 1 <. С v 

(27) 

из которой следует устойчивость разностной схемы (23), (24) и 
сходимость ее решений ( Р ч , < ^ ) к решениюip,t],) задачи (19)-(21) 
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в пространстве W^(QT)« YcQT), | f | J - w \\Ь | | * л +j\ £ U it. 
fi"]" 

Для решений задачи (25), (26) справедлива оценка 

(28) 

с помощью которой доказывается сходимость решений (р^,^) к 
гладкому решению задачи (19)-(21) в норме, определяемо! левой 
частью (28). [б] . 

10. В [I] показано (см.также п.З), что фильтрация типа 
Кельвина-Фойгта порядка L = 0 и L==1 описывается также начально-
краевыми задачами 

Зй-= 0 ) 

(29) 

130) 

Для задачи (29) построены устойчивые сходящиеся при любом 
соотношении между At и дх̂  неявная конечно-разностная схема и 
схема переменных направлений;- в случае краевого условияP|J)Q= О 
они имеют вид: . 

ей 
Р н = Рок' x e J 1 v ; pv I Зл = 0 ; 
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(32) 

p w \ъ х Л - л р ^ 4 - (a p kv + A 4 ) = 

•Иг 
Для задачи (30) также построены устойчивые сходящиеся при 

любом соотношении между A"fc и ДХ ̂  неявная конечно-разностная 
схема и схема переменных направлений: 

D** D^* о'**"» n f a* п * + ^ > 1 V 

К зз) 

= 0 , У=0 ,Н ; Ы,...,1г-,г=0Н,... 
Сходимость решений разностных задач (31), (32) и (33), 

(34) к решениям начально-краевых задач (29) и (30) следует из 
соответствующих энергетических оценок. Например, для решения 
разностной задачи (31) справедлива оценка 

а для решений разностной задачи (34) верна оценка 

k=o г=1 
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