
Математические заметки �
Том 105 выпуск 4 апрель 2019

УДК 517.983

Разрешимость операторного уравнения Риккати
в фешбаховском случае
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Пусть 𝐿 – ограниченная блочно-операторная (2×2)-матрица, блок-компонен-
ты которой на главной диагонали являются самосопряженными операторами.
Предполагается, что спектр одной из этих блок-компонент является абсолют-
но непрерывным и представлен единственной конечной зоной, а спектр другой
такой блок-компоненты целиком лежит в этой зоне. Устанавливаются усло-
вия, при которых операторная матрица 𝐿 допускает комплексную деформацию,
а операторные уравнения, ассоциированные с продеформированной 𝐿, облада-
ют ограниченными решениями. Эти условия также гарантируют факториза-
цию типа Маркуса–Мацаева для одного из исходных дополнений Шура после
его аналитического продолжения на нефизические листы комплексной плоско-
сти спектрального параметра. Дается доказательство того, что операторные
корни этого дополнения Шура выражаются через соответствующие решения
деформированных уравнений Риккати.
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1. Введение. Пусть 𝐿 – ограниченный оператор в гильбертовом пространст-
ве H. Предположим, что H разложено в ортогональную сумму

H = H𝐴 ⊕ H𝐷 (1.1)

подпространств H𝐴 и H𝐷. По отношению к разложению (1.1) оператор 𝐿 записыва-
ется как блочная (2× 2)-матрица вида

𝐿 =
(︂

𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

)︂
, (1.2)
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где матричные элементы 𝐴 и 𝐷, стоящие на главной диагонали, являются операто-
рами в H𝐴 и H𝐷 соответственно; оператор 𝐵 отображает H𝐷 в H𝐴, а 𝐶 действует
из H𝐴 в H𝐷. Соотношения

𝑋𝐴−𝐷𝑋 + 𝑋𝐵𝑋 = 𝐶, 𝑋 : H𝐴 → H𝐷, (1.3)

𝑌 𝐷 −𝐴𝑌 + 𝑌 𝐶𝑌 = 𝐵, 𝑌 : H𝐷 → H𝐴, (1.4)

называются операторными уравнениями Риккати, ассоциированными с блочно-опе-
раторной матрицей 𝐿.

Как известно (см., например, [1], [2]), ограниченный оператор 𝑋, действующий
из H𝐴 в H𝐷, является решением уравнения Риккати (1.3), если и только если график
G (𝑋) оператора 𝑋,

G (𝑋) := {𝑥⊕𝑋𝑥 | 𝑥 ∈ H𝐴}, (1.5)

представляет собой инвариантное подпространство 𝐿. Аналогично, ограниченный
оператор 𝑌 : H𝐷 → H𝐴 – решение уравнения Риккакти (1.4) тогда и только тогда,
когда граф-подпространство

G (𝑌 ) = {𝑌 𝑦 ⊕ 𝑦 | 𝑦 ∈ H𝐷} (1.6)

инвариантно относительно 𝐿. Таким образом проблема существования и единствен-
ности решений для операторных уравнений Риккати превращается в важный вопрос
для различных разделов математики и физики, связанных с изучением инвариант-
ных подпространств линейных операторов. Здесь следует упомянуть, в частности,
давнюю проблему оптимальной оценки на поворот спектрального подпространства
самосопряженного оператора под действием аддитивного возмущения, для которой
на данный момент получены лишь частные решения (см., например, статьи, в хроно-
логическом порядке, [3]–[5], а также имеющиеся там ссылки). Именно возможность
построения приводящих подпространств для квантово-механического гамильтони-
ана в терминах решений операторных уравнений Риккати является основой для
известных преобразований Окубо [7] и Фолди–Ваутхойзена [8]. Операторные урав-
нения Риккати и инвариантные граф-подпространства также тесно связаны с зада-
чей факторизации [9] операторных пучков с резольвентной зависимостью от спек-
трального параметра (см. [10]–[14]).

Большая часть известных результатов по разрешимости операторных уравнений
Риккати (1.3), (1.4) относится к случаю, когда спектры 𝜎𝐴 и 𝜎𝐷 операторов 𝐴 и 𝐷

на главной диагонали (1.2) не пересекаются, т.е.,

𝑑 := dist(𝜎𝐴, 𝜎𝐷) > 0, (1.7)

а сама блочно-операторная матрица 𝐿 является самосопряженной. Полный список
работ, затрагивающих вопрос существования решений для уравнений Риккати (1.3),
(1.4), ассоциированных с самосопряженными 𝐿, весьма обширен. Здесь мы ограни-
чиваемся упоминанием лишь публикаций [1]–[5], [11], [12], [14], [15]. Для некоторых
специальных случаев взаимного положения (непересекающихся) спектральных мно-
жеств 𝜎𝐴 и 𝜎𝐷 известны даже точные условия на 𝐵 (и 𝐶 = 𝐵*), гарантирующие
разрешимость (1.3), (1.4). Эти специальные случаи отвечают ситуации, когда одно
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из спектральных множеств 𝜎𝐴 и 𝜎𝐷 целиком вкладывается в конечную или бес-
конечную лакуну другого множества (см. [16], [17]). Оптимальные условия разре-
шимости сопровождаются точными оценками на норму решения 𝑋, вытекающими
из соответствующих оценок на поворот спектральных подпространств, известных
как tg 2Θ-теорема Дэвиса–Кахана [18] и априорная tg Θ-теорема [19], [20]. Наилуч-
шие известные достаточные условия существования ограниченного решения 𝑋 для
уравнения (1.3) и наилучшая (но все еще не оптимальная) оценка на норму 𝑋 при
наличии единственного спектрального предположения (1.7) вытекают из основного
результата работы [5] (ср. с [21]). Ряд результатов о существовании решения (1.3)
и оценки на его норму при условии (1.7) в случае 𝐽-самосопряженной блочно-опе-
раторной матрицы 𝐿 содержится в [22], [23] (см. также [24], [25]). Мы отсылаем
читателя к [26] касательно результатов о разрешимости (1.3) в случае, когда хотя
бы один из операторов из операторов 𝐴 и 𝐷 является нормальным, а спектры 𝜎𝐴

и 𝜎𝐷 отделены друг от друга. Наконец, в работе [13], опирающейся на понятие квад-
ратичного числового образа, были установлены достаточные условия разрешимости
уравнения Риккати (1.3) в более общем несамосопряженном случае.

В статье [27], где рассматривается случай самосопряженных 𝐿, предположение
(1.7) заменяется гипотезой о том, что спектр одного из операторов 𝐴 и 𝐷, стоящих на
главной диагонали (1.2), частично или полностью лежит на абсолютно непрерывном
спектре другого, скажем,

𝜎𝐴 ∩ 𝜎ac
𝐷 ̸= ∅, (1.8)

где обозначение 𝜎ac
𝐷 используется для абсолютно непрерывного спектра 𝐷. Сле-

дуя квантово-механической терминологии, мы называем взаимное положение спек-
тров (1.8) фешбаховским спектральным случаем, поскольку при включении инфи-
нитезимально малых возмущений 𝐵 ̸= 0 (и 𝐶 = 𝐵*) типичной судьбой собственных
значений 𝐴, погруженных в 𝜎ac

𝐷 , является их превращение в фешбаховские резонан-
сы [28].

Условия на 𝐵 (а значит, и на 𝐶 = 𝐵*) в [27] выбираются таким образом, что
дополнение Шура

𝑀𝐴(𝑧) = 𝐴− 𝑧 −𝐵(𝐷 − 𝑧)−1𝐶, 𝑧 ∈ C ∖ 𝜎𝐷, (1.9)

рассматриваемое как операторно-значная функция переменной 𝑧, допускает анали-
тическое продолжение через зоны 𝜎ac

𝐷 на некоторые прилегающие области, находя-
щиеся уже на нефизических листах комплексной плоскости 𝑧. При допущениях,
сделанных в [27], было установлено, что аналитически продолженное дополнение
Шура (1.9) допускает факторизацию типа Маркуса–Мацаева [9] и, тем самым, оно
обладает операторными корнями. Спектр операторного корня 𝑀𝐴 наряду с частью
обычного спектра операторной матрицы 𝐿 может включать также некоторое под-
множество резонансов 𝐿. В [29] результаты [27] были обобщены на самосопряженные
(а в [30] даже и на несамосопряженные) 𝐿 с неограниченными 𝐵 и 𝐶 из определен-
ного класса. В недавней работе [31] факторизационный подход [27] позволил нам
доказать существование ограниченных решений у операторного уравнения Рикка-
ти (1.3), ассоциированного с 𝐽-самосопряженной блочно-операторной матрицей 𝐿

вида (1.2) в случае 𝜎𝐴 ⊂ 𝜎ac
𝐷 .
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В настоящей работе мы изучаем случай, когда операторы 𝐴 и 𝐷 самосопряжены,
причем 𝐷 задан в спектральном представлении. Таким образом, мы принимаем, что
𝐷 является попросту оператором умножения на независимую переменную. Более
того, чтобы обеспечить максимальную прозрачность изложения, мы ограничиваемся
рассмотрением ситуации, когда весь спектр 𝐷 является абсолютно непрерывным
и однородным, будучи представлен единственной зоной, т.е.

𝜎𝐷 = 𝜎ac
𝐷 = [𝛼, 𝛽], 𝜎𝐴 ⊂ (𝛼, 𝛽), −∞ < 𝛼 < 𝛽 < ∞.

Таким образом, исследуемый нами оператор 𝐿 представляет собой не что иное, как
расширение известной (2 × 2)-операторно-матричной модели Фридрихса, обсужда-
емой [32; § 6]. Дополнительно мы предполагаем, что блок-компоненты 𝐵 и 𝐶 зада-
ются посредством оператор-функций b(𝜆) и c(𝜆) переменной 𝜆 ∈ (𝛼, 𝛽), которые обе
вещественно-аналитичны и допускают аналитическое продолжение на некоторую
область D ⊂ C (подробности см. ниже в п. 4). Это позволяет проводить комплекс-
ную деформацию оператора 𝐿. Последняя вовлекает, в частности, замену исходной
блок-компоненты 𝐷 оператором 𝐷Γ умножения на независимую переменную 𝜆, про-
бегающую кусочно-гладкий жорданов контур Γ, получаемый путем непрерывной
деформации интервала (𝛼, 𝛽) и лежащий в D . Для комплексно деформированных
операторов 𝐵 и 𝐶 мы используем соответствующие обозначения 𝐵Γ и 𝐶Γ. Отметим,
что в случае малочастичных гамильтонианов, заданных в импульсном представле-
нии, подход, применяемый нами к 𝐿, известен под названием метода деформации
контура (contour deformation method) (см., например, статью [33] и содержащиеся
в ней ссылки). Вариант этого метода, приводящий к вращению компонент непре-
рывного спектра гамильтониана в C вокруг соответствующих порогов, широко изве-
стен как комплексный скейлинг. Метод комплексного скейлинга используется и в
импульсном, и в координатном представлениях (см. [34]–[36]).

Комплексная деформация матрицы 𝐿 приводит к комплексно деформированным
уравнениям Риккати (1.3), (1.4), в которых присутствует исходный оператор 𝐴, од-
нако операторы 𝐵, 𝐶 и 𝐷 заменяются соответствующими деформированными опе-
раторами 𝐵Γ, 𝐶Γ, и 𝐷Γ. Комплексно деформированная компонента 𝐷Γ – нормаль-
ный оператор, спектр которого 𝜎𝐷Γ = Γ оказывается отделенным от спектра 𝜎𝐴

при подходящем выборе контура Γ. В таком случае к деформированным уравне-
ниям Риккати можно применить уже упоминавшийся метод [26], работающий при
условии разделения спектральных компонент (1.7). Таким способом мы, в част-
ности, доказываем, что операторные корни продолженного дополнения Шура (1.9)
допускают явное выражение в терминах решений 𝑋Γ комплексно деформированного
уравнения Риккати (1.3).

Статья организована следующим образом. В п. 2 мы собираем необходимые сведе-
ния, касающиеся существования и свойств решений уравнений Риккати (1.3), (1.4),
с акцентом на случай, когда, по крайней мере, один из операторов 𝐴 и 𝐷 – нормаль-
ный. В п. 3 представляем версию результатов [27], адаптированную к рассматрива-
емому нами случаю 𝜎𝐴 ⊂ 𝜎ac

𝐷 . В отличие от [27], однако, мы не накладываем требо-
вания 𝐶 = 𝐵*. В числе прочего в этом пункте описываются условия, гарантирую-
щие существование операторных корней аналитически продолженного дополнения
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Шура (1.9). Наконец, в п. 4 мы вводим расширение (2× 2)-блочно-матричной моде-
ли Фридрихса из [32; § 6] и рассматриваем ее вариант, позволяющий комплексную
деформацию. Предполагая существование кусочно-гладкого жорданова контура Γ
такого, что Γ ∖ {𝛼, 𝛽} ⊂ D ∩ C±, а нормы1 ‖𝐵Γ‖E𝐷Γ

и ‖𝐶Γ‖E𝐷Γ
деформированных

операторов 𝐵Γ и 𝐶Γ по отношению к спектральной мере нормального оператора 𝐷Γ

подчиняются условию √︁
‖𝐵Γ‖E

𝐷Γ
‖𝐶Γ‖E𝐷Γ

<
1
2

dist(𝜎𝐴, Γ). (1.10)

Это условие гарантирует существование ограниченных решений 𝑋Γ и 𝑌Γ у комплекс-
но деформированных уравнений Риккати (1.3) и (1.4) (см. теорему 4). Оператор-
ные корни аналитически продолженного дополнения Шура (1.9) являются не чем
иным, как операторами 𝑍𝐴 = 𝐴 + 𝐵Γ𝑋Γ. При условии (1.10) эти операторы зави-
сят от знака s = ± индекса полуплоскости Cs, но не зависят от (формы) контура
Γ ⊂ D ∩ (Cs ∪ R). Решения 𝑋Γ и 𝑌Γ обладают свойством ‖𝑋Γ𝑌Γ‖ < 1, обеспе-
чивающим блочную диагонализуемость комплексно деформированной операторной
матрицы 𝐿Γ (см. следствие 3).

Следующие обозначения используются на протяжении всей статьи. Под подпро-
странством гильбертова пространства всегда подразумевается его замкнутое линей-
ное подмножество. Тождественный оператор обозначается 𝐼. Банахово простран-
ство ограниченных линейных операторов из гильбертова пространства L в гиль-
бертово пространство M обозначаем через B(L, M) и через B(L), если L = M.
Через 𝜎𝑆 мы обозначаем спектр оператора 𝑆 ∈ B(M). Обозначение E𝑇 (𝛿) использу-
ется для спектрального проектора нормального оператора 𝑇 , отвечающего борелев-
скому множеству 𝛿 ⊂ C. В частном случае, когда 𝑇 – самосопряженный, мы имеем
𝛿 ⊂ R. Через 𝛿 обозначается замыкание произвольного 𝛿 ⊂ C. Под O𝑟(𝛿), 𝑟 > 0,
понимается открытая 𝑟-окрестность 𝛿 в C,

O𝑟(𝛿) = {𝑧 ∈ C | dist(𝑧, 𝛿) < 𝑟}.

Через C+ и C− обозначаются соответственно верхняя и нижняя полуплоскости ком-
плексной плоскости C (с исключенной вещественной осью), т.е.,

C± = {𝑧 ∈ C | ± Im 𝑧 > 0}.

2. Предварительные сведения. Предположим, что ограниченные операторы
𝑋 ∈ B(H𝐴, H𝐷) и 𝑌 ∈ B(H𝐷, H𝐴) являются решениями уравнений Риккати (1.3)
и (1.4) соответственно. Операторы

𝑍𝐴 = 𝐴 + 𝐵𝑋, (2.1)

𝑍𝐷 = 𝐷 + 𝐶𝑌, (2.2)̃︀𝑍𝐴 = 𝐴− 𝑌 𝐶, (2.3)̃︀𝑍𝐷 = 𝐷 −𝑋𝐵 (2.4)

1См. ниже определение 1 для нормы ограниченного оператора по отношению к спектральной
мере нормального оператора.



488 C. АЛЬБЕВЕРИО, А.К. МОТОВИЛОВ

играют выдающуюся роль в спектральной теории блочно-операторных матриц ви-
да (1.2) и связанных с ними операторных пучков. Это относится, в частности,
к дополнениям Шура 𝑀𝐴 и 𝑀𝐷, отвечающим матрице 𝐿, 𝑀𝐴(𝑧) определено в (1.9), а

𝑀𝐷(𝑧) = 𝐷 − 𝑧 − 𝐶(𝐴− 𝑧)−1𝐵, 𝑧 ∈ C ∖ 𝜎𝐴. (2.5)

Нетрудно убедиться в справедливости следующих тождеств:

𝑀𝐴(𝑧) = 𝑊𝐴(𝑧)(𝑍𝐴 − 𝑧), 𝑧 ∈ C ∖ 𝜎𝐷,

𝑀𝐷(𝑧) = 𝑊𝐷(𝑧)(𝑍𝐷 − 𝑧), 𝑧 ∈ C ∖ 𝜎𝐴,
(2.6)

где 𝑍𝐴 и 𝑍𝐷 – операторы (2.1) и (2.2) соответственно; оператор-функции 𝑊𝐴 и 𝑊𝐷

задаются явными выражениями

𝑊𝐴(𝑧) = 𝐼 −𝐵(𝐷 − 𝑧)−1𝑋,

𝑊𝐷(𝑧) = 𝐼 − 𝐶(𝐴− 𝑧)−1𝑌.
(2.7)

Аналогично,
𝑀𝐴(𝑧) = ( ̃︀𝑍𝐴 − 𝑧)̃︁𝑊𝐴(𝑧), 𝑧 ∈ C ∖ 𝜎𝐷,

𝑀𝐷(𝑧) = ( ̃︀𝑍𝐷 − 𝑧)̃︁𝑊𝐷(𝑧), 𝑧 ∈ C ∖ 𝜎𝐴

(2.8)

где ̃︀𝑍𝐴 и ̃︀𝑍𝐴 определяются (2.3) и (2.4), а

̃︁𝑊𝐴(𝑧) = 𝐼 + 𝑌 (𝐷 − 𝑧)−1𝐶,̃︁𝑊𝐷(𝑧) = 𝐼 + 𝑋(𝐴− 𝑧)−1𝐵.
(2.9)

Если оказывается так, что

1 /∈ spec(𝑋𝑌 ) или, что равносильно, 1 /∈ spec(𝑌 𝑋) (2.10)

(см., например, [37; теорема 1.1]), то внедиагональная блочно-операторная матрица

𝑄 =
(︂

0 𝑌

𝑋 0

)︂
, (2.11)

образованная из решений 𝑋 и 𝑌 , позволяет осуществить преобразование подобия,
приводящее 𝐿 к блочно-диагональному виду. При этом используются либо пара
операторов (2.1), (2.2), либо пара операторов (2.3), (2.4). А именно,

𝐿 = (𝐼 + 𝑄)
(︂

𝑍𝐴 0
0 𝑍𝐷

)︂
(𝐼 + 𝑄)−1 = (𝐼 −𝑄)−1

(︃̃︀𝑍𝐴 0
0 ̃︀𝑍𝐷

)︃
(𝐼 −𝑄), (2.12)

При условии (2.10) из (2.12) следует, что операторы 𝑍𝐴 и ̃︀𝑍𝐴 подобны друг другу,
как, впрочем, и операторы 𝑍𝐷 и ̃︀𝑍𝐷. Точнее,

̃︀𝑍𝐴 = (𝐼 − 𝑌 𝑋)𝑍𝐴(𝐼 − 𝑌 𝑋)−1, (2.13)̃︀𝑍𝐷 = (𝐼 −𝑋𝑌 )𝑍𝐷(𝐼 −𝑋𝑌 )−1. (2.14)



РАЗРЕШИМОСТЬ ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ РИККАТИ 489

Если оператор 𝐷 нормальный и его спектр не пересекается со спектром 𝑍𝐴, то
решение 𝑋 допускает интегральное представление

𝑋 =
∫︁

𝜎𝐷

E𝐷(𝑑𝜇)𝐶(𝑍𝐴 − 𝜇)−1, (2.15)

где E𝐷 – спектральная мера 𝐷. (По поводу определения интеграла по спектральной
мере E𝐷 и доказательства (2.15) см. [26]). Представление (2.15), переписанное в виде

𝑋 =
∫︁

𝜎𝐷

E𝐷(𝑑𝜇)𝐶(𝐴 + 𝐵𝑋 − 𝜇)−1, (2.16)

можно рассматривать как еще одно уравнение для поиска 𝑋. Подобным образом
в случае, когда друг от друга отделены спектры 𝐷 и ̃︀𝑍𝐴 = 𝐴 − 𝑌 𝐶, оператор 𝑌

является решением “интегрального” уравнения

𝑌 = −
∫︁

𝜎𝐷

(𝐴− 𝑌 𝐶 − 𝜇)−1𝐵 E𝐷(𝑑𝜇). (2.17)

Отметим, что (2.15) позволяет записать оператор-функцию 𝑊𝐴(𝑧) в (2.7) в следую-
щем виде:

𝑊𝐴(𝑧) = 𝐼 −
∫︁

𝜎𝐷

𝐵 E𝐷(𝑑𝜇)𝐶
1

𝜇− 𝑧
(𝑍𝐴 − 𝜇)−1. (2.18)

В статье [27] введено понятие нормы ограниченного оператора по отношению
к спектральной мере самосопряженного оператора. В [26] это понятие распростра-
нено на спектральную меру нормального оператора. Норма оператора относительно
спектральной меры оказалась весьма полезным средством исследования оператор-
ных уравнений Сильвестра и Риккати (см. [1] и [26]). Мы напоминаем здесь опреде-
ление этой нормы, имея в виду ее применение к анализу уравнений (2.16) и (2.17).

Определение 1. Пусть 𝑆 ∈ B(H𝐴, H𝐷) – ограниченный оператор из гильбертова
пространства H𝐴 в гильбертово пространство H𝐷, и пусть оператор 𝐷 ∈ B(H𝐷)
нормальный. Введем величину

‖𝑆‖E𝐷
=
(︂

sup
{𝛿𝑗}

∑︁
𝑗

‖𝑆*E𝐷(𝛿𝑗)𝑆‖
)︂1/2

, (2.19)

где супремум берется по конечным или счетным системам взаимно непересекающих-
ся борелевских подмножеств 𝛿𝑗 спектра 𝜎𝐷 оператора 𝐷, 𝛿𝑗 ∩ 𝛿𝑘 = ∅, если 𝑗 ̸= 𝑘.
Число ‖𝑆‖E𝐷

называется нормой оператора 𝑆 по отношению к спектральной ме-
ре E𝐷 оператора 𝐷 или, короче, E𝐷-нормой 𝑆. Для 𝑇 ∈ B(H𝐷, H𝐴) величина 𝐸-нор-
мы ‖𝑇‖E𝐷

вводится равенством

‖𝑇‖E𝐷
:= ‖𝑇 *‖E𝐷

.

Замечание 1. Очевидно, определение 1 подразумевает, что

‖𝑆‖ 6 ‖𝑆‖E𝐷
и ‖𝑇‖ 6 ‖𝑇‖E𝐷

. (2.20)
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В случае, когда оба оператора 𝐴 и 𝐷 – нормальные, можно доказать существова-
ние неподвижных точек у отображений в правых частях (2.16) и (2.17) при условии
известной малости операторов 𝐵 и 𝐶, вовлекающем E𝐷-нормы 𝐵 или 𝐶 (см. [26];
более ранние результаты в случае самосопряженных 𝐴 и/или 𝐷 см. в [1], [11], [15]).

Замечание 2. В случае 𝐵 = 0 уравнение Риккати (1.3) переходит в линейное
уравнение

𝑋𝐴−𝐷𝑋 = 𝐶, 𝑋 ∈ B(H𝐴, H𝐷), (2.21)

называемое уравнением Сильвестра. Аналогично, при 𝐶 = 0 уравнение Рикка-
ти (1.4) превращается в уравнение Сильвестра

𝑌 𝐷 −𝐴𝑌 = 𝐵, 𝑌 ∈ B(H𝐷, H𝐴). (2.22)

Если 𝐷 является нормальным оператором и 𝜎𝐴 ∩ 𝜎𝐷 = ∅, то единственные огра-
ниченные решения 𝑋 и 𝑌 для уравнений Сильвестра (2.21) и (2.22) соответственно
даются интегралами по спектральной мере E𝐷:

𝑋 =
∫︁

𝜎𝐷

E𝐷(𝑑𝜇) 𝐶(𝐷 − 𝜇)−1,

𝑌 = −
∫︁

𝜎𝐷

(𝐴− 𝜇)−1𝐵 E𝐷(𝑑𝜇)
(2.23)

(ср. с (2.15) и (2.17); см. [26; теорема 4.5]).

Следующее утверждение представляет собой частный случай теоремы 5.7 из [26].

Теорема 1. Пусть оба оператора 𝐴 ∈ B(H𝐴) и 𝐷 ∈ B(H𝐷) в (1.3) – нормаль-
ные. Предположим, что 0 ̸= 𝐵 ∈ B(H𝐴, H𝐷) и

𝑑 = dist(𝜎𝐴, 𝜎𝐷) > 0. (2.24)

Кроме того, будем полагать, что оператор 𝐶 ∈ B(H𝐷, H𝐴) имеет конечную E𝐷-
норму и √︀

‖𝐵‖‖𝐶‖E𝐷
<

𝑑

2
. (2.25)

Тогда в шаре

{𝑇 ∈ B(H𝐴, H𝐷) | ‖𝑇‖ < ‖𝐵‖−1(𝑑−
√︀
‖𝐵‖‖𝐶‖E𝐷

)} (2.26)

у уравнения Риккати (1.3) имеется решение 𝑋 , причем только одно. Более того,
это решение имеет конечную E𝐷-норму, подчиняющуюся оценке

‖𝑋‖E𝐷
6

1
‖𝐵‖

(︂
𝑑

2
−
√︂

𝑑2

4
− ‖𝐵‖‖𝐶‖E𝐷

)︂
. (2.27)

Аналогичное утверждение справедливо и в отношении уравнения Риккати (1.4).

Теорема 2. Предположим, что оба оператора 𝐴 ∈ B(H𝐴) и 𝐷 ∈ B(H𝐷) в (1.4)
нормальные. Предположим также, что 0 ̸= 𝐶 ∈ B(H𝐷, H𝐴) и выполняется усло-
вие (2.24). Кроме того, будем считать, что оператор 𝐵 ∈ B(H𝐴, H𝐷) имеет
конечную E𝐷-норму и √︀

‖𝐵‖E𝐷
‖𝐶‖ <

𝑑

2
. (2.28)
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Тогда шар
{𝑆 ∈ B(H𝐷, H𝐴) | ‖𝑆‖ < ‖𝐶‖−1(𝑑−

√︀
‖𝐵‖E𝐷

‖𝐶‖ )} (2.29)

содержит решение 𝑌 уравнения Риккати (1.4), причем только одно. Это решение
имеет конечную E𝐷-норму, удовлетворяющую оценке

‖𝑌 ‖E𝐷
6

1
‖𝐶‖

(︂
𝑑

2
−
√︂

𝑑2

4
− ‖𝐵‖E𝐷

‖𝐶‖
)︂

. (2.30)

Следствие 1. При условии √︀
‖𝐵‖E𝐷

‖𝐶‖E𝐷
<

𝑑

2
(2.31)

выполняются неравенства

‖𝑋‖E𝐷
‖𝑌 ‖E𝐷

6
‖𝐵‖E𝐷

‖𝐶‖E𝐷

𝑑2/4
< 1. (2.32)

Доказательство. Заметим, что благодаря (2.20) из (2.31) следуют обе оцен-
ки (2.25) и (2.28), гарантирующие существование решений 𝑋 и 𝑌 , удовлетворяющих
соответствующим оценкам (2.27) и (2.30). Для правых частей этих оценок имеем

1
‖𝐵‖

(︂
𝑑

2
−
√︂

𝑑2

4
− ‖𝐵‖‖𝐶‖E𝐷

)︂
=

‖𝐶‖E𝐷

𝑑/2 +
√︀

𝑑2/4− ‖𝐵‖‖𝐶‖E𝐷

<
‖𝐶‖E𝐷

𝑑/2
, (2.33)

1
‖𝐶‖

(︂
𝑑

2
−
√︂

𝑑2

4
− ‖𝐵‖E𝐷

‖𝐶‖
)︂

=
‖𝐵‖E𝐷

𝑑/2 +
√︀

𝑑2/4− ‖𝐵‖E𝐷
‖𝐶‖

<
‖𝐵‖E𝐷

𝑑/2
; (2.34)

тогда из (2.27) и (2.30) с учетом (2.31) следует (2.32).

Замечание 3. Ввиду (2.20) из оценки (2.32) следует, что произведения 𝑋𝑌 и 𝑌 𝑋

являются строгими сжатиями, ‖𝑋𝑌 ‖ < 1 и ‖𝑌 𝑋‖ < 1. Последнее означает, что при
условии (2.31) блочно-операторная матрица (1.2) допускает блочную диагонализа-
цию в любой из двух форм (2.12).

Рассмотрим теперь операторы 𝑍𝐴 и 𝑍𝐷, построенные согласно (2.1) и (2.2) с помо-
щью тех единственных решений 𝑋 и 𝑌 , о которых говорится в теоремах 1 и 2 соот-
ветственно. Легко видеть, что в условиях теоремы 1 оператор-функция 𝑊𝐴(𝑧), зада-
ваемая первым из равенств (2.7), является ограниченно-обратимой и голоморфной
по 𝑧, по крайней мере, на открытой (𝑑/2)-окрестности O𝑑/2(𝜎𝐴) спектра 𝜎𝐴. Из (2.20)
и (2.27) следует, что эта окрестность включает в себя весь спектр оператора 𝑍𝐴.
Аналогично, в условиях теоремы 2 оператор-функция 𝑊𝐷(𝑧) ограниченно обрати-
ма и голоморфна по 𝑧, по крайней мере, в открытой (𝑑/2)-окрестности O𝑑/2(𝜎𝐷)
спектра 𝜎𝐷, содержащей весь спектр оператора 𝑍𝐷. Но тогда факторизация (2.6)
означает, что 𝑍𝐴 и 𝑍𝐷 представляют собой не что иное, как операторные корни
дополнений Шура 𝑀𝐴(𝑧) и 𝑀𝐷(𝑧) в смысле Маркуса-Мацаева [9]. В свою очередь,
из (2.6) следует, что

spec(𝑀𝐴) ∩ O𝑑/2(𝜎𝐴) = spec(𝑍𝐴), spec(𝑀𝐷) ∩ O𝑑/2(𝜎𝐴) = spec(𝑍𝐷).
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Если 𝑋 и 𝑌 снова те единственные решения, о которых говорится в теоремах 1 и 2,
то же самое рассмотрение проходит и в случае операторов ̃︀𝑍𝐴 и ̃︀𝑍𝐷, определенных
равенствами (2.3) и (2.4) соответственно. Ввиду факторизации (2.8) операторы (2.3)
и (2.4) могут быть названы левыми операторными корнями дополнений Шура 𝑀𝐴

и 𝑀𝐷 соответственно (ср. с [30; теорема 4.1]).

3. Факторизация одного из дополнений Шура в фешбаховском случае.
Всюду далее мы будем полагать, что операторы 𝐴 и 𝐷 самосопряженные, причем
их спектры пересекаются. Точнее, мы рассматриваем ситуацию, когда, по крайней
мере, часть спектра 𝐴 лежит на абсолютно непрерывном спектре 𝐷. Имеются при-
меры (см. [1; замечание 3.9 и лемма 3.10]), показывающие, что в такой спектральной
ситуации (обычных) решений у уравнений Риккати может не быть вообще. Тем не
менее, и в этом случае можно надеяться на факторизацию типа Маркуса–Мацае-
ва [9] и отыскание операторных корней, по крайней мере, для аналитически продол-
женных дополнений Шура. Эта идея была впервые доведена до реализации в [27]
для самосопряженных операторных матриц (1.2) с ограниченными 𝐵 (и 𝐶 = 𝐵*).
В дальнейшем подход [27] был распространен на самосопряженные (в [29]) и даже
несамосопряженные (в [30]) блочно-операторные матрицы 𝐿 c некоторыми неогра-
ниченными блок-компонентами 𝐵 и 𝐶.

Для того чтобы напомнить идею подхода [27], перепишем выражение для допол-
нения Шура (1.9) в терминах спектральной меры E𝐷 самосопряженного операто-
ра 𝐷:

𝑀𝐴(𝑧) = 𝐴− 𝑧 −𝐵

∫︁
𝜎𝐷

E𝐷(𝑑𝜇)
1

𝜇− 𝑧
𝐶 (3.1)

= 𝐴− 𝑧 −
∫︁

R
𝐵 𝑑E𝐷(𝜇)𝐶

1
𝜇− 𝑧

, (3.2)

где E𝐷(𝜇) = E𝐷((−∞, 𝜇)) – спектральная функция 𝐷. В [27] (при 𝐶 = 𝐵*) при-
нимается, что операторы 𝐷 и 𝐵 таковы, что оператор-функция 𝑀𝐴(𝑧) допускает
аналитическое продолжение по 𝑧 через определенные интервалы из 𝜎ac

𝐷 на некото-
рые области, находящиеся на так называемых нефизических листах комплексной
плоскости переменной 𝑧 (см. рис. 1; этот рисунок заимствован из статьи [27], к
которой мы отсылаем читателя также по поводу понятия нефизического листа).

Для того, чтобы максимально упростить наше рассмотрение, мы сводим его к слу-
чаю, когда весь спектр 𝐷 представлен единственным конечным сегментом абсолют-
но непрерывного спектра, т.е.,

𝜎𝐷 = 𝜎ac
𝐷 = ∆, (3.3)

где
∆ = (𝛼, 𝛽) при некоторых 𝛼, 𝛽 ∈ R, 𝛼 < 𝛽, (3.4)

и
𝜎𝐴 ⊂ ∆. (3.5)

Основное допущение (см. [27]) состоит в том, что B(H𝐴)-значная функция

𝐾(𝜇) := 𝐵E𝐷(𝜇)𝐶, 𝜇 ∈ R, (3.6)
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Рис. 1. Пример спектральной ситуации, рассмотривавшейся в [27] и отвеча-
ющей случаю, когда самосопряженный оператор 𝐷 неограничен, а его абсо-
лютно непрерывный спектр состоит из двух конечных непересекающихся зон
[𝜇

(1)
𝑗 , 𝜇

(2)
𝑗 ], 𝑗 = 1, 2, и одной полубесконечной зоны [𝜇

(1)
3 , +∞). В [27] прини-

мается, что 𝐶 = 𝐵* и операторы 𝐷 и 𝐵 таковы, что дополнение Шура 𝑀𝐴(𝑧)

допускает аналитическое продолжение по 𝑧 через интервалы (𝜇
(1)
𝑗 , 𝜇

(2)
𝑗 ) ⊂ 𝜎ac

𝐷

на некоторые области D±
𝑗 (относящиеся уже к нефизическим листам римано-

вой поверхности 𝑀𝐴).

вещественно-аналитична на интервале ∆ и допускает аналитическое продолжение
с ∆ на область D ⊂ C. Это допущение подразумевает включение ∆ ⊂ D . Через D−

и D+ мы будем обозначать части2 области D , находящиеся соответственно в верхней
и нижней полуплоскостях, D± = D ∩C± (см. рис. 2). Допускается, что производная

𝐾 ′(𝜇) =
𝑑

𝑑𝜇
𝐾(𝜇), 𝜇 ∈ D ,

имеет слабые сингулярности в точках 𝛼 и 𝛽, а именно,

‖𝐾 ′(𝜇)‖ 6 𝑐|𝜇− 𝛼|−𝜈 для любых 𝜇 ̸= 𝛼 в некоторой открытой окрестности 𝛼 в D ,

(3.7a)

‖𝐾 ′(𝜇)‖ 6 𝑐|𝜇− 𝛽|−𝜈 для любых 𝜇 ̸= 𝛽 в некоторой открытой окрестности 𝛽 в D ,

(3.7b)

2Отметим, что в самосопряженном случае с 𝐶 = 𝐵* области D− и D+ с необходимостью ока-
зываются симметричными относительно вещественной оси, D+ = (D−)*, и 𝐾(𝜇*) = 𝐾(𝜇)*.
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Рис. 2. Спектры операторов 𝐴 и 𝐷, области голоморфности D− и D+

продолженной оператор-функции 𝐾 и контур интегрирования Γ.

где 𝑐 и 𝜈 – константы, 𝑐 > 0 и 0 6 𝜈 < 1. Сказанное позволяет переписать (3.1)
в виде

𝑀𝐴(𝑧) = 𝐴− 𝑧 −
∫︁ 𝛽

𝛼

𝑑𝜇
𝐾 ′(𝜇)
𝜇− 𝑧

, (3.8)

где интегральный член хорошо определен и голоморфен при 𝑧 ∈ C ∖∆.
Будем полагать, что Γ− – кусочно-гладкий жорданов контур с концами 𝛼 и 𝛽,

за исключением этих концов, целиком лежащий D−. Аналогично, обозначение Γ+

будем использовать для кусочно-гладкого жорданова контура с концевыми точка-
ми 𝛼 и 𝛽 и, за исключением 𝛼 и 𝛽, целиком лежащего в D+. При Γ = Γ− или
Γ = Γ+ через Ω(Γ) будем обозначать область лежащую внутри замкнутой кривой,
образованной интервалом ∆ и контуром Γ. Разумеется, Ω(Γ±) ⊂ D±.

Правая часть (3.8) включает интеграл типа Коши. Легко проверить, что при
выполнении предположений, принятых в настоящем разделе, функция 𝑀𝐴(𝑧) допус-
кает аналитическое продолжение по 𝑧 через интервал (𝛼, 𝛽) как сверху вниз, так
и снизу вверх. После такого продолжения мы имеем дело уже с нефизическим
листом (или даже с разными нефизическими листами) римановой поверхности фун-
кции 𝑀𝐴, который отличается от исходного листа комплексной плоскости спек-
трального параметра. Для 𝑧 ∈ Ω(Γ) явное выражение для продолженной 𝑀𝐴 имеет
вид

𝑀𝐴(𝑧, Γ) := 𝐴− 𝑧 −
∫︁

Γ

𝑑𝜇
𝐾 ′(𝜇)
𝜇− 𝑧

, Γ = Γ±. (3.9)

Заметим, что как функция переменной 𝑧 ∈ C ∖Γ± отображение 𝑀𝐴( · , Γ±) обладает
следующим свойством (см. [27; лемма 2.1]):

𝑀𝐴(𝑧, Γs) =

{︃
𝑀𝐴(𝑧), 𝑧 ∈ C ∖ Ω(Γs),

𝑀𝐴(𝑧) + 2𝜋𝑖s𝐾 ′(𝑧), 𝑧 ∈ Ω(Γs),
s = ±1. (3.10)

Здесь и далее мы отождествляем число s = +1 или s = −1 в верхнем или нижнем
индексе с соответствующим знаком ±. Например, Γ+1 ≡ Γ+ и Γ−1 ≡ Γ−.
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Введем в рассмотрение уравнение

𝑍𝐴 = 𝐴−
∫︁

Γ

𝑑𝜇𝐾 ′(𝜇)(𝑍𝐴 − 𝜇)−1, Γ = Γ±, Ω(Γ±) ⊂ D±, (3.11)

имеющее смысл при условии, что спектр 𝜎𝑍𝐴
неизвестного 𝑍𝐴 ∈ B(H𝐴) не пересе-

кается с контуром Γ. Кроме того, введем величину

V𝐾(Γ) :=
∫︁

Γ

|𝑑𝜇| ‖𝐾 ′(𝜇)‖, (3.12)

называемую вариацией оператор-функции (3.6) вдоль контура Γ, и положим

𝑑(Γ) := dist(𝜎𝐴, Γ). (3.13)

Применение к уравнению (3.11) теоремы Банаха о неподвижной точке приводит
к следующему результату (ср. с [27; теорема 3.1]).

Теорема 3. Пусть Γs , s = ±1, – кусочно-гладкий жорданов контур с концами 𝛼

и 𝛽 такой, что Ω(Γs) ⊂ Ds . Предположим, что

V𝐾(Γs) <
1
4

𝑑(Γs)2. (3.14)

Тогда уравнение (3.11) имеет решение 𝑍s
𝐴 вида

𝑍s
𝐴 = 𝐴 + 𝑇 s (3.15)

с
‖𝑇 s‖ 6 𝑟(Γs), (3.16)

где

𝑟(Γs) =
𝑑(Γs)

2
−
√︂

𝑑(Γs)2

4
− V𝐾(Γs) . (3.17)

Решение 𝑍s
𝐴 вида (3.15) является единственным в замкнутом шаре

‖𝑇 s‖ 6 𝑑(Γs)−
√︀

V𝐾(Γs) .

Лемма 1. При фиксированном значении s, s = ±1, единственное решение 𝑍s
𝐴

вида (3.15), упоминаемое в теореме 3, является решением уравнения (3.11) одно-
временно для всех кусочно-гладких жордановых контуров Γs с концами 𝛼, 𝛽 таких,
что

Ω(Γs) ⊂ Ds и V𝐾(Γs) <
1
4

𝑑(Γs)2. (3.18)

Более того, справедлива следующая оценка:

‖𝑍s
𝐴 −𝐴‖ 6 𝑟0(𝐾) (3.19)

с
𝑟0(𝐾) := inf

Γs : 𝜔(Γs)>0
𝑟(Γs), (3.20)

где инфимум берется по всем кусочно-гладким жордановым контурам Γs , удовле-
творяющим (3.18), значение 𝑟(Γs) дается (3.17), и

𝜔(Γs) = 𝑑2
0(Γ

s)− 4V𝐾(Γs). (3.21)
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Доказательство леммы 1 практически буквально повторяет доказательство след-
ствия 3.4 в [27]. Поэтому мы опускаем и его, и доказательство следующего утвер-
ждения.

Следствие 2. Спектр 𝑍s
𝐴 лежит в замкнутой комплексной 𝑟0(𝐾)-окрестнос-

ти O𝑟0(𝐾)(𝜎𝐴) спектра 𝜎𝐴 оператора 𝐴.

Пункт завершается представлением факторизационного результата для опера-
тор-функции 𝑀𝐴( · , Γ±). Доказательство снова опускаем, поскольку оно попросту
повторило бы доказательство теоремы 4.1 в [27].

Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы 3, и пусть 𝑍s
𝐴 , s = ±1 – то

единственное решение (3.11), о котором говорится в этой теореме. Тогда при
𝑧 ∈ C ∖ Γs оператор-функция 𝑀𝐴(𝑧, Γs) допускает факторизацию вида

𝑀𝐴(𝑧, Γs) = 𝑊𝐴(𝑧, Γs)(𝑍s
𝐴 − 𝑧), (3.22)

где
𝑊𝐴(𝑧, Γs) = 𝐼 −

∫︁
Γs

𝑑𝜇𝐾 ′(𝜇)
1

𝜇− 𝑧
(𝑍s

𝐴 − 𝜇)−1. (3.23)

Для 𝑧 ∈ C ∖Γs оператор 𝑊𝐴(𝑧, Γs) ограничен, т.е., 𝑊𝐴(𝑧, Γs) ∈ B(H𝐴). Более того,
если dist(𝑧, 𝜎𝐴) 6 𝑑(Γs)/2, то этот оператор имеет ограниченный обратный и

‖𝑊𝐴(𝑧, Γs)‖−1 6
1

1− V𝐾(Γs)
𝑑(Γs)2/4

< ∞. (3.24)

Подчеркнем, что конечность оценки (3.24) вытекает из предположения (3.18).
Сравнивая (3.23) с (2.18), можно интерпретировать факторизационный результат
(3.22) как прямой аналог факторизации (2.6).

4. Комплексная деформация блочно-операторной матрицы и разреши-
мость операторного уравнения Риккати. В настоящем пункте в качестве 𝐿

будет выступать гамильтониан, отвечающий расширению одной из известных моде-
лей Фридрихса, а именно, модели, введенной в [32; § 6]. Будем полагать, что 𝐿 –
блочно-операторная (2×2)-матрица вида (1.2), компонента 𝐷 которой с самого нача-
ла задается в спектральном представлении и, следовательно, является оператором
умножения на независимую переменную. То есть

(𝐷𝑓𝐷)(𝜆) = 𝜆𝑓𝐷(𝜆), 𝑓𝐷 ∈ H𝐷 = 𝐿2(∆ → h) (как и ранее, ∆ = (𝛼, 𝛽) ⊂ R),
(4.1)

где h – вспомогательное гильбертово пространство, так что 𝐿2(∆ → h) сформиро-
вано из функций 𝑓𝐷, отображающих ∆ в h, измеримых в смысле [38; § 7.1] и таких,
что h-норма ‖𝑓(𝜆)‖h квадратично интегрируема на ∆,

‖𝑓‖H𝐷
:=
(︂∫︁ 𝛽

𝛼

𝑑𝜆‖𝑓(𝜆)‖2h
)︂1/2

< ∞. (4.2)

Скалярное произведение в H𝐷 = 𝐿2(∆ → h) определяется как

⟨𝑓, 𝑔⟩H𝐷
:=
∫︁ 𝛽

𝛼

𝑑𝜆⟨𝑓(𝜆), 𝑔(𝜆)⟩h, 𝑓, 𝑔 ∈ H𝐷, (4.3)

где ⟨ · , · ⟩h обозначает скалярное произведение в h.
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Только что приведенное определение означает, что спектр 𝐷 состоит из един-
ственной ветви абсолютно непрерывного спектра, однородно покрывающей сегмент
[𝛼, 𝛽]. Мы никак не специфицируем блок-компоненту 𝐴, за исключением предполо-
жения о том, что 𝐴 – самосопряженный оператор, спектр которого погружен внутрь
спектра 𝜎𝐷, т.е. выполняется включение (3.5), 𝜎𝐴 ⊂ (𝛼, 𝛽). Оператор 𝐶 : H𝐴 → H𝐷

с необходимостью действует как оператор умножения

(𝐶𝑓𝐴)(𝜆) = c(𝜆)𝑓𝐴, 𝑓𝐴 ∈ H𝐴, (4.4)

на некоторую B(H𝐴, h)-значную функцию c(𝜆), 𝜆 ∈ (𝛼, 𝛽). Мы также принимаем,
что

𝐵𝑓𝐷 =
∫︁

Δ

𝑑𝜆b(𝜆)𝑓𝐷(𝜆) (4.5)

для некоторой B(h, H𝐴)-значной функции b(𝜆), 𝜆 ∈ (𝛼, 𝛽).
Если 𝐿 самосопряжен, то 𝐶 = 𝐵* и с необходимостью c(𝜆) = b(𝜆)* для п.в. 𝜆 ∈ ∆.

Отметим, самосопряженная блочно-операторная матрица 𝐿 вида (1.2) с блок-компо-
нентами 𝐷 и 𝐵, заданными (4.1) и (4.5) соответственно, с 𝐶 = 𝐵*, но с оператором 𝐴,
имеющим лишь точечный спектр, обсуждалась [27; § 8].

Сформулируем основное предположение этого пункта.

Предположение 1. Будем считать, что оператор-функции b : ∆ → B(h, H𝐴)
и c : ∆ → B(H𝐴, h) вещественно-аналитичны на интервале ∆ = (𝛼, 𝛽) ⊂ R и допус-
кают аналитическое продолжение с ∆ на область D ⊂ C, D ⊃ ∆ (и D ̸⊃ {𝛼, 𝛽}).
Будем полагать также, что

‖b(𝜇)‖B(h,H𝐴) 6 𝑐|𝜇− 𝛼|−𝜈b и ‖c(𝜇)‖B(H𝐴,h) 6 𝑐|𝜇− 𝛼|−𝜈c (4.6a)

для всех 𝜇 ̸= 𝛼 из некоторой открытой комплексной окрестности точки 𝛼 в D ,

‖b(𝜇)‖B(h,H𝐴) 6 𝑐|𝜇− 𝛽|−𝜈b и ‖c(𝜇)‖B(H𝐴,h) 6 𝑐|𝜇− 𝛽|−𝜈c (4.6b)

для всех 𝜇 ̸= 𝛽 из некоторой открытой комплексной окрестности точки 𝛽 в D ,
где 𝑐, 𝜈b , и 𝜈c – некоторые постоянные, 𝑐 > 0 и 0 6 𝜈b < 1/2, 0 6 𝜈c < 1/2. Кроме
того, положим D− = D ∩ C− и D+ = D ∩ C+ .

Сделав предположение 1, рассмотрим всевозможные кусочно-гладкие жордановы
контуры Γ с фиксированными концами 𝛼 и 𝛽, получаемые из интервала ∆ = (𝛼, 𝛽)
путем непрерывной деформации и лежащие целиком либо в D−∪∆, либо в D+∪∆.
С каждым таким контуром Γ свяжем гильбертово пространство H𝐷,Γ := 𝐿2(Γ → h),
состоящее из функций 𝑓𝐷,Γ : Γ → h, которые квадратично интегрируемы по отно-
шению к мере Лебега |𝑑𝜆| на Γ, т.е. скалярное произведение в H𝐷,Γ определяется
формулой

⟨𝑓, 𝑔⟩H𝐷,Γ =
∫︁

Γ

|𝑑𝜆| ⟨𝑓(𝜆), 𝑔(𝜆)⟩h. (4.7)

Отметим, что гильбертово пространство H𝐷 является частным случаем H𝐷,Γ при
Γ = ∆. Далее, введем семейство блочно-операторных матриц вида

𝐿Γ =
(︂

𝐴 𝐵Γ

𝐶Γ 𝐷Γ

)︂
, (4.8)
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где 𝐷Γ – оператор умножения на независимую переменную 𝜆 ∈ Γ в 𝐿2(Γ → h), т.е.

(𝐷Γ𝑓𝐷,Γ)(𝜆) = 𝜆𝑓𝐷,Γ(𝜆), 𝑓𝐷,Γ ∈ H𝐷,Γ; (4.9)

блок-компонента 𝐶Γ : H𝐴 → H𝐷,Γ определяется согласно равенству

(𝐶Γ𝑓𝐴)(𝜆) = c(𝜆)𝑓𝐴, 𝑓𝐴 ∈ H𝐴, 𝜆 ∈ Γ, (4.10)

а оператор 𝐵Γ : H𝐷,Γ → H𝐴 задается так:

𝐵Γ𝑓𝐷,Γ =
∫︁

Γ

𝑑𝜆b(𝜆)𝑓𝐷,Γ(𝜆), 𝑓𝐷,Γ ∈ H𝐷,Γ. (4.11)

Замечание 4. Поскольку 𝐷Γ, определяемый (4.9), является оператором умно-
жения на независимую переменную, то он нормален, т.е. 𝐷*

Γ𝐷Γ = 𝐷Γ𝐷*
Γ. Его

спектр 𝜎𝐷Γ заполняет замыкание Γ = Γ∪{𝛼, 𝛽} контура Γ и абсолютно непрерывен.
Спектральная мера E𝐷Γ оператора 𝐷Γ дается выражением

(E𝐷Γ(𝛿)𝑓)(𝜆) = 𝜒𝛿(𝜆)𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ Γ, 𝑓 ∈ H𝐷,Γ = 𝐿2(Γ → h), (4.12)

где 𝛿 – произвольное борелевское подмножество Γ, а 𝜒𝛿 обозначает характеристиче-
скую функцию 𝛿: 𝜒𝛿(𝜆) = 1, если 𝜆 ∈ 𝛿, и 𝜒𝛿(𝜆) = 0, если 𝜆 ∈ Γ ∖ 𝛿.

Замечание 5. В отличие от спектра (первоначального) оператора 𝐷, спектр 𝐷Γ

отделен от спектра оператора 𝐴,

𝑑(Γ) = dist(𝜎𝐴, 𝜎𝐷Γ) = dist(𝜎𝐴, Γ) > 0 (4.13)

(разумеется, при условии Γ ∩∆ = ∅).

Мы интерпретируем 𝐿Γ, задаваемый (4.8)–(4.11), как результат комплексной де-
формации исходного оператора 𝐿 = 𝐿Δ, отвечающего Γ = ∆. Отметим, что на
главной диагонали изменению подвергается лишь компонента 𝐷, тогда как другая
компонента на этой диагонали, 𝐴, при комплексной деформации не меняется. Ана-
логично, операторные уравнения Риккати

𝑋𝐴−𝐷Γ𝑋 + 𝑋𝐵Γ𝑋 = 𝐶Γ, 𝑋 ∈ B(H𝐴, H𝐷Γ), (4.14)

𝑌 𝐷Γ −𝐴𝑌 + 𝑌 𝐶Γ𝑌 = 𝐵Γ, 𝑌 ∈ B(H𝐷Γ , H𝐴), (4.15)

ассоциированные с блочно-операторной матрицей 𝐿Γ, называются комплексно де-
формированными. Подразумевается, что деформация имеет место по отношению
к исходным уравнениям Риккати (4.14), (4.15), отвечающим Γ = ∆.

Как и в п. 3, при Γ = Γ− ⊂ D− или Γ = Γ+ ⊂ D+ через Ω(Γ) мы снова обозначаем
область, ограниченную замкнутой кривой, образуемой сегментом ∆ и контуром Γ.
Понятно, что Ω(Γ±) ⊂ D±. Говоря об операторе 𝐿Γ, под резонансами мы понима-
ем часть его точечного спектра 𝜎𝑝(𝐿Γ), находящуюся в Ω(Γ). Следующая лемма
утверждает, что резонансы, лежащие в пересечении областей Ω(Γs) для различ-
ных контуров Γs с одним и тем же индексом s, являются общими резонансами для
всех соответствующих операторов 𝐿Γs . Это свойство представляет собой аналог
независимости резонансов от параметра скейлинга в обычном методе комплексного
скейлинга (см., например, [36; XIII.10] и цитируемую там литературу).
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Лемма 3. Пусть выполнено предположение 1. Будем считать, что Γs
1 и Γs

2 ,
s = ±1, – кусочно-гладкие жордановы контуры с концами 𝛼 и 𝛽 , полученные путем
непрерывной деформации интервала ∆ и лежащие целиком в Ds ∪∆. Обозначим
через 𝐿Γs

𝑗
, 𝑗 = 1, 2, операторы, определяемые для соответствующих контуров Γs

𝑗

формулами (4.8)–(4.11).
Тогда 𝑧 ∈ Ω(Γs

1) ∩ Ω(Γs
2) принадлежит точечному спектру 𝜎𝑝(𝐿Γs

1
) оператора

𝐿Γs
1
, если и только если 𝑧 ∈ 𝜎𝑝(𝐿Γs

2
). Кроме того, если 𝑧 ∈ 𝜎𝑝(𝐿Γs

1
) ∩ (C ∖ Ω(Γs

1)),
то 𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝐿), где 𝐿 = 𝐿Δ – исходная (недеформированная) блочно-операторная
матрица (4.8), отвечающая Γ = ∆.

Доказательство. Предположим, что

𝑧 ∈ 𝜎𝑝(𝐿Γ1) и 𝑧 ∈ Ω(Γ1) ∩ Ω(Γ2), (4.16)

где Γ1 = Γs
1 и Γ2 = Γs

2 при некотором s = ±1. Пусть 𝑓 ̸= 0 – собственный вектор 𝐿Γ1 ,
отвечающий собственному числу 𝑧, 𝑓 = (𝑓𝐴, 𝑓𝐷), где 𝑓𝐴 ∈ H𝐴, 𝑓𝐷 ∈ H𝐷Γ1

. Уравнение
𝐿Γ1𝑓 = 𝑧𝑓 эквивалентно системе уравнений

(𝐴− 𝑧)𝑓𝐴 + 𝐵Γ1𝑓𝐷 = 0, (4.17)

𝐶Γ1𝑓𝐴 + (𝐷Γ1 − 𝑧)𝑓𝐷 = 0. (4.18)

С учетом (4.9) и (4.10), из (4.18) мы получаем для 𝜆 ∈ Γ1 (а значит, автоматически
для 𝜆 ̸= 𝑧), что

𝑓𝐷(𝜆) = − 1
𝜆− 𝑧

c(𝜆)𝑓𝐴. (4.19)

Первоначально представление (4.19) работает только для 𝜆 ∈ Γ1. Однако эта форму-
ла может быть использована для того, чтобы аналитически продолжить 𝑓𝐷 на всю
ту область (за исключением точки 𝑧), где определена и голоморфна B(H𝐴, h)-знач-
ная функция c. Тогда в условиях сделанного нами предположения 1 продолженная
h-значная функция (4.19) определена и аналитична для всех 𝜆 ∈ D = D− ∪D+ ∪∆,
исключая 𝜆 = 𝑧. Более того, выполняется равенство

c(𝜆)𝑓𝐴 + (𝜆− 𝑧)𝑓𝐷(𝜆) = 0 для любых 𝜆 ∈ D ∖ {𝑧}. (4.20)

В то же время ввиду (4.19) член 𝐵Γ1𝑓𝐷 в левой части (4.17) записывается как

𝐵Γ1𝑓𝐷 =
∫︁

Γ1

𝑑𝜇
b(𝜇)c(𝜇)
𝜇− 𝑧

𝑓𝐴. (4.21)

Поскольку подынтегральная функция в (4.21) голоморфна при 𝜇 ∈ D ∖ {𝑧}, кон-
тур Γ1 можно заменить, с сохранением значения интеграла, любым другим кусоч-
но-непрерывным жордановым контуром Γ ⊂ Ds, полученным из Γ1 путем непре-
рывной деформации без пересечения точки 𝑧. В частности, ввиду предположения
𝑧 ∈ Ω(Γ1) ∩ Ω(Γ2) для этой цели можно выбрать контур Γ2, и тогда возникает
равенство (4.17), в котором Γ1 заменен на Γ2. Далее, сужение (4.20) на 𝜆 ∈ Γ2 при-
водит к равенству (4.18), переписанному для 𝐿Γ2 . Таким образом, мы показали, что
из (4.16) следует 𝑧 ∈ 𝜎𝑝(𝐿Γ2). Перемена ролей Γ1 и Γ2 приводит обратной имплика-
ции, и, тем самым, к завершению доказательства первого утверждения леммы.
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Оставшееся утверждение доказывается тем же путем на основании наблюдения,
что при 𝑧 ∈ 𝜎𝑝(𝐿Γ1) ∩ (C ∖ Ω(Γ1) ) в правой части (4.21) можно провести эквива-
лентную замену интегрирования вдоль 𝐿Γ1 интегрированием по ∆. В свою очередь,
равенство (4.20) также сужается к 𝜆 ∈ ∆. Следовательно, в рассматриваемом случае
из включения 𝑧 ∈ 𝜎𝑝(𝐿Γ1) следует включение 𝑧 ∈ 𝜎𝑝(𝐿), что и завершает доказа-
тельство.

Перейдем к рассмотрению дополнения Шура

𝑀𝐴,Γ(𝑧) := 𝐴− 𝑧 −𝐵Γ(𝐷Γ − 𝑧)−1𝐶Γ (4.22)

= 𝐴− 𝑧 −
∫︁

𝜎𝐷Γ

𝐵ΓE𝐷Γ(𝑑𝜇)𝐶Γ
1

𝜇− 𝑧
, 𝑧 /∈ 𝜎𝐷Γ = Γ, (4.23)

отвечающего блочно-диагональной матрице 𝐿Γ. Легко видеть, что в исследуемом
случае

𝐵Γ E𝐷Γ(𝑑𝜇)𝐶Γ = b(𝜇)c(𝜇) 𝑑𝜇 (4.24)

и, следовательно,

𝑀𝐴,Γ(𝑧) := 𝐴− 𝑧 −
∫︁

Γ

𝑑𝜇
b(𝜇)c(𝜇)
𝜇− 𝑧

, 𝑧 ∈ C ∖ Γ, (4.25)

Заметим, что соответствующая оператор-функция 𝐾, определяемая на R выраже-
нием (3.6), для 𝜇 ∈ ∆ представляется в виде

𝐾(𝜇) =
∫︁ 𝜇

𝛼

𝑑𝜆b(𝜆)c(𝜆), 𝛼 6 𝜇 6 𝛽. (4.26)

Последнее означает, что в условиях предположения 1 функция 𝐾 допускает явное
аналитическое продолжение с ∆ на область D как контурный интеграл

𝐾(𝜇) =
∫︁

𝛾(𝛼,𝜇)

𝑑𝜆b(𝜆)c(𝜆), 𝜇 ∈ D , (4.27)

где 𝛾(𝛼, 𝜇) – произвольный кусочно-гладкий жорданов контур с концами 𝛼 и 𝜇,
лежащий, за исключением конца 𝛼, целиком в D . Таким образом, производная 𝐾 ′(𝜆)
представляет собой не что иное, как

𝐾 ′(𝜆) = b(𝜆)c(𝜆), 𝜆 ∈ D . (4.28)

Тем самым, дополнение Шура 𝑀𝐴,Γ( · ), отвечающее 𝐿Γ, попросту совпадает с функ-
цией 𝑀𝐴( · , Γ), определенной в (3.9),

𝑀𝐴,Γ(𝑧) = 𝑀𝐴(𝑧, Γ), 𝑧 ∈ C ∖ Γ. (4.29)

Замечание 6. Аналитичность оператор-функции 𝐾 ′, вообще говоря, не означа-
ет аналитичности b и c (и, следовательно, в общем случае она не предоставляет
возможности для той комплексной деформации 𝐿, которую мы провели в данном
пункте). Это видно из следующих двух элементарных примеров.
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Пример 1. Пусть 𝛼 = −1, 𝛽 = 1 и H𝐴 = h = C. Предположим, что b(𝜆) = 𝜆 − 𝑖

и c(𝜆) = 1/(𝜆− 𝑖), 𝜆 ∈ (−1, 1). Произведение b(𝜆)c(𝜆) ≡ 1 допускает аналитичес-
кое продолжение с интервала (−1, 1) на всю комплексную плоскость C, тогда как
функция c не допускает.

Пример 2. Пусть 𝛼, 𝛽, H𝐴, и h – те же, что в примере 1. Предположим, что
b(𝜆) = c(𝜆) = |𝜆|, 𝜆 ∈ (−1, 1). Произведение b(𝜆)c(𝜆) ≡ 𝜆2 допускает аналитическое
продолжение с интервала (−1, 1) на всю комплексную плоскость C, в то время как
обе функции b и c не являются вещественно-аналитическими в точке 𝜆 = 0.

Заметим, что ввиду (4.12) E𝐷Γ -нормы операторов 𝐵Γ и 𝐶Γ (см. определение 1)
записываются как

‖𝐵Γ‖E𝐷Γ
=
(︂∫︁

Γ

|𝑑𝜇| ‖b(𝜇)b(𝜇)*‖B(h)

)︂1/2

=
(︂∫︁

Γ

|𝑑𝜇| ‖b(𝜇)‖2B(h,H𝐴)

)︂1/2

, (4.30)

‖𝐶Γ‖E𝐷Γ
=
(︂∫︁

Γ

|𝑑𝜇| ‖c(𝜇)*c(𝜇)‖B(H𝐴)

)︂1/2

=
(︂∫︁

Γ

|𝑑𝜇| ‖c(𝜇)‖2B(H𝐴,h)

)︂1/2

. (4.31)

В рассматриваемом нами случае из (4.28) следует, что вариация (3.12) B(H𝐴)-знач-
ной функции 𝐾 вдоль Γ имеет явный вид

V𝐾(Γ) =
∫︁

Γ

|𝑑𝜇| ‖b(𝜇)c(𝜇)‖. (4.32)

Ввиду (4.30) и (4.31) из (4.32) вытекает оценка

V𝐾(Γ) =
∫︁

Γ

|𝑑𝜇| ‖b(𝜇)c(𝜇)‖ 6 ‖𝐵Γ‖E𝐷Γ
‖𝐶Γ‖E𝐷Γ

. (4.33)

Ради удобства ссылок мы объединяем предположение 1 с нашими дальнейшими
допущениями.

Предположение 2. Пусть выполнено предположение 1. Дополнительно пред-
положим, что существуют кусочно-непрерывные жордановы контуры Γ− и/или
Γ+ с концами 𝛼 и 𝛽 , такие, что Γs ⊂ Ds ∪∆ и

‖𝐵Γ‖E𝐷Γ
‖𝐶Γ‖E𝐷Γ

<
𝑑(Γ)2

4
при Γ = Γs, s = ±1. (4.34)

В условиях предположения 2 оба деформированных уравнения Риккати (4.14)
и (4.15) обладают соответствующими ограниченными решениями 𝑋Γ и 𝑌Γ. В то же
время интегральное уравнение (3.11) обладает решением 𝑍s

𝐴, s = ±1, существование
и единственность которого гарантируется теоремой 3. Между решениями 𝑍s

𝐴 и опе-
раторами 𝑋Γ, ассоциированными с Γ ⊂ Ds, имеется самая непосредственная связь.
Все эти результаты собраны в следующем утверждении.

Теорема 4. Пусть выполнено предположение 2. Пусть Γ = Γs , s = ±1 – жор-
данов контур из этого предположения, и пусть 𝑑 = 𝑑(Γ). Тогда деформированные
операторные уравнения Риккати (4.14) и (4.15) имеют соответственно решения
𝑋Γ ∈ B(H𝐴, H𝐷Γ) и 𝑌Γ ∈ B(H𝐷Γ , H𝐴) со следующими свойствами:
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∙ при 𝐵Γ ̸= 0 оператор 𝑋Γ является единственным решением (4.14) в шаре{︁
𝑇 ∈ B(H𝐴, H𝐷Γ)| ‖𝑇‖ < ‖𝐵Γ‖−1

E𝐷Γ

(︁
𝑑−

√︁
‖𝐵Γ‖E𝐷Γ

‖𝐶Γ‖E𝐷Γ

)︁}︁
; (4.35)

решение 𝑋Γ имеет конечную E𝐷Γ-норму, удовлетворяющую оценке

‖𝑋Γ‖E𝐷Γ
6

1
‖𝐵Γ‖𝐸𝐷Γ

(︂
𝑑

2
−
√︂

𝑑2

4
− ‖𝐵Γ‖E𝐷Γ

‖𝐶Γ‖E𝐷Γ

)︂
; (4.36)

∙ при 𝐶Γ ̸= 0 оператор 𝑌Γ является единственным решением (4.15) в шаре{︁
𝑇 ∈ B(H𝐷Γ , H𝐴)| ‖𝑇‖ < ‖𝐶Γ‖−1

E𝐷Γ

(︁
𝑑−

√︁
‖𝐵Γ‖E𝐷Γ

‖𝐶Γ‖E𝐷Γ

)︁}︁
; (4.37)

решение 𝑌Γ имеет конечную E𝐷Γ-норму, удовлетворяющую оценке

‖𝑌Γ‖E𝐷Γ
6

1
‖𝐶Γ‖𝐸𝐷Γ

(︂
𝑑

2
−
√︂

𝑑2

4
− ‖𝐵Γ‖E𝐷Γ

‖𝐶Γ‖E𝐷Γ

)︂
. (4.38)

При этом решение 𝑍s
𝐴 уравнения (3.11), о котором говорится в теореме 3, зада-

ется равенством
𝑍s

𝐴 = 𝐴 + 𝐵Γ𝑋Γ, s = ±1, (4.39)

и не зависит от формы жорданова контура Γ ⊂ Ds ∪∆, удовлетворяющего усло-
виям предположения 2.

Доказательство. Условия теоремы включают оценку (4.34), ввиду (2.20) озна-
чающую и (2.25), и (2.28). Поэтому утверждения в отношении решений 𝑋Γ и 𝑌Γ

уравнений Риккати (4.14) и (4.15) следуют из теорем 1 и 2 соответственно.
В рассматриваемом случае интегральная версия (2.16) уравнения Риккати для 𝑋Γ

имеет вид

𝑋Γ =
∫︁

Γ

E𝐷Γ(𝑑𝜇)𝐶Γ(𝐴 + 𝐵Γ𝑋Γ − 𝜇)−1. (4.40)

Согласно (4.36) имеем

‖𝐵Γ𝑋Γ‖ 6 ‖𝐵‖E𝐷Γ
‖𝑋‖E𝐷Γ

<
𝑑(Γ)

2
. (4.41)

Поскольку оператор 𝐴 самосопряжен, отсюда следует

‖(𝐴 + 𝐵Γ𝑋Γ − 𝜇)−1‖ 6
1

dist(𝜇, 𝜎𝐴)− ‖𝐵Γ𝑋Γ‖
<

2
𝑑(Γ)

для любых 𝜇 ∈ Γ, (4.42)

что означает, что интеграл в правой части (4.40) корректно определен. Из (4.40)
вытекает, что 𝑍𝐴,Γ := 𝐴 + 𝐵Γ𝑋Γ удовлетворяет уравнению

𝑍𝐴,Γ = 𝐴−
∫︁

Γ

𝑑𝜇𝐵Γ 𝐸𝐷Γ(𝑑𝜇)𝐶Γ(𝑍𝐴,Γ − 𝜇)−1. (4.43)

Ввиду (4.24), (4.27) и (4.28) это уравнение представляет собой не что иное, как
уравнение (3.11). Тогда по теореме 3 имеем 𝑍s

𝐴 = 𝑍𝐴,Γ, и, следовательно, справед-
ливо (4.39). В условиях предположения 2 независимость 𝑍s

𝐴 от контура Γ ⊂ Ds ∪∆
имеет место по лемме 1.
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Следствие 3. В условиях предположения 2 частично деформированная блочно
операторная матрица 𝐿Γ , задаваемая (4.8)–(4.11) для Γ = Γs ⊂ Ds ∪ ∆, s = ±1,
допускает блочную диагонализацию (2.12) в терминах решений 𝑋Γ и 𝑌Γ , о которых
говорится в теореме 4. В частности,

𝐿Γ = (𝐼 + 𝑄Γ)
(︂

𝑍s
𝐴 0
0 𝑍𝐷,Γ

)︂
(𝐼 + 𝑄Γ)−1, (4.44)

где 𝑍s
𝐴 задается выражением (4.39), 𝑄Γ , 𝑍𝐷,Γ определяются равенствами

𝑄Γ =
(︂

0 𝑌Γ

𝑋Γ 0

)︂
, 𝑍𝐷,Γ = 𝐷Γ + 𝐶Γ𝑌Γ. (4.45)

Доказательство. Одним из наших предположений является выполнение усло-
вия (4.34). Поэтому доказательство проводится путем отсылки сначала к след-
ствию 1, а затем к замечанию 3.

Замечание 7. Отметим, что в силу (4.12) решение 𝑋Γs , s = ±1, представляет
собой оператор из H𝐴 в H𝐷,Γ = 𝐿2(Γ → h), действующий по правилу

(𝑋Γs𝑓𝐴)(𝜆) = xs(𝜆)𝑓𝐴, 𝑓𝐴 ∈ H𝐴, 𝜆 ∈ Γs, s = ±1, (4.46)

где B(H𝐴, h)-значная функция xs комплексной переменной 𝜆 ∈ Ds ∖ 𝜎𝑍s
𝐴

имеет вид

xs(𝜆) := c(𝜆)(𝑍s
𝐴 − 𝜆)−1, 𝜆 ∈ Ds ∖ 𝜎𝑍s

𝐴
. (4.47)

Аналогично, для Γ = Γs при фиксированном s = ±1 оператор 𝑌Γ может быть задан
равенством

𝑌Γ𝑓𝐷,Γ =
∫︁

Γ

𝑑𝜇ys(𝜇)𝑓𝐷,Γ(𝜇). (4.48)

Здесь 𝑓𝐷,Γ ∈ H𝐷,Γ, а ys : Γ → B(h, H𝐴) – оператор-функция, определяемая равен-
ством

ys(𝜆) = −( ̃︀𝑍s
𝐴 − 𝜆)−1b(𝜆), 𝜆 ∈ Ds ∖ 𝜎̃︀𝑍s

𝐴
(= Ds ∖ 𝜎𝑍s

𝐴
), (4.49)

где ̃︀𝑍s
𝐴 = 𝐴− 𝑌Γ𝐶Γ. Ввиду (2.13) операторы ̃︀𝑍s

𝐴 и 𝑍s
𝐴 подобны,̃︀𝑍s

𝐴 = (𝐼 − 𝑌Γ𝑋Γ)𝑍s
𝐴(𝐼 − 𝑌Γ𝑋Γ)−1. (4.50)

Это означает, что, как и 𝑍s
𝐴, оператор ̃︀𝑍s

𝐴 не зависит от формы жорданова контура
Γ ⊂ Ds ∪ ∆, подчиняющегося условиям предположения 2. Функции xs и ys обслу-
живают одновременно все те кусочно-гладкие жордановы контуры Γs, для которых
Ω(Γs) ⊂ Ds и 𝜎𝑍s

𝐴
⊂ Ω(Γs).

Замечание 8. Из (4.44) следует, что спектр 𝐿Γ является объединением спектров
𝑍s

𝐴 и 𝑍𝐷,Γ:
𝜎𝐿Γ = 𝜎𝑍s

𝐴
∪ 𝜎𝑍𝐷,Γ , Γ = Γs, s = ±1. (4.51)

В условиях теоремы 4 для произведения 𝐵Γ𝑋Γ действуют оценки (4.41). Из (4.38)
следуют аналогичные оценки для 𝐶Γ𝑌Γ:

‖𝐶Γ𝑌Γ‖ 6 ‖𝐶Γ‖E𝐷Γ
‖𝑌Γ‖E𝐷Γ

<
𝑑(Γ)

2
. (4.52)
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Так как оператор 𝐴 – самосопряженный, а 𝐷Γ – нормальный, из (4.41) и (4.52)
соответственно вытекает, что

𝜎𝑍s
𝐴
⊂ O𝑑(Γ)/2(𝜎𝐴), 𝜎𝑍𝐷,Γ ⊂ O𝑑(Γ)/2(𝜎𝐷Γ).

Значит, спектры 𝜎𝑍s
𝐴

и 𝜎𝑍𝐷,Γ отделены друг от друга,

dist(𝜎𝑍s
𝐴
, 𝜎𝑍𝐷,Γ) > 0. (4.53)

Напомним, что спектр 𝜎𝑍s
𝐴

зависит от знака s, но не зависит от (формы) контура Γs,
подчиняющегося условию (3.18) (см. теорему 4; ср. с леммой 1).

А. К. Мотовилов выражает благодарность Институту прикладной математики
Боннского университета за гостеприимство во время визитов в этот институт в 2016
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