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Pust� f �� f���� � � � � �q� est� skal�rny� polinom ot q pere�
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�
� Polinom u
�k�
tk

�vl�ets� vzaimno prostym s ka
dym iz po�

linomov r
�k�
� i g�

Realizaci� razlo
eni� ����� i ����� osnovana na vyqislenii
naibol�xego obwego delitel� �NOD� dvuh proizvol�nyh poli�
nomov ot k � q peremennyh i ih preobrazovanii vo vzaimno pro�
stye polinomy� Drugimi slovami� osnovno� operacie� reali�
zacii razlo
eni� ����� i ����� �vl�ets� vyqislenie dl� l�byh
dvuh polinomov f� i f� sootnoxeni�

	f�� f�
 � 
	f�� f	
� �����

gde 	fi� fj 
 est� q�parametriqeska� �q � �� polinomial�na� � � �
matrica� 
 est� NOD polinomov f� i f�� a polinomy f� i f	
vzaimno prosty��

��	� Algoritm RP 
faktorizacii i ego obosnovanie

Algoritm vyqisleni� razlo
eni� ����� i ����� vypoln�et sle�
du�wie operacii�
��� Vyqisl�ets� polinom bu �� f�g� t�e� nahodits� ravenstvo

vida ����� dl� matricy 	f� g
 � 	f� g
 � br	bu� bv
� gde bv � const� bu �
f�g�
��� Po rekursii vyqisl��ts� sootnoxeni� vida ����� dl� ma�

tricy 	uk���rk��



	bu� g
 � r�	u�� v�
�

	uk���rk��
 � rk	uk� vk
� k � �� � � � � t� �����
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Rezul�tatom vypolneni� operaci� ��� i ��� �vl�ets� ravenstvo
	ut���rt��
 � rt	ut� vt
� iz kotorogo nahodim

f � utr�r� � � �rtg� g � r�v�� �����

V oboznaqeni�h u
���
t �� ut� r

���
k �� rk� v

���
k �� vk ravenstvo �����

sovpadaet s iskomym ravenstvom ������

�Algoritmy vyqisleni
 ravenstva ����
 dl
 skal
rnyh polinomov ot
odno� peremenno� privedeny� naprimer� v ��� ��� a dl
 polinomov ot ne�
skol�kih peremennyh � v ��� ���
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Esli polinomy r� i v� �t�e� deliteli polinoma g� ne �vl��t�
s� vzaimno prostymi� to process faktorizacii polinoma f dl�
poluqeni� ravenstva ����� prodol
aets�� V kaqestve naqal�nyh
polinomov dl� vypolneni� sledu�wego xaga beruts� polinomy

g i v
���
� � a v kaqestve naqal�no� matricy dl� vypolneni� rekur�

sii ����� berets� matrica
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Process razlo
eni� f na mno
iteli zakanqivaets� na xage

k � s� kogda polinomy r
�s�
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�s�
� budut vzaimno prosty��

Pere�dem k obosnovani� algoritma� Snaqala ustanovim� qto
algoritm postroeni� razlo
eni� ����� i ����� �vl�ets� koneq�
nym�

Po postroeni� iz ����� vyteka�t sledu�wie sootnoxeni�


degr�k�
� � degr�k�

� � � � � � degr�k�
tk

� rtk � const

degr
���
� � degr

���
� � � � � � degr

�s�
� �

deg v
���
� � deg v

���
� � � � � � deg v

�s�
� �

�����

Spravedlivost� ����� dokazyvaet koneqnost� algoritma�

Doka
em svo�stva polinomov� vhod�wih v razlo
eni� ����� i
����� dl� ka
dogo fiksirovannogo k � �� � � � � s� pri �tom znaqok k
budem dl� kratkosti opuskat�� Pri dokazatel�stve ispol�zuem
spravedlivost� sledu�wih utver
deni��

Lemma�

�� Esli f� i f� sut� vzaimno prostye polinomy� to l�bo� deli�
tel� polinoma f� �polinoma f�� 	vl	ets	 vzaimno prostym s
polinomom f� �s polinomom f��


�� Polinomy ui� vi� i � �� �� � � � � t� vhod	wie v sootnoxeni	 ������
	vl	�ts	 vzaimno prostymi


�� Ime�t mesto ravenstva�

ui�� � riui � riri��ui�� � � � � � riri�� � � �rtut� i � �� � � � � t�
�����

ri�� � rivi � ri��vivi�� � � � � � vivi�� � � �vtrt� �����

�Kriteriem vzaimno� prostoty dvuh polinomov v ����
 
vl
ets
 raven�
stvo � � const�
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Spravedlivost� utver
deni� �� sleduet iz opredeleni� vza�
imno prostyh polinomov kak polinomov� ne ime�wih obwih de�
litele�� Spravedlivost� �� i �� sleduet iz sootnoxeni� ������

Iz ravenstv ����� sleduet� qto polinom ut �vl�ets� delitelem
ka
dogo iz polinomov ui� i � �� �� � � � � t� Togda iz utver
deni� ��
i �� sleduet spravedlivost� svo�stva ����
Iz ����� sleduet� qto polinom ri� i � �� � � � � t� est� delitel�

ka
dogo iz polinomov ui��� � � � � u�� Po svo�stvu �� polinomy uj i
vj � j � �� �� � � � � t� vzaimno prosty� Sledovatel�no� s uqetom lem�
my polinom ri �vl�ets� vzaimno prostym s ka
dym iz polino�
mov v�� v�� � � � � vi��� Ots�da� uqityva� ravenstvo ri � vi��� � � � � vt�
zakl�qaem� qto ka
dy� iz polinomov v�� v�� � � � � vi�� �vd�ets� vza�
imno prostym s l�bym iz polinomov vj � j � i � �� � � � � t � ��
Spravedlivost� svo�stva 	� ustanovlena� Spravedlivost� svo��
stva �
� sleduet iz dokazannyh vyxe svo�stv s uqetom ravenstv
r� � rtv�v� � � �vt� g � r�v��
V dal�ne�xem� ne um�l�� obwnosti� v kaqestve RP �q fakto�

rizacii polinoma f budem brat� ravenstvo ������

���� Primenenie RP 
q metoda k faktorizacii invariantnyh
polinomov

Pust� F est� regul�rna� q�parametriqeska� polinomial�na�
matrica �q � ��	 f� � f�	F 
 � detF � harakteristiqeski� po�
linom F 	 ��� ��� � � � � �r�� � posledovatel�nost� netrivial�nyh
invariantnyh polinomov F � �k � fk���fk� k � �� � � � � r � �� fk
est� NOD vsevozmo
nyh minorov por�dka n� k matricy F � Bu�
dem predpolagat�� qto polinomy f�� �k� k � �� � � � � r��� izvestny�
Vyqislenie f� mo
no realizovat� metodom sledov D� K� Faddee�
va dl� regul�rno� polinomial�no� q�parametriqesko� matricy
�sm� ����� Sposoby vyqisleni� posledovatel�nosti invariant�
nyh polinomov f�kg� k � �� � � � � r � �� privedeny v ��� dl� sluqa�
odnoparametriqesko� polinomial�no� matricy F � F �
�� a dl�
mnogoparametriqesko� polinomial�no� matricy � v ��� ���
Stavits� zadaqa faktorizacii polinomov �k� k � �� � � � � r���

s ispol�zovaniem RP �q metoda� Dl� opredelennosti rassmotrim
faktorizaci� polinoma ��� t�e� predstavlenie �� v vide
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Polinom u
���
t �vl�ets� vzaimno prostym s ka
dym iz polinomov

�i� i � �� � � � � r � �	 v���j � j � �� �� � � � � t� r���
� � Polinom r

���
� imeet

obwie deliteli s polinomom f�� f� � ���� � � ��r���
Dl� vyqisleni� ravenstva ����� primen�ets� algoritm RP �

q faktorizacii skal�rnogo polinoma iz p� ���� gde v kaqestve
naqal�nyh dannyh beruts� polinomy f �� f� i g �� f�� Vvidu
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faktorizaci��
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���� Primenenie algoritma RP 
q faktorizacii k rexeni


SNAU

Pust�
fk �� fk��� � �� k � �� � � � � n� ������

est� sistema neline�nyh algebraiqekih uravneni� �SNAU� ot
k � q peremennyh � � ���� � � � � �q�� ime�wa� �q � k��mernye rexe�
ni�� Zadaqa sostoit v vyqislenii �q����mernyh rexeni� SNAU
�v tom qisle i ih pereseqeni� s drugimi �q � k��mernymi rexe�
ni�mi� i ih isqerpyvanii iz SNAU �������
Predlagaets� algoritm rexeni� zadaqi� sosto�wi� iz treh

stadi�� Na pervo� stadii leva� qast� ka
dogo iz uravneni�
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������ predstavl�ets� v vide RP �q faktorizacii� Na vtoro� sta�
dii vyqisl��ts� polinomy� ka
dy� iz kotoryh predstavl�et
sobo� proizvedeni� �q � ���mernyh rexeni�� Nahodits� SNAU�
rexeni� kotoro� otliqa�ts� ot rexeni� SNAU ������ otsut�
stviem �q����mernyh rexeni�� Na tret�e� stadii iz SNAU� po�
luqenno� na vtoro� stadii� isqerpyva�ts� kritiqeskie toqki
rexaemo� sistemy�
Rassmotrim realizaci� ka
do� stadii razdel�no�

Perva� stadi�� Ka
dy� polinom fk��� k � �� � � � � n� iz ������
predstavl�ets� v vide RP �q faktorizacii s ispol�zovaniem al�
goritma iz p� ���� V kaqestve naqal�nyh polinomov dl� primene�
ni� RP �q algoritma vybira�ts� polinomy f �� fk��� i g � g����
gde g��� est� naibol�xi� obwi� delitel� sovokupnosti polino�
mov f����� � � � � fn����
Rezul�tatom pervo� stadii budut ravenstva
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Ne umal�� obwnosti� sqitaem� qto t� � t� � � � � � tr� Po svo��
stvam RP �q faktorizacii pri l�bom fiksirovannom k� k �
�� � � � � n� polinomy� vhod�wie v ravenstva ������� oblada�t sle�
du�wimi svo�stvami�
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Qtk
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��� Ka
dy� polinom v
�k�
j ���� j � �� � � � � i � �� vzaimno prost s

ka
dym iz polinomov v�k�i��� � � � � v
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tk
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i ���� i � �� � � � � tk� vzaimno prost s ka
dym iz
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Vtora� stadi� sostoit v vypolnenii sledu�wih operaci��
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Rezul�tatom vtoro� stadii �vl��ts� iskomye polinomy i
SNAU� kotora� ne soder
it �q � ���mernyh rexeni� SNAU
������� Polinom 
	v�
 est� proizvedenie �q � ���mernyh rexeni�
SNAU ������� ne ime�wih obwih nule� s drugimi ee �q � k��

mernymi �k �� �� rexeni�mi� Polinom 
	r�
 �
tkQ
i��


	vi
 est� pro�

izvedenie �q����mernyh rexeni� SNAU ������� ime�wih obwie
nuli s drugimi ee �q�k��mernymi rexeni�mi� Rexeni� sistemy
neline�nyh algebraiqeskih uravneni�

bfk��� � �� k � �� � � � � n� ������

gde fk��� � 
	v�

	r�
 bfk���� otliqa�ts� ot rexeni� SNAU ������
otsutstviem ee �q � ���mernyh rexeni��

Tret�� stadi� sostoit v vypolnii sledu�wih operaci��

��� Matrica bF ��� �� 	 bf����� � � � � bfn���
 zapisyvaets� v vide ma�
triqnogo polinoma po stepen�m odnogo �ska
em �i� iz svoih pa�
rametrov


bF ��� � bF ��i��q�i� �
siX
k��

�kiCk��q�i��

gde

�q�i �� ���� � � � � �i��� �i��� � � � � �q��

��� Nahodits� �W �q faktorizaci� ��� matricy bF ���
bF ��i��q�i�W �i���� � 	��i����� �
�

Zdes�W �i���� � 	W
�i�
� ����W

�i�
� ���
 � polinomial�na� q�parametri�

qeska� n�n matrica� W �i�
� ��� � polinomial�ny� vektor�stolbec�

W
�i�
� ��� � n � �n � �� matrica� stolbcy kotoro� obrazu�t bazis

pravogo nul��prostranstva iz polinomial�nyh rexeni� matri�
cy bF ���� � � nuleva� stroka� ��i���� � polinom ot q peremennyh�

��� Vyqisl�ets� vektor cW �i�
� ��� � �

�
W
�i�
� �

W
�i�
� ���� gde 
	W �i�

� 


est� NOD komponent vektora W
�i�
� ����

��� Vyqisl�ets� polinom

b��i���� �� bF ���cW �i�
� ����
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Operacii ������� vypoln��ts� dl� i � �� � � � � q� Rezul�tatom

budet posledovatel�nost� polinomov b��i����� i � �� � � � � q�

��� Vyqisl�ets� polinom ���� �
qQ

i��
��i����� t�e� polinom� nu�

li kotorogo sovpada�t s kritiqeskimi toqkami matricy bF ���
�sm� �����

��� Formiruets� �� �n matrica ���� � 	����In� bF 
 i vyqisl��
ets� ee rV �q faktorizaci�

���� � r���	V����� V����
�

Zdes� r��� est� polinom� nuli kotorogo sovpada�t s kritiqe�

skimi toqkami matricy bF ��� �ili� qto to 
e� s kritiqeskimi

toqkami rexaemo� SNAU�	 V���� � 	f ���� � � � � � f
���
n 
� gde f ���k ��� � ��

k � �� � � � � n� est� iskoma� SNAU� t�e� SNAU� rexeni� kotoro�
ne soder
at kritiqeskih toqek i sovpada�t s �q � k��mernymi
rexeni�mi SNAU ������ �q �� ���

Zameqanie� Isqerpyvanie kritiqeskih toqek mo
no realizo�
vat� dl� SNAU ������� minu� perehod k SNAU ������� S �to�
cel�� vypoln��ts� sledu�wie operacii�

��� K matrice F ��� � 	f����� � � � � fn���
 primen�ets� algoritm
�W �q faktorizacii� t�e� vypoln��ts� operacii ������� iz tre�
t�e� stadii� Rezul�tatom budet polinom �oboznaqim ego po�
pre
nemu� �����

��� K polinomu ���� primen�ets� algoritm nepolno� otnosi�
tel�no� faktorizacii ���� t�e� nahodits� razlo
enie vida

���� � ����g����

gde g��� � polinom ot q peremennyh� primitivny� nad kol�com
polinomov ot k � q � � peremennyh�

��� K matrice ���� � 	����In� F 
 primen�ets� algoritm rV �q
faktorizacii�

���� � r���	V����� V����
�

gde V���� � 	f
���
� ���� � � � � f

���
n ���
 est� � � n matrica	 f

���
k ��� � ��

k � �� � � � � n� est� iskoma� SNAU�
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�� RP �q faktorizaci� matricy

	��� Opredelenie

Pust� F � F ���� � � ���� � � � � �q�� est� q�parametriqeska� poli�
nomial�na� m � n matrica polnogo stroqnogo ranga
 F � Fm�n

m �
Rassmotrim faktorizaci� matricy F vida

F � bG�
tY

i��

Di

�
Ut� �����

Zdes� Di � Di���� i � �� � � � � t� regul�rnye q�parametriqeskie po�
linomial�nyem�m matricy� Dt��� est� unimodul�rna� po vsem
parametram ��� � � � � �q matrica� tak qto detDt��� � const �� ��
detDi��� �� const pri i �� t	 Di��� � Di�����Vi������ i � �� �� � � � � t��	
Vi � Vi���� i � �� �� � � � � t� � regul�rnye polinomial�nye m � m
matricy
 �r	Vi
 � �r	Vj
 � �� i � �� �� � � � � t � �	 j � i � �� � � � � t	bG � bG��� � D�V� � q�parametriqeska� regul�rna� polinomial��
na� m �m matrica	 �	D�
 � �rs	F 
� �	V�
 � �r�	F 
	 Ut � Ut��� � q�
parametriqeska� polinomial�na�m�n matrica
 �r	Ut
��r	Di
 �
�	 �r	Ut
 � �r 	Vi
 � �� i � �� �� � � � � t� �s	Ut
 � �s	F 
� Na ravenstvo
����� budem ssylat�s� kak na RP �q faktorizaci� matricy F �

	�	� Algoritm vyqisleni� RP 
q faktorizacii

Algoritm vyqisleni� faktorizacii ����� sostoit v vypolne�
nii sledu�wi� operaci��
��� Na�ti �V �q faktorizaci� matricy F ���


F ��� � ����V ���� �����

naprimer� ispol�zu� algoritm rV �q faktorizacii ���� Zdes�
r��� � regul�rna� q�parametriqeska� polinomial�na�m�m ma�
trica
 �r	r
 � �r	F 
	 V ��� � q�parametriqeska� polinomial�na�
m � n matrica ranga m
 �	F 
 � �	r
	 �	V 
� �s	F 
 � �s	V 
�
��� Vyqislit� rV �q faktorizaci� m� �n�m� matricy 	F�r



	F�r
 � bG	bU� bV 
� �����

gde bG � bG��� � regul�rna� q�parametriqeska� polinomial�na�

m�m matrica	 	bU� bV 
 � m� �n�m� matrica s blokami bU � bU ���

i bV � bV ��� razmerov m � n i m �m sootvetstvenno�
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��� Po rekursii vyqislit� koneqnu� posledovatel�nost� ra�
venstv

	Ui��� Di��
 � Di	Ui� Vi
� i � �� � � � � t� �����

gde
	bU� bG
 � D�	U�� V�
� �����

Ka
doe iz ravenstv ������ ����� est� rV �q faktorizaci� m� �n�

m� matric �i����� �� 	Ui��� Di��
� b���� �� 	bU� bG
�
Process vyqisleni� ravenstv ����� zakanqivaets� na xage t�

kogda detDt � const� Rezul�tatom vypolneni� operaci� �������
�vl��ts� sledu�wie ravenstva


Ui�� � DiUi � DiDi��Ui�� � � � � � DiDi�� � � �DtUt�

i � �� � � � � t� �����

Di�� � DiVi � Di��Vi��Vi � � � � � DtVtVt�� � � �Vi�

i � �� � � � � t� �����

bG � D�V�� �����

F � bG� tY
i��

Di

�
Ut � bGn tY

i��

�
Dt

i��Y
j��

Vj

�o
Ut� �����

	��� Obosnovanie RP 
q algoritma

Dl� obosnovani� algoritma p� ��� sleduet dokazat�� qto ma�
tricy� vhod�wie v ravenstvo ������ ime�t svo�stva matric RP �q
faktorizacii ������ S �to� cel�� rassmotrim sledu�wie svo��
stva algoritma�

��� �r	 bG
 � �r	r
� ������

t�e� matrica bG otliqaets� ot matricy r unimodul�rnym mno�


itelem
 r � bGbV � gde det bV � const�
Spravedlivost� ������ sleduet iz ������

��� Algoritm p� ��� postroeni� posledovatel�nosti matric Dk�
k � �� �� � � � � t� koneqny�� Spravedlivost� �togo utver
deni� sle�
duet iz sootnoxeni�

�	Ui��
 � �r	Di
 	 �	Ui
� �r	Ui��
 
 �r	Di
�

�r	Di��
 
 �r	Di
� i � �� � � � � t�



K REXENI� MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ� � ���

�pri �tom �r	Di��
 � �r	Di
 dl� vseh i � t�� vyteka�wih iz �����
i ������

�
� �s	Ui
 � �s	Ui��
� i � �� � � � � t� ������

Spravedlivost� sleduet iz ����� i ������

��� �r	Ui
 � �r	Vi
 � �� i � �� �� � � � � t� ������

Dokazatel�stvo� Oboznaqim � �� 	Ui��� Di��
� gde Ui�� i Di��

sut� q�parametriqeskie polinomial�nye matricy ranga m raz�
merov m�n i m�m sootvetstvenno� Po opredeleni� koneqnogo
regul�rnogo spektra� �r	�
 est� mno
estvo nule� harakteristi�
qeskogo polinoma f 	�
� kotory� est� NOD vsevozmo
nyh mino�
rov por�dka m matricy �� Iz skazannogo sledu�t ravenstva

f 	�
 � NODff 	Ui��
� f 	Di��
g�

gde po postroeni� f 	�
 � f 	Di
� tak qto imeem

f 	Ui��
 � f 	Di
f 	Ui
� f 	Di��
 � f 	Di
f 	Vi
�

Zdes� f 	Ui
 i f 	Vi
 sut� vzaimno prostye polinomy� Sledovatel��
no� �r	Ui
� �r	Vi
 � �� Spravedlivost� ������ ustanovlena�

��� Spravedlivo ravenstvo

�	D�
 � �rs	F 
� ������

Dokazatel�stvo� Oboznaqim b� � 	bU� bG
� �� �� 	U�� V�
� Iz raven�
stva ����� imeem

�	b�
 � �	D�
 	 �	��
 � �r	D�
 	 �s	��
� ������

Zdes� �	D�
 � �r	D�
� �	��
 � �r 	��
 	 �s	��
 � �s	��
� tak kak po
ustanovlennomu vyxe �r	��
 � �r	U�� V�
 � �� Po opredeleni� re�
gul�rnogo spektra q�parametriqesko� polinomial�no� matricy
nahodim

�r	�
 � ff 	b�
 � �g � fNODff 	bU 
� f 	G
g� �g�

gde f 	bU 
 � f 	G��F 
 � f 
F �
f 
G� � tak qto

�r	b�
 � �rs	F 
� ������

Ots�da
�	b�
 � �r	b�
	 �s	b�
 � �rs	F 
	 �s	b�
� ������
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Iz ����� nahodim
 �s	b�
 � �s	��
� tak qto s uqetom ������ i ������
imeem

�rs	F 
	 �s	��
 � �r	D�
	 �s	��
�

Sledovatel�no� �r	D�
 � �rs	F 
� Spravedlivost� ������ ustano�
vlena�

Pere�dem k dokazatel�stvu svo�stv matric� vhod�wih v raz�
lo
enie ������
�� Spravedlivy sootnoxeni�

�r	Di
 � �r 	Vi��
 � �� i � �� � � � � t� ������

�r	Vi
 � �r	Vj
 � �� i � �� �� � � � � t� �� j � i� �� � � � � t� ������

Iz ����� i ����� nahodim

�r	Ui��
 
 �r	Ui
� �r	Vi��
 
 �r	Di
�

Ots�da s uqetom ������ i ravenstva ����� sleduet� qto

�r	Di
 � �r	Vi��
 � �� i � �� � � � � t�

�r	Vj
 � �r	Vi��
 � �� j � i � �� � � � � t�

Tem samym spravedlivost� ������ i ������ ustanovlena�
�� Spravedlivy sootnoxeni�

�r	Ut
 � �r 	Vi��
 � �� i � �� � � � � t� ������

�r	Ut
 � �r 	Di
 � �� i � �� �� � � � � t� ������

�r	 bG
 � �r	Ut
 � �� ������

�s	Ut
 � �s	F 
� ������

Dokazatel�stvo� Iz ����� sleduet sootnoxenie

�r	Ut
 � �r	Ui��
� i � �� � � � � t� ������

Ots�da s uqetom ������ imeem

�r	Ut
 � �r	Vi��
 � �� i � �� � � � � t�

tak qto spravedlivost� ������ dl� i � �� � � � � t ustanovlena�

Spravedlivost� ������ sleduet iz ������� esli prin�t� vo vni�

manie ����� i ravenstvo �r	Di
 �
tS

j�i��
�r	Vj
�
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Spravedlivost� ������ sleduet iz ������ esli prin�t� vo vni�

manie ravenstvo F � F�Ut� gde F� �� bGD�D� � � �Dt est� regul�r�
na� q�parametriqeska� polinomial�na� m �m matrica� Ut est�
q�parametriqeska� polinomial�na� m � n matrica ranga m�
�� Ime�t mesto sootnoxeni�

�r	 bG
 � �r	F 
� �rs	F 
 � �rs	D�
� �r�	F 
 � �r	V�
� ������

tak qto

�r	F 
 � �r	D�
	 �r	V�
� �r	D�
 � �r	V�
 � ��

De�stvitel�no� po opredeleni� regul�rnogo spektra imeem

�r	F 
 � �r�	F 
	 �rs	F 
� �r�	F 
� �rs	F 
 � ��

Iz ������ s uqetom ������ i ������� nahodim

�r	 bG
 � �r	F 
 � �r	D�
 	 �r�	F 
 � �rs	F 
	 �r 	V�
�

Ots�da �r	V�
 � �r	F 
 n �rs	F 
� No �r 	F 
 n �rs	F 
 � �r�	F 
� tak qto
�r	V�
 � �r�	V�
� Spravedlivost� ������ ustanovlena� Dokazatel��
stvo sootnoxeni� ������������� zaverxaet obosnovanie algorit�
ma�

	��� Primenenie metoda RP 
q faktorizacii

	����� Vyqislenie nasledstvennyh polinomov

Pust� F �� F ��� � Fm�n
m � m � n� Rassmotrim primenenie al�

goritma iz p� ��� k vyqisleni� nasledstvennyh polinomov ���
matricy F ����

Iz svo�stv algoritma RP �q faktorizacii ����� matricy F
sledu�t ravenstva Dk��� � Dk�����Vk������ k � �� �� � � � � t� ��
detDt��� � const� gde Dk���� Vk����� sut� regul�rnye q�paramet�
riqeskie polinomial�nye m �m matricy� Ots�da nahodim

�k��� �� det Vk����� �
detDk���

detDk�����
� k � �� � � � � t� ��

detD���� � ���������� � � ��t������

������

Posledovatel�nost�
�
�k���

�t��

k��
est� posledovatel�nost� nasled�

stvennyh polinomov matricy F ���� Ka
dy� polinom �k��� zavi�
sit ot q peremennyh� Nul�mi �k��� �vl��ts� nabory �q�k�� iz
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q� k� � fiksirovannyh parametrov � �q�k��� prinadle
awih af�
finnomu prostranstvu razmernosti q � k � ��

� Nabory iz mno
estva
�
�k��� � �

�t��

k��
obrazu�t smexanny�

spektr �rs	F 
 matricy F ���� Pri ka
dom fiksirovannom nabo�

re � �q�k�� matrica eF �
� �� F �
� � �q�k��� �vl�ets� singul�rno��

Sobstvenno� pare 
�	 x� matricy eF �
� � eF �
��x� � �� x� �� ��

x� �� Nc	 eF �
�
� sootvetstvuet sobstvenna� para �
�� � �q�k���	 x�
matricy F ���


F �
�� �
�

q�k���x� � �� x� �� �� x� �� Nc	F �
� � �q�k���
�

V qastnosti� esli mul�tiparametr 
� � ��i� sostoit iz odnogo
parametra� a mul�tiparametr ��q�� � ���i� � � � � � �

�

iq
� est� nul� po�

linoma ������ to eF �
� � F �
� � �q��� est� singul�rna� 
�matrica	
qisla 
� � 
�i� i � �� � � � � p� est� sobstvennye znaqeni�� x�i � so�
otvetstvu�wie sobstvennye vektory regul�rnogo �dra por�dka

p matricy eF �
�� Tak qto ime�t mesto sootnoxeni�

F �
�i� �
�

q���x�i � �� x�i �� �� x�i �� Nc	F �
� � �q���
� i � �� � � � � p�

Iz skazannogo sleduet� qto vyqislenie nasledstvennyh poli�
nomov matricy F ��� � Fm�n

m � m � n� mo
et byt� realizovano
algoritmom RP �q faktorizacii matricy F ���� rassmotrennym
v p� ����
Esli F ��� est� regul�rna� matrica �rankF � m � n�� to dl�

vyqisleni�
�
�k���

�t��

k��
sleduet primenit� algoritm RP �q fak�

torizacii iz p� ��� dl� skal�rnyh polinomov ot mnogih pere�
mennyh� S �to� cel�� vypoln��ts� sledu�wie operacii�
��� Vyqisl�ets� harakteristiqeski� polinom f 	F 
 � f��� ma�

tricy F � naprimer� s pomow�� metoda sledov D� K� Faddeeva�
��� Nahodits� razlo
enie f�F � � �	F 
g	F 
 �gde g	F 
 est� poli�

nom� primitivny� nad kol�com polinomov ot k � q � � peremen�
nyh�� Dl� �togo ispol�zuets� algoritm nepolno� otnositel�no�
faktorizacii skal�rnyh polinomov ���� V kaqestve naqal�nyh
polinomov f i g dl� realizacii RP �q algoritma beruts� poli�
nomy f 	F 
 i g	F 
� Dl� vyqisleni� f�k	F 
g vypoln��ts� sledu��
wie operacii�
��� Vyqislit� polinom r���� kak NOD polinomov f�g i g


	f�g� g
 � r�	u�� v�
� gde u�� v� � vzaimno prostye polinomy�
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��� Na�ti posledovatel�nost� polinomov� ispol�zu� rekur�
si�
 ri���� i � �� � � � � t� gde ri��� est� NOD polinomov ui��

i ri��� Vyqislenie ri��� zakanqivaets� na xage t� kogda rt��� �
const�
��� Vyqislit� iskomu� posledovatel�nost� nasledstvennyh

polinomov

�k	F 
 �� �k��� �
rk���

rk�����
� k � �� �� � � � � t� ��

	���	� Preobrazovanie bazisa Nc	F 


Pust� F � Fm�n
m � X est� bazisna� matrica �bazis� nul��

prostranstva Nc	F 
 iz pravyh polinomial�nyh rexeni� matri�
cy F � F ����

Bazis eX nazovem minimal�nym� esli �r�	 eX
 � �	 bazis bX na�

zovem svobodnym� esli �r	 bX
 � ��
Dl� ustanovleni� spektral�nyh svo�stv bazisa X i preobra�

zovani� X v bazisy eX i bX s zadannymi spektral�nymi svo�stva�

mi� a tak
e dl� naho
deni� uslovi� suwestvovani� bazisov eX ibX primenim algoritm RP �q faktorizacii iz p���� k matrice XT 	

XT � bGD�D� � � �DtUt� ������

gde bG � V�D�� detDt � const� detDi �� const pri i �� t� Iz svo�stv
RP �q faktorizacii vyteka�t sledu�wie sootnoxeni�


�r�	X
T 
 � fdet V� � �g� �rs	X

T 
 � fdetD� � �g�

�r	X
T 
 � �r�	X

T 
 	 �rs	X
T 
�

������

Iz ������� ������� s uqetom sootnoxeni� ��� ���

�s	F 
 � �s	X
 � �s	 eX
� �rs	F 
 � �rs	X
 � �rs	 eX 


vyteka�t sledu�wie utver
deni��

��� eX � X bG�� � UT
t �D�D� � � �Dt�

T �

��� Dl� suwestvovani� svobodnogo bazisa bX prostranstva
Nc	F 
 neobhodimo� qtoby �rs	F 
 � �� Pri �tom bX � UT

t � esli
v spektre matricy F otsutstvu�t kritiqeskie toqki� t�e� toqki
�
� ���� v kotoryh vypoln�ets� sootnoxenie

imFT �
� ��
���
����

�Nc	F �
� ��

���
����

�� ��
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A new method �the RP �q method� for factorizing scalar polynomials
in q variables and q�parameter polynomial matrices �q � �� of full rank is
suggested� Applications of the algorithm to solving systems of nonlinear
algebraic equations and some spectral problems for a q�parameter poly�
nomial matrix F �such as separation of the eigenspectrum and mixed
spectrum of F � computation of bases with prescribed spectral properties
of the null�space of polynomial solutions of F � and computation of the
hereditary polynomials of F � are considered�
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