
1961 
И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

МАТЕМАТИКА A S 5 (24) 

Т. И. Виграненко 

О Б О Д Н О М И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О М У Р А В Н Е Н И И И М Е Т О Д Е 
А . И . Н Е К Р А С О В А 

§ 1. Задача Коши для интегро-дифференциального уравнения 

b т 

L [у (х)) = X ^ ^ К а (х, t) ум (/) dt 
а а = 0 

(а) 

с начальными условиями: yW (а) — у^ (& = 0, 1, 2 , . . . , п — 1) рассма­
тривалась автором настоящей статьи [1]. 

В , В . Васильев вновь повторил решение этой задачи [2, 3], поло­
жив в основу своих исследований интегральное уравнение вида 

ь • t 
F(x) = lJy{G,(t)K,{x,t)\ + J{H-t(t,ri)KAx,t)\F(ri)dri1idt, (1) 

где 

Здесь 

{ G , (t) К-, (х, t)\ = £ G v {i)К, (х, t), 
v = 0 

[И., (t, К, (х, t)) = S {t, 75 ) /Г, (х, t). 
V = 0 

Oft (x) - £ c , j f > (*) (A = 0, 1, 2 , . . . . от), 

(2) 

(3) 

{У^х)) — фундаментальная система решений дифференциального 
уравнения L [у (х)] = 0, Я а (я, YJ) — известная функция Коши [4]', соот­
ветствующая этому уравнению; y\k)(x) и Hk{x,t\) есть производные 
по х k-то порядка соответственно от функций yt{x) и Н0(х, T J ) . 

Наконец, си с2, •••, сп есть произвольные постоянные, входящие 
в общее решение уравнения L [у(х)] — 0. Легко проверить, что урав­
нение (1) равносильно интегральному уравнению Фредгольма 

F{x) = f{x) + lJK{x, t) F(t)dt, (4) 



Об одном интегральном уравнении и методе А. И. Некрасова 7 

где 

К(х, 0 = ( ч > t)K, (х, т))}-dT],-. (5) 

f(x) = f{G, {t)К, (x, (6) 

Предполагая для случая m^Ln коэффициенты оператора L непре­
рывными в промежутке (а, Ь), функции Ki(x, t) регулярными в обла­
сти а < х , t^b, будем иметь ядро К(х, () регулярным в той. же 
области. К уравнению (4) или (I), таким образом, полностью при­
менима теория Фредгольма. 

Однако В. В. Васильев, следуя методу А. И. Некрасова [5], 
построил для решения этого уравнения новый аппарат функций, 
близкий по форме аппарату соответствующих функций Фредгольма. 

Так аналогами определителя D(X) и миноров D (*1'"' Х р х ) Фред-

гольма в исследованиях Васильева выступают соответственно функ­
ции 

GO Ъ Ь 

£ > ( Х ) = ^ ( \d*, ...da„ 
л = 0 a a 

X 

X 
{И, 0 i , ri)/C„ (n, <*i)}- --{H, (a„, r„)K-, (n, a„)} 

{#, n)K., {r„, a,)}- • •{//„ (a„, r„) / С (/"„, o„)} 
dai...dan; (7) 

Di(T"^x)^ 2 ов1«о...(?,р(/р)дл...^ 
^ 1 . . . 

' X i ... Xp 

X\ ... Xp 

W j . . . 
(8) 

где Д г , . . , ч I ' V 1 x ) есть целые функции параметра X, выражения 
р \ t\... tp J 

которых мы пока не выписываем. 
X l ... Хр 

Между функциями D \ \ " х I имеет место соотношение: 
ti ... tp 

01(м...хрх 

1\ ... tp 

?1 ... Г3_1 ГЗ + 1 . . . ip 

р 

-2 
+ Г{Я, (г, r)/Cv (х«, r ) } A ( * -x^-irxa+l ...х„ ] d n 

J J \ ^1 ... Га—1 Га fa + l . . . £р 
(9) 
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из которого получаются различные решения уравнения (1). В част­
ности, если X' есть р-кратный корень функции A (X), то решениями 
уравнения (1) будут функции 

1 1 г ft г 

при этом решения (10) могут существовать только тогда, когда 
выполняются условия: 

b 

j^G4(t)K,(x,t)dt^0 (v = 0, 1, 2 , . . . ,т). (11) 

Заметим, что здесь автор формул (10) вступает в явное противо­
речие с теорией линейных интегральных уравнений. 

Действительно, при наличии условий (11) уравнение (1) стано­
вится однородным и, следовательно, его решения (собственные 
функции) не могут зависеть от свободного члена (6) этого уравнения. 
Но, как показывает равенство (8), числитель и знаменатель формул 
(10) содержат величины (?,'(*»), которые входят в состав свобод­
ного члена (6) уравнения (1). 

Очевидно, что формулы (10) будут верны лишь в том случае, 

когда функции Ддг...д / х > ^ j д л я х = Х ' либо совпадают друг 
р \t\.... tp j 

с другом, либо отличаются постоянным множителем; иначе говоря, 
когда эти функции будут линейно зависимы. В работах [2, 3] основ­
ную роль играют миноры А [

 1"'Хрх) Васильева. 

\ti...tP J 
Что же касается функций Дд1...д , то какие-либо свойства этих 

функций в указанных работах не рассматриваются. В частности, 
ничего не говорится об их линейной зависимости. В настоящей 
статье мы покажем, что функции Д9г q l X i - - - x P А удовлетворяют 

" \ti ••• tP j 
двум интегральным соотношениям, из которых при Х = Х' будет 
непосредственно вытекать линейная зависимость этих функций. 
В итоге окажется, что миноры (8) Васильева и все построения, 
с ними связанные, являются излишними. Что же касается функций 
„ (х\...хр \ 

Aq^.q X , то хотя аппарат их и недостаточен для полного p\ti...tp J 
исследования уравнения (1), но введение их дополнительно к аппа­
рату функций Фредгольма окажется полезным, так как это позволит 
значительно упростить структуру собственных функций ядра (5). 

§ 2. Прежде всего покажем, что функция А ( Х ) Васильева сов­
падает с определителем £>(Х) Фредгольма относительно ядра (5). 

В самом деле, если поменять в формуле (7) порядок интегриро­
вания и внести затем под знак определителя интегралы по перемен-
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ным oil,..., а„, то этой формуле можно придать вид: 
. со 

A(*)=2(-l)"i"rx 

b b 

p r t v ( аь ri)K. (Ги o.)}fibr • • J { t f . (a„, r„)K, (r,, a„)[ din 

X И 
J{H, («ь ri)AT, (''я, o.i)\dar • • J{H, (а„,Г„)Кч (ru *n)\dan 

X 

откуда, в силу (5), 
Xdri... drn, 

b b 
ri... r„ dr> ...drn = D{l). 
ГI . . . r„ 

n=0 a a 

Построим еще для ядра (5) первый минор Фредгольма. Имеем 
00 Ь Ь * ' 

д '*'=ч-2^ 1 ) '^-:-М*'Л

Л::'г?)* ;"*- (12) 

я = 0 о a 

Определитель, входящий в эту формулу под знаком интеграла, на 
основании (5) запишем в виде 

; ri ...гп\. 
Г\ ... г„ ) 

J{H, ( Y J , t) AT, (x, fi)\ dri; K(x, /_)... K(x, r„ 

| ~ { Я , (vj, t) K-, (rn, rjj} di\; K(rn, n ) . . . K(rn, r„) 

Каждый из элементов первого столбца здесь состоит из т -f-1 сла­
гаемых. На этом основании правую часть предыдущего равенства 
можно представить в виде следующей суммы: 

ni b 

где 

Ki Х\ Г] ... Гп 

t\T\... Гп 

Ki(x, t ; К(х, г\) ...К(х, гп) 
Л.(п, t); К (г,, п). ..К(ги Гп) 

(13) 

(14) 

Ki(rn, t)\ К{Гп,Гг) ...К(гп, гп) 

Подставляя выражение (13) определителя К[х1 Г ' " - Г я ) в равенство 
V t, П ... Гп/ 

(12) и меняя порядок интегрирования, получим 

di\. 
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Введем функции 
оо Ъ Ь 

д,(Х, t-, > о = 1 ) 4 ^ • • • jV/ ;;;;; ... drn {щ 
Л = 0 

(i==0, 1, 2,... ,m). 
Тогда 

m £ 
(16) 

Таково выражение первого минора Фредгольма для ядра (5). 
Легко проверить, что функциям (15) можно придать вид, который 
они имеют в работах [2, _•]. Именно: 

СО b b 

п~-0 

X Я > Ki(x, t); { Я . (а,, п)Кч (х, а,)} • • - { Я , (а я , гп)К, (х, ап)\ 
X 

Ki(rn, t); { Я , ( а ь п) /С. (Гл, а,)}- * - { Я , (з„, r n ) / C (r„, ал)} 

• Xdn...dr„. (17) 
Для этого достаточно в определителе (141 заменить элементы 
К(х, Гк) и /Г(г. , гн) (v, & — 1, 2 , . . . , и) их выражениями (5) и вынести 
затем все интегралы по переменным г 3 , . . . ,г„ за знак определителя. 
После чего, изменив в формуле (15) порядок интегрирования, мы 
запишем ее в виде (17). 

Формула (16) обобщается на миноры высших порядков следую­
щим образом: 

°(1!:::?;0« 
(16') 

где 

причем 
я = 0 а а 

Я- / x i . . . х р ; ri _ 
K l , - " P \ h . . . t P ; n...rn>-. 

Kqi{xu h)...Kqp(xi, tp)K(xx, /_)... K(xu rn) 

K4i(хР>iij...Kg (xp, tp)k(xp, n)...k{xP, r„) . 
КдЛги ti)...Kgp(n, tp)K(n, r 1 ) . . . /C(n I r«) ( 1 4 > } 

kg,{rn,ti)..,kqp'{rn,tP)k'{rn, n)...k(rn, r„) 
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Так же, как и в случае р = 1 , формуле (15') можно придать вид, 
который она имеет в исследованиях В. В . Васильева. Необходимо 
заметить, что в работе [3] функции Di — Х р \ ^ отождествляются 

с минорами Фредгольма для ядра (5). Неправильность такого отож­
дествления становится очевидной, если сопоставить между собой 
равенства (8) и (16). 

Функции (15') удовлетворяют двум фундаментальным соотноше­
ниям, что мы сейчас докажем. Вывод первого фундаментального 
соотношения почти ничем не отличается от вывода подобного соот­
ношения в теории интегральных уравнений Фредгольма. 

Для простоты будем сначала считать Пусть 

Щх, t) = Ki(x, t), 
ь ь 

a a 

"-/•••AC::::;:)*'-*- (19) 

a a 
Разлагая определитель, стоящий под знаком интеграла в равенстве 
(18), по элементам первой строки, будем иметь 

В\ (х, t) = AnKt(x, 0 - f 

+ j \ - «•{• • • j*<*. «)к(™~2_[z:::* -** 
k = \ a a 

Заменим в членах, входящих под знак суммы, величины п, п+и •••, гп 

соответственно на г, г*,..., тп-\ и перенесем строку г в определителе 
Ki на первое место. 

Тогда получим тождество , Л 

hi (х, t) = AnKi(х, t) — nJK{x, г) Bl~l (г, t) dr. 
a 

Умножая это тождество на (—1)"— и суммируя по п от л = 0 до 

га — оо, получим искомое соотношение: 

Д , {х, t; I) = Ki (х, l)D(k)+kf К(х, г) Д, (г, t- \) dr (i - 0, 1, 2 , . . . , m). 
{ (20) 

Разложим теперь определитель (14) по элементам первого столбца. 
Поступая так же, как и в предыдущем случае, будем иметь для 
В" (х, t) следующее выражение: 

ь ь ь 

вцх, t)=AnKi{x, t)-n fK,(r, t)dr j - JK^ £'...£.:!)DRI--" 
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Но, в силу (5), 
т Ь 

; = 0 г 

Следовательно, 

B<l{x, t) = AnKi{x, t) 
т b b b b 

- j ^ ft, r) AT. (г, 0 .. j > , g £ ••• rfr,... flfr,_,. 

Откуда, меняя в первых двух интегралах порядок интегрирования 
и учитывая (18), найдем 

т Ьг 

В1 (х, t) - AnKi (х, t) - « Б ) AT/; (ij, О ВГ 1 (х, 1 , ) d 4 , (21) 
где 

Kil(%t)='fKi(4,t)rJj(-n,r)dr (i, 7 = 0, 1, 2, ..., т). (22) 
а 

Если умножить тождество (21) на (— 1 ) " — и просуммировать pe­
ril 

зультат по п от п — 0 до п = оо, то получим систему m-f-1 соотно­
шений вида 

т г 

Mt(x,ti\) = Ki(x,t)DM+\2 \Ki)fat)Ai{x,-4\\)d-n. (23) 

Равенства (20) и (23) показывают, что функции Д\ (х, t; I) по х удов­
летворяют интегральному уравнению (4), в котором / ( х ) = Ki (х, t) D (к), 
а по t — системе интегральных уравнений Фредгольма с ядрами (22) 
и свободными членами АГг(х, t)D{l). 

Соотношения (20) и (23) обобщаются на миноры высших порядков 
следующим образом: 

(qu.:,qP = 0,l,2,...,m), 
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a=l 

т b 

/ = 0 а 

(?», . - . , ^ = 0, 1, 2 , . . . ,ш) . 

Здесь символ ' означает, что у буквы Д индекс q9 следует опу­
стить, причем в формуле (20') р пробегает значения 1, 2, ...,р, тогда 
как в формуле (23') {* фиксировано. 

В заключение этого параграфа выразим еще производную р-то 
порядка от £>(Х) через функции (15')- Для чего заменим в формуле 
Фредгольма 

ь ь 

a a 

минор D(Xl *•' X p i ) его выражением (16'). Меняя затем порядок 
\Xi ... Хр J 

интегрирования, получим 
т А г 

D(.')(X) = ( - 1 ) " £ J ...J dU...dtPX 
Чх 9 p = 0 a a 

U *p P 

a a / = 1 

§ 3. Применим предыдущие результаты для построения решений 
уравнения (4). 

1. Пусть О(к)ф0. В этом случае можно использовать минор 
(16) для построения резольвенты ядра (5) и записать решение урав­
нения (4) по известной формуле Фредгольма. Но можно это решение 
выразить через функции (15) непосредственно, минуя минор D(x, t; X). 
Для этого умножим обе части тождества (20) на -^—^ Gt(t) и 
просуммируем результат по i от . = 0 до I — т. Интегрируя затем по­
лученное равенство по t от а до Ь и учитывая (8), будем иметь 

ь 

' F(x)^f(x) + -kfK(x,r)F(r)dr, 
а 

где 
b 

F ( x ) = rTwf Ж*'''*)*'- (25) 
а 

В таком виде представлено общее решение уравнения (4) для не* 
собственных значений X в работах [2, 3]. 
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2. Пусть 0(1') = О, D'(k')£0, т. е. X' есть простой корень урав­
нения D(X) = 0. Соотношение (20). показывает, что Д(х, t; X') как 
функция х удовлетворяет однородному уравнению 

и 

F(x) = \ £к(х, t)F(t)dt, если Х = Х'. (26) 

Так как собственному числу X' соответствует т -f-1 собственных 
функций Ft {х) = Д,(х, t'; X') (i = 0, 1, 2,...,т), то эти функции либо 
совпадают, либо отличаются множителем, не зависящим от х. Иначе 
говоря, когда эти функции по х линейно зависимы. 

Поэтому можно ограничиться построением одной из этих функ­
ций, например Д0(х, t; X). Таким образом, в качестве собственной 
функции можно принять 

= Д0(х, . ' ; Х ' ) 

Д0(х'.1';1>) 

Далее из системы тождеств (23) следует, что Дг(х, t\ X') как функ­
ция t удовлетворяет однородной системе интегральных уравнений 
Фредгольма 

И/ (0 = *__] fKufa^uji-fijdri (1 = 0, 1,2,..., т). (27) 

Возьмем теперь минор D(x,t;l) Фредгольма (16). Считая этот 
минор функцией х, подставим его в уравнение (26) вместо F(x). 
Тогда получим 

т " . » 

£ JHi(% t) Д(х,ч X') -VJK(x, г)Д,(г, т, X') dr 
fif-П = 0. (28) 

С другой стороны, рассматривая этот минор как функцию t и под­
ставляя его в уравнение, 

ь 
4,(t) = lfK(r,t)*(r)dr, 

будем иметь 
- 1 ь 

С» Ol J 

Д, {x, rj; X'j - X ' £ Kij (a, T J ) Д)(х, a;\')da 
' = 0 

(29) 

dv) = 0. (30) 

В силу (20) и (23), равенства (28) и (30) являются тождествами. 
Откуда следует, что функции D(x, t; X') и Д/(х , t; X') (г = 0, 1, 2 , . . . , т) 
по х удовлетворяют уравнению (26) для X = X'. В то же время пер­
вая из этих функций как функция t является также решением присое­
диненного уравнения (29), тогда как вторая таким свойством не 
обладает. 

Следовательно, для построения собственных функций присоеди­
ненного уравнения (29) одного аппарата функций (15) недостаточно. 
Для этой цели надо дополнительно привлечь миноры Фредгольма (16). 
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3. Предположим, наконец, что X' есть r-кратный корень уравне­
ния Z>(X) = 0. Равенство (24) показывает, что в этом случае 

Следовательно, существует число р^г такое, что 

D (X') = 0, Д ? 1 ( л , t; X') _з 0 , . . . , Л , • • (Х1 -' ^ °> 

но 

Из соотношения (20') следует, что функции 

/ х \ ••• ха—\ Х Ха-{-1 ••• Хр 

Г \ 1л . . . C . l i 1„ ' . 1 1 . . . t , 

* „ ( * ) = _ - . 4 ' • " ' * + Ц ^ ± ^ ( а _ = 1 , 2 , : . . , р ) (31) 

Д 
l \ - lD 

удовлетворяют уравнению (4), когда Х = Х'. Одному значению а 
соответствует всего (/га+ 1)р функций (31). которые между собою 
попарно линейно зависимы. Достаточно выбрать одну из них, напри­
мер ту, которая соответствует значениям Ql = q2 — "'==Qp — Q-
Поэтому вместо системы (31) можно взять более простую: 

г Г I I ' 

- j . (x)__, V ^ш-гу^у^^ (-___,, 2 , . . . , р ) , (32) 
• _ / ху... хр 

До Г . , Л ' 
h •• tp 

где 

при этом определитель К0 ^ ' " j " ) получается из определителя (14'), 

если в последнем положить qx = q2 = -• •= qP = 0. 
Система (32) линейно независима и является полной в промежутке 

(а, Ь). 
Очевидно, что для построения собственных функций ядра (5) мы 

могли бы непосредственно воспользоваться минорами Фредгольма 
(16'). Однако структура полученных таким образом функций будет 
значительно сложнее структуры функций (32). Наконец, соотношения 
(23') показывают, что система функций 

lx\...x\...xPv 

w-—^^v-^- ( a = = i , 2 , . . . , p ) (зз) 
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является решением однородной системы интегральных уравнений 

т(х) = 1 П _ Ktjfa x)ii){ri)dri ( i = 0 , 1 , 2 , . . . ,т), 
а ;=о 

если Х = Х ' . Так же, как и в случае p — h легко убедиться в том, 
что функции (33) не удовлетворяют уравнению (29), присоединенному 
к (26) . 

Для построения собственных функций уравнения (29) надо вос­
пользоваться минорами (16 ' ) . Если 

(а = 1 , 2 , . . . ,р) 

есть эти собственные функции, то, согласно (6), условия 
b b 

j"a>a(х) dx j * { O v (0 Kv (x,t)}dt = 0 (a = 1, 2 , ... , p) (34) 
a и . • 

будут необходимыми и достаточными для разрешимости уравнения 
(4) , когда Х = Х ' . 

Сопоставим теперь соотношения (34) и условия (11) Васильева. 
Соотношения (34) наверное удовлетворяются, если условия (11) 
выполнены. Но обратное не имеет места. 

В самом деле, если условия (11) не выполняются, то соотноше­
ния (34), в силу (3), дают однородную систему р уравнений с п 
неизвестными с\,...,сп. Так как эта система всегда разрешима, 
то, следовательно, надлежащим выбором с\,...,сп соотношениям 
(34) можно всегда удовлетворить. 

Таким образом, условия (11) не являются необходимыми. Выясним 
еще, как влияют условия (11) на задачу Коши для исходного 
интегро-дифференциального уравнения (а), когда Х = Х ' . Допустим, 
что условия (11) выполнены. Тогда соотношения (34) не могут 
давать какой-либо зависимости между е.,..., ся, т. е. Си ... ,сп в этом 
случае линейно независимы. В то же время уравнение (1) стано­
вится однородным и его решения для Х = Х ' имеют вид (32). Соот­
ветственно этому общим решением уравнения (а) будет 

У (х) = £ с,у1 (х) + X' Г Н 0 (х, Y)) [А1?1 ft) + • • • + APfB (ri)} d-ц. 

Следовательно, задача Коши для уравнения (а) с произвольными 
начальными условиями: zW(a) = zW (k = 0, 1, 2 , ... ,п — 1) всегда раз­
решима и решение ее зависит от рпроизвольных параметров Аи ...,АР. 

Если условия (11) не выполнены и г есть ранг матрицы системы 
(34), то задача Коши с произвольными начальными условиями, вообще 
говоря, не имеет решения, но всегда имеет решение так называемая 
специализированная задача Коши [6]. Таков смысл условий (11) 
Васильева. 

Наконец, заметим, что так же, как и в случае построения соб­
ственных функций присоединенного уравнения(29), аппарат функций 
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(15') является недостаточным для построения обобщенной резоль­
венты ядра (5). Для этой цели надо снова обратиться к минорам 
(16'). 

Если Т(х, t;l') есть эта резольвента, то при Х = Х' общим реше­
нием уравнения (4) будет 

F(x) •= f(x) + X' Гг (х, //)/(/) dt +S 5 f t ? А (*)> (35) 

где tpft(x) имеют вид (32). 
Итак, использование аппарата функций (15') позволяет дать 

весьма простые формулы для построения собственных функций 
ядра (5) интегрального уравнения (1). В то же время, если поль­
зоваться только аппаратом функций (15') и не привлекать допол­
нительно аппарат миноров Фредгольма (16') (как это имеет 
место в работах [2,3] В. В. Васильева), то невозможно построить 
собственные функции присоединенного уравнения (29), получить 
условия ортогональности (34) и общее решение (35'. Иначе говоря, 
метод А. И. Некрасова не позволяет построить все возможные 
решения уравнения (4). 

В заключение рассмотрим один простой пример. Пусть требуется 
решить задачу Коши: 

у" |хч у (ч) - xwy (ч)1 d% х = о, у (0) ==/ (о) = о. 
о 

Положим у"(х) = F(x), откуда, интегрируя и учитывая начальные 
условия, получим 

х 

v(x) = X j (x—t)F(t)dt, 

где F(x) удовлетворяет уравнению 

Г"2 — 3 / - И 3
 Xs (V— <3) (*) 

В данном примере 
Н0(ч\, t) = -t\ — t; Hi(ri,-t) = l; Ко(х, "ц) = xt\\ К\(х, п) = — x2rj2 

и 
{Н, (ч, t)K(x, г\)\==(у]~ t)xv\ —x-rf. 

Вычисления показывают, что 
2160 + 48Х - V D(X) = : 

2160 

Уравнение D(X) = 0 имеет корни X. = 24 - f -12 /19 , Х2 = 24 — 12 / 1 9 ; 

Д0(х, t; Xj) = . 7 + 2V\9x 12 + 6ТЛ9 х 2 

Д1(Х, f, \)=VJl=±t* 7 + 2/19 
х 12 + 6/19 xj 

В-223. Математика 
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Для X = Xj собственной функцией уравнения (*) будет 

Задача Коши имеет решение 
3 5 

У { Х ) = hf(x - о t - i i ± | ^ - 9 1 Л -= 
о 

104 + 22/19 j __ 138 -4- 24/19 i 

3 * 5 * -

Функции (**) и (***) при фиксированном t удовлетворяют урав 
нению (*). Непосредственная проверка показывает, что по / эти 
функции удовлетворяют тождествам: 

1 1 

До(х, ^ Х _ ) = Х j j ~ К ю ( * , *)Д0(х, a; h) da + С Кох К £)Дх{х, a; h)da 
0 о ~ 
1 1 

Дх (х, t; Xi) = X , [ j > i o ( « , t)M0(x,[a; h)da + J A T U ( < X , ()ДХ(Х, a.; X ^ d a j , 

где 

Koo («, 0 = J * o (r, /) tf0 («, r) dr --
0 

a 

AToi (a, 0 = J V o ( r , O f t (a , r)dr = 
о 

a 
АГю<a, 0 =JKi (r, .) Я 0 (a, r) dr-

о 
a 

АГи («, 0 = JVi,(r, 0 Я . (a, r) dr: 

аЧ 
" 6 

2 

0.4* 

г. Ленинград Поступило 
23 111 1959 
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