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О ТОЧНОСТИ ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЙ УСТОЙЧИВОСТИ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Для линейных скалярных неавтономных дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом и неот-

рицательным коэффициентом исследуются условия устойчивости, имеющие вид оценки сверху интеграла от

коэффициента по отрезку определенной длины. Показано, что точной верхней гранью множества значений ин-

теграла, гарантирующих устойчивость при некоторой длине промежутка интегрирования, является число 2.

Аналогичный результат получен для разностного уравнения.

Ключевые слова: уравнение с последействием, устойчивость, точные условия.

Рассмотрим уравнение
ẋ(t) + a(t)x(t − r(t)) = 0, t > 0, (1)

для которого ниже везде полагаем a(t) > 0 и r(t) > 0 для всех t > 0.
В случае a(t) ≡ α, r(t) ≡ ω следующий факт давно является математическим фолькло-

ром: если 0 < αω < π/2, то уравнение экспоненциально устойчиво; если 0 6 αω 6 π/2, то
устойчиво по Ляпунову; если αω > π/2, то неустойчиво. Этот результат обобщен [1] на случай
r(t) = ω, a(t) ≡ a(t + ω): в частности, необходимым и достаточным условием асимптотической
устойчивости оказывается справедливость неравенств 0 <

∫ ω

0 a(t) dt < π/2.
Первый эффективный признак устойчивости уравнения с переменным запаздыванием

был получен А.Д. Мышкисом [2]: уравнение (1) является асимптотически устойчивым, если
inft>0 a(t) > 0 и supt>0 a(t) supt>0 r(t) < 3/2. Это условие устойчивости, в отличие от приве-
денных выше, не является необходимым, но константа 3/2 является точной: если увеличить
ее на любое число ε > 0, утверждение об устойчивости становится, вообще говоря, неверным.
Результат Мышкиса многократно переоткрывался, уточнялся и обобщался. Несколько основ-
ных достижений такого рода рассмотрены работе [3], авторы которой, как и некоторые другие
исследователи в последние годы, рассматривают константы π/2 и 3/2 как фундаментальные и
поднимают вопросы о существовании настолько же фундаментальных констант для необходи-

мых условий неустойчивости.
Не отрицая содержательности таких вопросов, заметим, что известные на сегодняшний день

эффективные достаточные условия устойчивости уравнения (1), на наш взгляд, по-прежнему
являют собой скорее набор случайных удач, чем единую картину.

Рассмотрим уравнение

x(n + 1) − x(n) + b(n)x(n − h(n)) = 0, n = 0, 1, 2, . . . , (2)

являющееся дискретным аналогом уравнения (1). Здесь b(n) > 0, h(n) ∈ N ∪ {0}. К сегодняш-
нему дню получено несколько точных достаточных условий устойчивости уравнения (2) в виде
оценок сверху суммы коэффициентов b(n) на промежутке определенной длины (возможно, за-
висящей от n). В качестве верхних границ области устойчивости выступают как константы
π/2 и 3/2, так и другие числа. Обратим внимание на следующий результат [4]. Пусть h(n) ≡ ρ.
Тогда уравнение (2) асимптотически устойчиво, если

∑

∞

n=0 b(n) = ∞ и limn→∞

∑n
n−2ρ b(k) < 2.

Этот результат соотнесем со следующим [5] признаком устойчивости для периодического
уравнения вида (1). Пусть r(t) = ω и a(t) ≡ a(t+2ω). Уравнение (1) асимптотически устойчиво,
если 0 <

∫ 2ω

0 a(t) dt < 2.
Нетрудно показать, что оба последних признака устойчивости являются точными. Напри-

мер, в первом случае положим

b(n) =

{

2+ε
ρ+1 , n = k(2ρ + 1), . . . , k(2ρ + 1) + ρ,

0, n = k(2ρ + 1) + ρ + 1, . . . , (k + 1)(2ρ + 1) − 1.
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Имеем:
∑

∞

n=0 b(n) = ∞, limn→∞

∑n
n−2ρ b(k) = 2 + ε, решения неограниченно растут.

Совпадение констант 2 не случайно. Результат настоящей работы состоит в обобщении
последних двух теорем на общие случаи уравнений (1) и (2) с ограниченным запаздыванием.

Т е о р е м а 1. Уравнение (1) устойчиво по Ляпунову, если supt>0

∫ t

t−2ω
a(s) ds 6 2; экс-

поненциально устойчиво, если
∫

∞

0 a(t) dt = ∞ и limt→∞

∫ t

t−2ω
a(s) ds < 2.

Замечательно, что константа 2 точна в более сильном смысле, чем использовался выше: ее
нельзя увеличить с сохранением устойчивости, даже увеличив длину запаздывания.

Т е о р е м а 2. Для любых Ω > 2ω и ε > 0 найдется неустойчивое уравнение (1), для

которого limt→∞

∫ t

t−Ω a(s) ds < 2 + ε.

Аналогами теорем 1 и 2 являются следующие.

Т е о р е м а 3. Уравнение (2) устойчиво по Ляпунову, если supn

∑n
k=n−2ρ a(k) 6 2; экс-

поненциально устойчиво, если
∑

∞

k=0 a(n) = ∞ и supn

∑n
k=n−2ρ a(k) < 2.

Т е о р е м а 4. Для любых Ω > 2ρ + 1 и ε > 0 найдется неустойчивое уравнение (2),
для которого limn→∞

∑n
k=n−Ω a(k) < 2 + ε.

Отметим некоторый недостаток приведенных теорем. Для этого приведем наиболее силь-
ную из теорем о 3/2 для уравнения (1) [6]: неравенство lim

∫ t

t−r(t) a(s) ds < 3/2 влечёт оценку

функции Коши (по другой терминологии, фундаментального решения) уравнения (1) в виде

неравенства |C(t, s)| 6 N exp
{

−α
∫ t

s
a(τ) dτ

}

, где N,α > 0. Зависимость длины промежутка

интегрирования от t, в частности, позволяет рассматривать уравнения с неограниченным за-
паздыванием. Длина промежутка в теореме 1 постоянна, хотя ее доказательство показывает,
что это условие можно снять. Вопрос в том, как сделать это оптимальным образом.

Теоремы 1–4 естественным образом обобщаются на случай уравнения с несколькими запаз-
дываниями.
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On sharpness of sufficient conditions of stability for differential equations with delay

For stability of nonautonomous linear scalar equations with retarded argument and nonnegative coefficient, we consider
conditions that have the form of an upper estimate for the integral of the coefficient over a certain interval. It is
demonstrated that 2 is the least upper bound for the set of values of the integral that guarantee stability for some
lenth of the interval of integration. The analogous result is obtained for a difference equation.
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