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НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ МОДЫ 
ШЕПЧУЩЕЙ ГАЛЕРЕИ С ПОВЕРХНОСТНЫМИ 

ВОЛНАМИ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ ПЛАЗМЕННОМ 
РЕЗОНАТОРЕ 

В. Ф. Ковалев, В. В. Пустовалов, М * А. Савченко 

Рассмотрено нелинейное взаимодействие длинноволновой моды шепчущей галереи 
с коротковолновыми поверхностными волнами в цилиндрическом плазменном резонаторе. 
Найдено стационарное неоднородное вдоль границы резонатора распределение интенсивно-
стей моды шепчущей галереи и поверхностных волн и показано, что это распределение су­
ществует только при опеределенном радиусе резонатора и для фиксированных значений 
максимальной амплитуды моды шепчущей галереи. Исследована устойчивость интенсивной 
моды шепчущей галереи с постоянной амплитудой относительно распада на две встречные 
электромагнитные поверхностные волны и получены выражения для инкремента и порога 
такого распада. 

В 2 ] проанализировано трехволновое нелинейное взаимодействие на 
криволинейной плазменной границе высокочастотных электромагнитных мод 
шепчущей галереи. Их частота значительно превосходила ленгмюровскую 
частоту COJS электронов плазмы. Д л я плазмы металла ( с о ^ ^ Ю 1 6 с" 1) этому 
условию удовлетворяет, например , о изучение мягкого рентгеновского диапа­
зона (с длинами волн \ ~ 103-f-10 А). 

В настоящей работе мы рассмотрим нелинейное взаимодействие сравни­
тельно более низкочастотной моды шепчущей галереи с поверхностными элек­
тромагнитными волнами в резонаторе. Частоты взаимодействующих волн при 
этом будем считать сравнимыми с ленгмюровской частотой электронов плазмы, 
что д л я металла соответствует длинам волн \ ^ 1000 А. 

Т а к к а к эффективность обсуждаемого взаимодействия растет с уменьшением 
фазовых скоростей поверхностных волн (т. е. с уменьшением их длины), мы 
ограничимся рассмотрением наиболее интересного случая распадного взаимо­
действия длинноволновой моды шепчущей галереи с двумя коротковолновыми 
поверхностными волнами. Резонатор радиуса а образован круговой цилиндри­
ческой поверхностью однородной плазмы, граничащей с вакуумом 0 <С г < а 
и занимающей область г ^ а. 

В цилиндрической геометрии {г, ср, z) структура электромагнитного п о л я 
взаимодействующих волн в вакууме и в плазме определяется уравнением д л я 
единственной z-компоненты вектора напряженности В (со, г) магнитного поля 

^Вж - {д In е (со, r)ldr) dBJdr + (are (со, г)/с 2) Вг = — (4тг/с) (rot j c 2 ) (со, г)}„ 

Д А = д 2 \ дг2 + (1/г) д\дг + (1/г 2 ) d2jdf. (1) 

Здесь е ( ш , г)=1 —- (coi/co2) (1 — iv/co) — линейная диэлектрическая прони­
цаемость плазмы на частоте со; со^=(4тсАге2//п)х/2 — ленгмюровская частота элек­
тронов плазмы с зарядом е и массой т; v — характерная частота диссипации 
(v <^ со). П р а в а я часть уравнения (1) определяется квадратичной по полю плот­
ностью j ( 2 ) (со, г) электрического тока в резко неоднородной холодной плазме 
и имеет стандартный вид [ 3 ] , из которого с учетом однородности плазмы и 
выбранной геометрии непотенциальных полей следует, что нелинейный в к л а д 
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в уравнении (1) обращается в нуль . Это означает, что распределение электро­
магнитного п о л я в плазме (г > а) и в вакууме (г <^ а)] описывается решением 
линейного (без учета правой части) уравнения (1), а нелинейность взаимодейст­
в и я проявляется только в виде граничных условий с нелинейными поверхност­
ными токами. Такие граничные условия возникают обычным образом при 
интегрировании (1) по переходному слою малой толщины на границе раздела [ Ч 
(ср. также [ 4 ] ) . 

Структура магнитного п о л я поверхностных волн при (с/соа) \ 1+в' (со)3/* | <^ 
< 1 и моды шепчущей галереи при с/ соа <^ 1 имеет следующий вид (е (со) = 
= е (со, а)): 

ВгК, 2 ; г, ср) = Ь1г#±*Рг.* ехр{(г _ а) [ - 1 - е' (co l f 2)]V 2J , 0 < г < а, 

в г К , 2 ; r> <р) = ai,*t±iPi>*ехР\— (г — о) X 

Г в' (а>1 о) 

Я , К г, <?) = V < A % К г), 0 < г < а, 

К ; г< <?) = « 3 « ' > L W

5 К» г), г > а. (2) 

Здесь частоты поверхностных волн сох и со2 близки к частоте поверхностных 
плазмонов <ох/\/2 и примерно вдвое меньше частоты со3 ~ coî /2 моды ш е п ­
чущей галереи . Эти частоты определяются решениями дисперсионных у р а в н е ­
ний , возникающих при наложении граничных условий на п о л я (2) в пренебре­
жении нелинейностью и диссипацией, и имеют следующий вид (ср. [ 5]): 

W 2 Ы ~ ( ^ / \ / 2 ) 

1 — ^ ( ® W C # L ) 2 

1 —1(со £ а/с^) 2 

»з ( f t ) : [l + 2-44qPfk- 0.3115 ^ J . (3 ) 

Закон сохранения частот сой (рг) + со2 (/?2) == ^ 3 ( / ? 3 ) определяет при заданных 
числах р19 р2 и радиус резонатора а, в котором происходит нелинейное 
взаимодействие колебаний (3) 

(4) 

Натуральные числа j ^ , /? 2 и /? 3 равны отношению длины окружности гра­
ницы резонатора 2ка к длинам соответствующих волн. Ф у н к ц и и Vg и Wqr 

определяющие радиальную структуру магнитного поля моды шепчущей галереи,, 
в ы р а ж а ю т с я через функции Эйри 

V* = A i Ш"(" Т <Г—) + Т . ) ] . Т, Ы - ~Л + 0-623 ^ , 

^ = A i [Ш'/3 (-1 (г - а) + 1 - е К ) + Т г ) ] -

- ™ [Ш° (~ 1 (г - а) + 1 - s К ) + Т г ) ] . (5) 

Отрицательные величины (—t q) являются корнями функции Эйри Ai (t);q — 
= 1 , 2 , . . . . Верхний знак в формулах (2) соответствует частоте со = сох, а н и ж ­
ний С0 = С 0 о . 



Медленно меняющиеся в пространстве и во времени амплитуды а (со, t,rt ср) 
и г, ср) в вакууме и в плазме удовлетворяют линейным уравнениям 

a 2 In V q db3 
д2 In V„ 

Or* ar 2 

d* In Wt q daz 

[ 1 + T T . W - ^ ( T f W ) + - ^ 

1 + 1 ( 1 - e' (0,3)) + ± т ? к) — ( T f Ы) + 
In W„ 

(6) i^r-fl) . 2 * ь п г , (04nWVpl^ 0 f l , . а > 3 ^ з . _ Л 

dfri.g - r f г e ' / M

 d 6 l > 2 , 1 i / " 1 + £ ' ("1,2) <*bi,« n 

-73Г + * [ — Кз)1 к — ± - с у - i r ^ — = 0 , 

i ^ i i + * [ - . ' (со, , ) ] - / , + 1 1 f J + I E A ^ 1 = 0 (7) 
rdy V 1,2л д г ^ с У *'(<*it*) dt U V } 

На границе плазмы амчлитуды bj выражаются через а у с помощью нели­
нейных граничных услозий, кзтэрым удовлетворяют магнитные поля (2), а сами 
амплитуды aj находятся из решений нелинейных укэрошнных уравнений (ср. [ 6|) 

даг^2 2 v i ^ 2 дах 2 .g 

' ^ , 2 ^ 1 , 2 + ^ 1 . 2 ^ . 1 ^ = ° » 

+ V s + 4 ¥ i 5 ' f = о , i = - л + р2 + (8) 

Безразмерные декременты затухания поверхностных волн v 1 2 и моды шеп­
чущей галереи v 3 имеют вид 

Ч , = у ( ^ - ) » * К , ) ( - 1 -^К, 2))-\ «'(«>)< 11 + (со)|. (9) 

Коэффициенты нелинейного взаимодействия g и /г в (8) даются соотноше­
ниями 

ft..=т т£т 1(1 +«' К. 2)) 3 (1 + К 0) ]-''= B i [(7=7) (4 - е ' К) + т, К))]. 
л=^ к1+е' к» (1 + е ' K))i-,/s { B i [ { w r f ^ - е ' W + Ъ К»]}"'. 

(10) 

Стационарное решение уравнений (8) (ddj/dt—O) в отсутствие затухания 
( v y = v = 0 ) при неоднородном распределении амплитуд a,j по у г л у ср выражается 
через эллиптические функции. Поскольку все коэффициенты нелинейного вза­
имодействия имеют одинаковые знаки, то амплитуда | а3 | моды шепчущей гале­
реи и амплитуда | ах | попутной ей поверхностной волны синфазно нарастают 
(или убывают) при увеличении угла ср. П р и этом амплитуда встречной поверх­
ностной волны, напротив, убывает (или соответственно нарастает) с ростом 
у г л а ср. Таким образом, нелинейное взаимодействие происходит в виде пере­
к а ч к и энергии от моды шепчущей галереи и попутной ей поверхностной волны 
к встречной поверхностной волне. 

Рассмотрим д л я определенности такой случай, когда при ср = 0 интенсив­
ность встречной поверхностной волны равна нулю: | а 2 (ср=0) | 2 = 0 . С задан­
ными п р и ¥ = 0 конечйыми значениями интенсивностей одной из поверхностных 



волн и моды шепчущей галереи характерный период Т перекачки энергии п о 
азимуту ср имеет вид 

ТС/2 
Т=2[^AzJ-VsК[yjzjz^ К{х)= Ij dt(l—x2sin2t)-xb9 

о 

* i . 2 = (ftA)" 1 ( § 2 + ( № + /ги?0) ± [8 4 + 8 8 2 & ( Л и ! о + &if 0) + 

+ 1 6 g 2

2 ( №

2 o ^ ^ f o ) 2 ] 1 A } , в?о = |а 1 (ср = 0 ) | 2 , ц3

2о = к 3 ( ? = 0 ) | 2 . ( И ) 

П р и полном обходе по замкнутому контуру распределение электромагнит­
ного поля внутри резонатора должно удовлетворять условию периодичности 
aj (ср) = aj (ср + 2п). Это условие, используя выражение для пространственного 
периода ( И ) , запишем в следующем виде: 

1Т = ъ, 1=1, 2, 3, . . . . (12) 

Соотношение (12) при заданной максимальной интенсивности и10 поверх­
ностной волны определяет дискретный набор максимальных значений интен­
сивности моды шепчущей галереи, при которых реализуется неоднородное по 
у г л у ср распределение амплитуд а.. В частности, при нулевой расстройке 
8 = 0 , когда отношение zjz1 мало, 

Ч hu2

10 af 0 j / 2 J 11 + (со,) I B i - ( 1 - е ' K) + T 5 K))] < 1. 

(13) 

из (12) с учетом (11) и (13) получим следующие разрешенные дискретные" 
значения плотности (максимального) потока энергии моды шепчущей галереи 
в цилиндрическом резонаторе: 

Q, К I) ~ 4.51 • 10~ 2 щ Д 1 [Ai' ( - g r 2 {(Pl - ptf4hP*)\ I = 1.2,3 . . . . (14) 

Если значения интенсивностей uf0 и щ0 не удовлетворяют условию (12), 
то неоднородное по углу ср распределение амплитуд оказывается невозможным 
и система (8) допускает лишь однородное стационарное решение вида 

К | = « 3 0 , К [ = | а 2 | = 0, v = 0 . (15) 

П р и достаточно больших амплитудах и30 моды шепчущей галереи однородное 
состояние (15) оказывается параметрически неустойчивым относительно экс ­
поненциального нарастания возмущений поверхностных волн во времени 

аг = Аг exp [i (I + 8/2) ср — гЩ а2 = 4 2 exp [—i (Z — 8/2) <р + iQ4]. (16) 

Инкремент Г такой распадной параметрической неустойчивости и пороговое 
значение Qiih) плотности потока энергии Qq (со3) определяются с помощью (16) 
и первых двух уравнений системы (8) в приближении заданного п о л я н а к а ч к и 
на частоте со3 моды шепчущей галереи ( Г = 1 т Q) 

r = j { _ l + I t [ o . e 9 3 A M [ A i 4 - < , > J i2 P4h 

Pt 
А'* 

512 <РгъГ [iP> - Р > + Р*>2 { p l ~ PW + Ы* { Й + P l f + 



Q i i h l ~ ^ n m d > [Ai ' { 4 + - 5 i 2 ( ^ K A - л + P * T (Pi - PIT + 

+ 4Z2 + p\f + 4Z ( p 3 - Pl + A ) (p§ _ ) ]} . (17) 

Наибольшее значение инкремента Г и соответственно минимальное значе­
ние Q i i h ) достигаются в условиях нулевой расстройки р^Рх — р2 фазового 
синхронизма и д л я пространственно-однородных Z=0 возмущений (16). П р и этом 
система (8) описывает взрывное нарастание амплитуд всех трех волн на границе 
плазмы. Нарастание амплитуд поверхностных волн может привести к форми­
рованию периодической структуры на границе плазмы (ср. [ 7 ] ) . Характеристики 
рассчитанной нелинейной структуры электромагнитных полей можно, по-види­
мому, использовать для оценки качества криволинейной поверхности резо­
натора . 
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