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НЕЛИНЕЙНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ИОННОЗВ-УIЮВЫХ ВОЛН 
И ГЕЛИКОНОВ В ПЛАЗМЕ 

А. С. Rиигсеп . 
(Москва) 

Методами теории возмущений и статистического усреднения по фазам :колебаний 
получены :кинетические уравнения для волн, описывающие трехплазмонные процессы 

слияния двух ионнозву:ковых волн в геликон и рассеяние ионного зву:ка на частицах 

плазмы с переизлучением в геликон. 

Оценена скорость накопления свистов в турбулентной плазме за счет та:ких нели­
нейных процессов. 

В ряде работ [1- 3] по турбулентному нагреву плазмы приводятся данные, свиде­
тельствующие о том, что плазма нагревается за счет рас:кач:ки ионозву:ковой неустой­
чивости. В работе [4] была сделана попытка обнаружения ионнозву:ковых шумов. 

Непосредственное наблюдение последних весьма затруднительно , поэтому в 
[ 4 ] проводились измерения свистов (геликонов), излучавшихся за счет нелинейных 
процессов с участием ионного зву:ка . 

Дисперсионные уравнения упомянутых ветвей :колебаний имеют вид 

юs (k) = юрi [1 + (krпe)·-2г'f• 
Qh (q)=qq2c2юнe/юpe2• Wне~Q~юНi, 021\Но 

(0.1) 

Здесь ю, Q - частоты, k, q - волновые векторы соответственно зву:ка и гелико­
нов; прочие обозначения общепринятые. 

Из уравнений (0.1), в частности, следует, что при одинаковых по порядку ве­
личины частотах ионного зву:ка и геликонов последние являются гораздо более длин­
новолновыми q ~ k, что и позволяет наблюдать их, в отличие от ионного зву:ка, для 
:которого k ~ r;~ · Нелинейная трансформация зву:ка в свисты может идти через трех­
плазмонные процессы (фиг. 1, а, 6), а та:кже через рассеяние ионного зву:ка на части­
цах плазмы с переизлучением в геликон (фиг. 1, в). Если частота зву:ка близ:ка :к ион­
ной плазменной, то слияние двух ионнозву:ковых плазмонов в геликон приведет :к по­
явлению в плазме уз:кого спе:ктра свистов с частотой, близкой :к 2 юРi• :ка:к это показано 
на фиг. 2, а, где I(Q) - интенсивность свистов. 

Процесс на фиг. 1, 6 - черен:ковс:кое излучение геликонов ионнозву:ковыми плаз­
монами - приведет :к излучению очень длинноволновых геликонов, максимальная 

частота :которых не превышает ширины Лю спектра ионнозву:ковых шумов (фиг. 2, 6). 
И, наконец, вследствие нелинейного рассеяния волн на частицах будут излучаться ге­
ликоны с Q <>;; ю, (в результате та:кого рассеяния частицы плазмы должны нагреваться, 
и, следовательно, волны могут толь:ко <<:краснетЫ>).Та:ким образом, процесс , приведен­
ный на фиг. 1, в, дает спе:ктр геликонов, изображенный на фиг. 2,в. 

Теория нелинейного взаимодействия волн в плазме, находящейся во внешнем маг­
нитном поле, была развита в ряде работ различных авторов [5- 7]. Одна:ко для :конкрет­
ных расчетов приведенные в этих работах общие формулы неудобны. Представляется 
целесообразным получить :кинетические уравнения для волн, описывающие нелиней­
ную трансформацию ионного зву:ка в геликоны, используя с самого начала :конкретные 
дисперсионные свойства обоих типов :колебаний. Методы расчета, :которые будут ис­
пользованы, с исчерпывающей полнотой изложены в :книге (В). 

1. Трехплазмонные процессы с щшучением геликонов. Законы сохра­
нения энергии и импульса допускают как слияние двух ионнозвуковых 

плазмонов в геликон, так и черенковское излучение геликонов ионнозву­

ковыми квантами. С экспериментальной точки зрения особый интерес 
представляет первый из этих процессов, так как при узком спектре ионно_ 
звуковых волн (ro ;:::::-; ropi) он дает, в свою очередь, ярко выраженную· уз_ 
кую линию в спектре. R тому же процесс черенковского излучения при_ 



А. С. .1\ИНГСЕП 19 

водит к раскачке очень длинноволновых геликонов, что затрудняет их 

· наблюдение. 
Пусть в плазме имеется высокий уровень ионнозвуковых шумов с ча­

стотой, близкой к ионной плазменной. Поскольку для геликонов близкой 
частоты Q (q) ~ ro (k) должно быть q < k, процесс слияния возможен 
лишь для плазмонов с противоположно направленными волновыми век­

торами. 

..._s 
...... 

'' ':.D\J\fV\IV' /J ~ /J 
~ - - - J ---- ........ -- ...... '......:.f 

{l § 

Фиг. 1 

Будем предполагать, что такие плазмоны в спектре имеются. В каче­
стве спектральной характеристики шумов будем пользоваться числом волн 

Nk = Wk/ю1e 
1 

где W k - спектральная плотность энергии колебаний. Тогда кинетичес-
кое уравнение для волн, соответствующее процессу на фиг. 1, а, имеет вид 

дNqh "1 ;; ;; h s h s 
дt = LJ(I) (k, q) (Nk Nч-k - N ч Nk - Nч Nq-k) (1.1) 

k 

Если уровень свистов мал Wq < W k, интенсивность их растет по ли­
нейному закону 

Hq 2 ::::;; 8л: ~ w (k,q) Nk0Nч_:Qt 
k 

(1.2) 

Именно этот случай реализуется в экспериментах [4]. Для вычисления 
величины w (k, q) воспользуемся принципом соответствия [8], а именно 
вычислим w (k, q) как коэффициент при первом члене в (2), считая уро­
вень свистов достаточно низким. Тогда 

дNчh =_!_<\dq'j~2> Eqf~,> (1.3) ы: · 
дt Q ~ Q а : 

1 

jq<2> = ~ dkiкq<JJкcpq-lo k = (k, ro) Q _, 

(1.4) 2UJpi 

Еч<2> = ~ dkEkq<JJ~<JJч-к • q = (q, Q) Фиг. 2 

<р k - потенциал ионно звуковых колебаний, по фазам которых проводится 
усреднение в (1.3). Все прочие комбинации нелинейных токов и полей либо 
не войдут в первый член уравнения (1.1), либо обратятся в нуль при ста­
тистическом усреднении по фазам. 

Исходная система уравнений 

dva. ( е _ Vpa. 
- = .-) Е + [va.roнa.] (1.5) 
dt \ т la. n""та. 

дпа. 
дt + div (па.vа.) =О 

ра. = const (па.)"У, сх = i, е, 

2• 
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Решая уравнение (1.5), можно пренебречь ионным давлением в ионно­
звуковых колебаниях, а для электронов положить у = 1. Что же ка­
сается геликонов, то для них тепловые поправки вообще несущественны. 
Далее, в указанной _области частот ионный звук можно считать незамагни­
ченным, т. е. пренебречь в коротковолновых членах поправками, связан­
ными с магнитным полем. 

В первом приближении по амплитуде полей получаем 

(l)e (k )-2 ;; k 
Vkoo = rпе -"- <rк• 

l Vl(i) 

V (l)i _ _ е_ km 
kw - Моо 'l'K 

т r 2 ___ е _ 

De - 4nпе2 

(1.6) 

В следующем приближении по амплитуде полей система (1.5) дает 

(2)i 1 ( е · 2 \ dk k2q ,_ _ < )) 
V q = - 2 М} J Qoo (Q - оо) ~'l'k'l'q-k - <rк<rq-k (1 . 7) 

(2)е 1 ('1 )_4 ( е \ 2 \ d'1 k 2 

V q = т rrпe м; J roo(Q- oo) Х 

{(q(~н.> rоне . [roн,qJ) 
Х Q 2 - ~ - . - 2-} (<rк<rч-к - <<rк<rч-к>) 

00не fине J 
(1.8) 

Оставим в (1. 7), (1.8) слагаемые только с такими комбинациями полей, 
которые войдут в первый член уравнения (1.1). 

Из (1.6) - (1.8) можем получить нужный нелинейный ток 

jq <2> = ~ е а ( n0 Y~z)a + ~ dkn~f)'"v~1l:) 
a.= i, е 

С точностью до членов порядка ro / rоНе; (krпe)-4 имеем 

• (2) .(2)i пое { е ·)2 ~ k2 _ ) Jq = Jq = --2 · -м dk ·- , (Ф1rФп-k <q к<rч-к)) Х 
' (J) \~&-WJ " .. . • . 

х ---- k + --- q-2----{[ 1 1 ] [ 1 1 ] kq k } 
Q - (i) (J) (i) Q k2 Q - (J) 

(1.9) 

Далее, нелинейные токи и поля связаны между собой соотношением 

(1.10) 

где 

ео ig О 

Bi_; = -- ig ео О О z 11 Но 
О О е1 
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В результате несложных алгебраических преобразований из (1.10) 
:можно получить 

Е <2> = Л (а. Q) J-<2> !1 '~. q (1.11) 

Здесь тензор Л11 с точностью до члеiюв ~Q / соне имеет вид 
4 QЗ Q 2 

Лij = i ql:z2c2 (~2q2 - Q2)-l Qij:::::::::; 2n2 q2q::c: б (Q - Qq) Qii (1.12) 

Компоненты тензора Q-;;, где i, j - 1, 2, 3, определяются следующими 
выражениями: 

Q11 = qx2 + qz2 • 

Подставляя (1.12) в (1.3), (1.4) и проводя статистическое усреднение 
по фазам волн, получаем 

дNqh 1 (' 2 2 
дt = 12 ~ dkJк, qА 1-к,-ч 1 <р ik 1 <р lч-к 

И, наконец, переходя от фурье-компонент в пространстве (k, ro; q, Q) 
к фурье-компонентам по k и q, после несложных преобразований полу­
чаем уравнение типа (2), где матричный элемент имеет вид 

:n: (J) pi 6Q о (Qq - (J) k - (J)q-k) - 2 -2 (1.13) 
w (k, q) = -2 (Q ) м 2 q qz АЛоА (J) -(J) по с 

А = (- 1- - _!_) k + (..!.. - _!_ ) q - 2 kq _ k_ Лоi; = Re Qi; . Q - (J) (J) \ (J) Q J k2 ~~ - (J) ' , , 

Выражение ( 1.13) приобретает очень простой вид для случая узких 
ионнозвуковых спектров , когда Q :::::::::; 2ro :::::::::; 2ropi · В этом случае 

'k , :rtoopiз о (Qq - wk - wq-k) 
w ~ ' q) = q2q 2 noM с2 Х 

z 

Х [ ~ q2q.L2 - 2 ~f q~ (k.Lq.L) + 4 (~?)2 (qz2k.L2 + (k.Lq.L)2)] (1.14) 

_ _ ( qHo) Но k _ . _ (kHo) Но 
Ч .L - Ч Но2 ' .L - К Но2 

В условиях эксперимента [4), т. е. при малом начальном уровне сви­
стов, нарастание их интенсивности происходит, согласно (1.2), по закону 

s " -W = \dkWk (1.15) 
ti 

Этот результат совпадает с оценкой, сделанной в работе [4], и хорошо 
согласуется с экспериментальными данными. При этом спектр излучения 
соответствует фиг. 2, а. 

2. Рассеяние ионного звука на частицах с переизлучением в геликоны. 
Процесс рассеяния ионного звука на частицах с переизлучением в свисты 
(диаграмма на фиг. 1, в) может быть описан следующим кинетическим урав­
нением: 

дN -h h "-1 s h 
дf- = Nq ~ w (k, q) Nк == 2rн (q) Nq (2.1) 
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Легко видеть, что в отличие от уравнения (1.1) уравнение типа (2.1) 
имеет только :шспоненциальные решения, т. е. если перекачка ионного 

звука в геликоны действительно может эффективно идти через рассеяние 

на частицах, то экспериментально должен наблюдаться экспоненциально 
быстрый рост уровня свистов. Для процесса, приведенного на фиг. 1, в, 
существенна структура функции распределения частиц, поэтому вместо 

системы (1.5) необходимо решать по теории возмущений систему уравне­
ний А. А. Власова. Для того чтобы сократить чрезмерно громоздкие вы­
числения, решим модельную задачу: нелинейные взаимодействия волн двух 

одномерных спектров, т. е. положим q 11k11 Н0• Это позволит к тому же 
сразу исключить из рассмотрения трехплазмонные процессы, вероятность 

которых, как . легко видеть из (1.14), обращается в этом случае в нуль. 
В дальнейшем будет указано, насколько может измениться результат при 
переходе от одномерных спектров к трехмерным. В качестве исходной си­
стемы уравнений возьмем уравнения Максвелла и кинетические уравне-
ния 

~!а + vV' /а.+ (.!!.-). (Е + _!_ [ vH !)' агz = О а = i, е 
дt т а с дv ' 

Для вычисления вероятности w (k, q), входящей в уравнение 
необходимо получить нелинейный ток 

jq<3> = ~ пеа. ~ f~*v dv 
ct=i, е 

пропорциональный комбинации полей типа <pk<j)k'Eq. 
В первом приближении решение уравнения (2.2) 

f:Ф> - - ( .!!_ \ kдf a. / дv m . в > 0 
"' - \ т) а. ro - kv + iв т '" 

i (l ) - . ( е \ Eqдfi /'дv 
fq - - l \ М) Q - qv 

+г(l) = _е_ ех i (Q - qv) <р {ё ех - i (Q - qv) <р' дfе d ' + С} Е 
Jq mro р ro ~ р (!),, дv <р q 

не не о "е 
27' 

С= (ехр - 2л:i(Q-qv) -1)-l \ ехр -i(Q-qv)<p' д/е dт' 
Фн ~ mн дv т 

е о е 

(2.2) 

(2.1)' 

(2.3) 

С помощью неслощных преобразований (см., например, [9 ]) выражение 
для длинноволнового электронного возмущения можно представить в ви­

де ряда, главный член которого с учетом малости отношения Q / ro н 
е 

принимает вид 

+e(l) 2 е 'е Но Е v2 2Т~ 
Jq = ~ml Но v q• те· = т- (2.4) 

Не Те 

В неодномерном спектре появляется поправка того же порядка вели­
чины. Здесь и далее предполагаем невозмущенные функции распределе­
ния fa. максвелловскими - это позволит представить результаты в конеч­
ном виде. 

Выпишем уравнение третьего приближения по амплитуде полей для 
длинноволновых возмущений 

- i (Q - qv) /~<3> - wна.дj~<з> ! д<р = 

= -( : )Jdk' (Е"' + ;, х k' х Ек') д: fч~W, -

- (: )J dk' :v /~51> ( Е~~к' + Q v ro' х (q - k') х Е~~к') (2.5) 



-
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Векторы k' и q - k' в правой части (2.5) одновременно принадле­
жат длинноволновой (геликоны) или коротковолновой (ионный звук) об­
ласти спектра. При вычислении члена, пропорционального комбинации 
полей ЧJkЧ!k'Eq', в правой части (2.5) следует оставить суммирование 
только по коротковолновой области - все прочие члены, содержащие 
такую комбинацию полей, обратятся в нуль при усреднении по фазам. 
В результате уравнение (2.5) существенно упрощается 

- i (Q - qv) f~(з) - Фна.дt~<3> /дер= 

= i ( _!___) ~ \ dk [kч>кf~~r + (q - k) t~щср~~кJ (2.6) т а. дv ~ 

Таким образом, во втором приближении необходимо вычислить только 

длинноволновые возмущения f//2>. 
Результат вычислений имеет вид 

t~<2> = i ( _!___J 2 
\ dqч>к-q ~ + . Х \ т а. .) ffi - i e 

Х [ (1 + qv) Е - (Eqv) ] дfа. ! дv . - ! ~ ' ) "\ dqmк kЭfa. (1) ! Э\· (2.7) 
Q q Q q ro _ Q _ kv +•о \ ~ .. '1' -q '"' __ 1. " 1. :о 

•с.. \ 11 • J tL tJ UJ ....... - , " u 

В выражении (2. 7) опущены члены, не содержащие нужных комбина­
ций полей. 

Можно показать, что нелинейный потенциал !рк<2> в одномерной модели 
обращается в нуль в соответствии с результатами предьщущеrо пункта, 
полученными в гидродинамическом приближении. 

Получим сначала кинетические уравнения для волн, описывающие 
рассеяние на ионах. Во втором приближении 

i (2) (' if.: = .J dqV к, qEq1PJнr (2.8) 
. f е \ 2 [ д ! дv kдfi ! дv 

V k, ч = i \ м J ro - kv + iв (J) - [~ - kv + ie 
' kд /дv дfi ! дv ] (2.9) 
г ro - kv + ie Q - qv 

Из (2.6), (2.8), (2.9) легко получить 

fi<з> = _ _.:__ \ a1-d , kд ! дv у Е 
q м .\ 1• q Q _ qv ч-к, q' !t</)кЧJq-k-q' 

В дальнейшем при усреднении по фазам ионно звуковых колебаний ин­
тегрирование по dq' снимается за счет б-функции б (q - q') б (Q - Q'). 
Будем предполагать эту операцию выполненной. Для нелинейкоrо тока 
j<з> получаем следующее выражение: 

·(3)i = (' f(З)i rd = 4nne ( _:___ \ 3 \ rlk 1rn1,.2 \ rlvv kд ! дv 
Jq ~ пе q ' v vт~ \ м J ·' - ' ' '" J -· .. ~~ - qv 

- i 

f kv . 1 kqvт~ kv 1 
Х lffi - kv - ie t- 2 (Q - qv)2 - Q- qv J' 

Подставим выражение (26) в уравнение 

дW / дt = j<3>E 

(Eqvi j' 
ro-Q-kv-ie Х 

(2.10) 

и проведем усреднение по фазам длинноволновых колебаний. Переходя 
к фурье-компонентам по k, q, получаем 

дW_ f' 2 
ijf- = ~ dk l ч>lk Фкч 
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где 

Фkq . - i :;~2 (~ Y~ dv (Q ~qqy)2 Х 
i 

{ 
(EqY) (Eq +v) (kY) fi kqvтi2 (EqY) (Eq +у) / 1 ," , , 

Х _I -IJt.].l\ 
(ro - Q - kY - iв) (ro - kY - iв) г 2 (ro - Q - kY - iв) (Q - qY)2 ' • / 

(kY) (EqY) (Eq ту) fi } (2.12)_ 
- (ro - Q - kY - iв) (Q - qY) 

Для эволюции спектра существенна только действительная часть Ф kq 

и, следовательно, мнимая часть входящих туда интегралов. Однако мни­
мый вклад от обхода полюсов типа (ro - kv)-1, (Q - qV)-1 экспоненци­
ально мал. Это позволяет упростить выражение для Ф kq 

ropi2 ( е ')2 kq ( ro - Q ro - Q kqvтi2 ) 
Re Фkq = - лvт/ \М W - -ro- - - Q--+ 2Q2 Х 

\ (Eq v) (Eq ту) fi 
Х Im Jdv w-Q-kv-ie 

Интеграл, входящий в эту формулу, сводится к функциям 
и особенно простой вид приобретает при малой разности частот 

~~ 1 
k v ~ 

Ti 

В результате получаем уравнение типа (2.1) 
дN" . 
дt -. = 2rн1 (q) Nq 

(i) ( ) = 2 -V:ii: (!) . \ dkivkwk !!._ ( ropi \ s (ro _ Q)2 
у н q З pi J пмс2 а \ k v,.. } roQ 

- • .1. i . 

' 
К рампа 

(2.13) 

Аналогично выполняются вычисления в случае, когда рассматривает­
ся рассеяние на электронах. Не будем приводить их ввиду еще большей 
громоздкости, а приведем сразу результат: оценку для нелинейного ин-

кремента уЙ•) (q), описывающего рассеяние с переизлучением 11а электро-
нах 

у (е) (q);:::::; 2 Vnffi \dkNkrok ( rope )3 (--°--)2 !!._ 
н ре J пмс2 kvт ~)н q 

. е е 

(2.14) 

Таким образом 

YW ---NWV ~ (wQ J2 
( ~i )з (2.15) 

не ' ' е 
т. е. в типичных экспериментальных условиях (в частности, и в экспери­

менте [4]) рассеяние на ионах вносит более существенный вклад в эволю­
цию спектра. 

Все проведенные в данном пункте вычисления были выполнены в рам-

ках одномерной модели kllq 11 Н0 • В трехмерных спектрах уЙi) может из­
мениться на величину того же порядка. 

Что же касается величины yjp, то при решении уравнения (2.6) в 
неодномерном спектре результат может быть больше в шне / Q раз. От­
ношение у<•) / y<i) и в этом случае остается малым. 

В работе (4 ] интегральная плотность ионнозвуковых шумов, измеренная по интен­
сивности излучения геликонов за счет трехплазмонных процессов, оказалась порядка 

10-2 эрг/см3• При параметрах плазмы п - 1013 см-3, Те ~ 100 эв из (2.13) можно вы­
числить 

r <i> <С ы . . 10- 6 
н "' p i 
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При времени регистрации -r - 0.1 мксек получаем у~) -r < 10-2 , т. е. геликоны, 
излученные за счет рассеяния ионного звуна на частицах, не могут быть зарегистриро­
ваны. Действительно, экспоненциальный рост плотности энергии геликонов в экспери­
ментах [4 ] не наблюдался. В то же время при Q - 2ropi был зарегистрирован отчетли­
вый пик интенсивности длинноволновых шумов, причем плотность энергии по порядку 
величины соответствовала выражению (1.15). 
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