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Во многих моделях квантовой теории поля [1-3] 
существуют солитоны - статические решения клас­
сических уравнений поля с конечной энергией. 
Согласно [1], эти решения играют важную роль 
при построении квазиклассической асимптотики 
соответствующей спектральной серии оператора 
Гамильтона, которая была найдена в [1]. 

В этой работе мы рассмотрим применение тео­
рии комплексного ростка [4,5] к квантовой теории 
поля. В частности, для моделей [1] мы получим не 
только асимптотический спектр гамильтониана, 
но и асимптотические собственные функции. Мы 
рассмотрим также более сложные модели, для ко­
торых метод работ [1,2] неприменим. В этом слу­
чае мы получим спектр и собственные функции 
гамильтониана с помощью бесконечномерного 
аналога [6] метода комплексного ростка для 
уравнений с операторнозначным символом [7]. 
Отметим, что рассуждения этой работы носят эв­
ристический характер. 

Рассмотрим уравнение вида 

(1) 
где *Р = ¥(х! ,...,хк; ф()) - функционал, зависящий 
от к вещественных переменных xt, ..., хк и функ­
ции ф: М. -» Ш1. Оператор Я в уравнении (1) имеет 
вид 

Я \dx 1 
25ф(х)8ф(;с) 2\dxJ 

-С/(7ёф(х)) а + -е 
iV 2^,ЭХ; 

+ Щл/еф(хг.)])+ £ V(xi-Xj) 
\<i<j<k 
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В этой формуле Е > 0, U: Ш -» Ш, V: Ш' -» Ш, 
W: Ш —» Ш, ос е R. Уравнение (1) отвечает следую­
щей физической задаче. Имеется система, состо­
ящая из квантованного скалярного поля и к час­
тиц, которые взаимодействуют с этим полем. 
Функция U имеет смысл потенциала самодейст­
вия скалярного поля, величины mfi/a являются 
массами частиц, взаимодействие частиц с полем 

ос ос 
описывается слагаемым - W. Функция - V играет 
роль потенциала взаимодействия между частица­
ми. 

Оказывается, что при е —> 0 к уравнению (1) 
можно применять квазиклассические методы. 
Действительно, после замены 

Ф = Тёф 
уравнение (1) принимает вид 

(3) Ж\-1г^,Ф)У = EW, 

где Ж (П, Ф) - некоторый оператор в пространст­
ве L2(№). Следует различать два случая. 

1. а = 0(e). В этом случае при е —> 0 оператор 
Ж (П, Ф) пропорционален единичному, а прибли­
женный спектр задачи (1) может быть найден по 
методу [1,2]. 

2. а = 0(1). В этом случае метод работ [1,2] не­
применим. Однако уравнение (1) может быть ис­
следовано с помощью метода комплексного рост­
ка для задач с операторнозначным символом. 

Рассмотрим сначала применение теории ком­
плексного ростка [4] к первому случаю: 

е -» 0, а = eß, ß = const. 

Аналогом классического гамильтониана являет­
ся функционал 

здт,Ф) = ^ [ | п 2 и ) + | ^ ) 2 + г/(Ф(дс))],(4) 

где П: Ш -> U - бесконечный набор импульсов, 
Ф: U -> U - бесконечный набор координат. Пусть 
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точка покоя гамильтониана (4), удовлетворяю- В этих уравнениях 
щая уравнению 

Ф-'ОС) = и'(Фс(х)). 1 д1 

(6) АФ = Х - ^ ^ ( Ф ( , , ) ) + £ V{xt-xj), 
Для того чтобы величина Ж0ф, Фс) была конечной, , = ' 1 а , < ; ' ^ 

2 потребуем, чтобы Фе(-°°) = Ф(
с '\ Фс(+°°) = Ф™, 

причем при Ф —> Ф (1,2) 

2 
^ 1 , 2 , ЩФ)~^(Ф-Ф(

С
1'2))\ ц1>2>0. 

2 ~ J L 2Ц(х)Ц(х) + 2{ах) + 

+ 1ф(х)У"(ФДх))ф(х)' 

-^-2 + У"(Фс(х)) 
dx 

fn = Ю„/„ (12) 

Отметим, что точка покоя (5) является вырожден- 2 
ной, поскольку точки П(х) = 0, Ф(х) = Фс(х - а) также ПУСТЬ в с е собственные значения со„ задачи 
являются точками покоя гамильтониана (4). л 

Рассмотрим одномерное изотропное многооб­
разие а |—> (Пи, Фа), а е R, в бесконечномерном 
фазовом пространстве неотрицательны, и только одно из них равно нулю: 

1ВД = 0, Фа(х) = Ф с(х-а). (7) , 
ш0 - и, / 0 - ч>с. 

Это многообразие инвариантно относительно ка­
нонического преобразования, отвечающего га- В этом случае уравнение (10) имеет решение вида 

Ф Г Ж Л м ' - .-'e<VVV '4+V> Ф(°)Г мильтониану (4). Рассмотрим следующий функ- _ . ,.2 <ж^ГЖ/ ч, п Г к 

ционал, соответствующий многообразию (7): ^Дфгл - в л1 А2 - ^ 1ФгЛ» U-5; 
4*0(^1' •••> **; ф(0) = гДе v = (v1; v2, ...), v, - целые неотрицательные 

= 5CO(*I-Ö> ...,хк-а)&0 

Ф 

Ф ( . ) Фа(-У (8) числа, 

где а = mm Ф- Jk 

eM = e(0)
 + Xa)4vkf 

fc а l 

, а Э̂ о быстро убывает при 
L2(R) 

стремлении аргумента к бесконечности. 
е<°> = 1 Т г / - - ^ + Г(ФС(*)), 

dxA 

Отметим, что функционал (8) инвариантен от- + _ г f * , v W r W r _ f f ГТА § , 
носительнозаменых->х-а,ф(х)->фа(х) = ф(х-а), л * ~ wk)Jк\л)У\л)ил } J k K 'Шх) 
а значит, является собственным вектором опера­
тора импульса 

.д\ .г, _„ , S 
^ (0)[ф(-)] = ехр 

* = 1НгИ**™ 
г Y 
Ф, — ^ + Г(Фс(х))ф 

dx y j 
5ф(х)' ., . • Отметим, что величина е(0) содержит расходи-

Как нетрудно проверить непосредственной м о с т ь ' к о т о Р а я может быть устранена [1] мето-
подстановкой в уравнение / дом перенормировки [8]. 

j . Обозначим через %м(х{, ..., хк) собственные 
^тЛе ^о) = Не 4*0, функции оператора Аф , отвечающие собствен-

асимптотика функционала е~'Нп¥0 имеет вид 
'"«0(0, Фс)» -iHty 

(е-'п'У0)(хь...,хк; <?(•)) = е- х 

Ф«(0 

ным значениям £(п>. 
При 

4\>(*i, ...,**; ф(0) = Х(п\хх-а,...,хк-а)х 

x%t(xi-a> •••,хк-а)У>, Ф()~ 
VË + о(Л), х(АГлГ2 . . .^ ( 0 )) ф ( . ) -

Ф.(0' 
-Те • 

где функция X/ и функционал Э^ удовлетворяют выполнено соотношение 
уравнениям 

/|д?дФ(.)] = Я2Э?ДФ(.)]. 

е - ^ = е-шхр + 0 ( е т ) ) (14) 

если 

(Ю) Е = 1-Ж0(0, Фс) + е(0) + ß£(n) + £ « ^ , . . ' (15) 
i > l 
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Таким образом, мы нашли приближенный спектр выполнено соотношение (14), причем 
и приближенные собственные функции операто­
ра (2) при а = eß, е —> 0. Отметим, что спектр (15) ,. 1 а д ,„ А ч . а 
может быть также найден по методу [1-3]. 

Рассмотрим теперь построение асимптотики 

а = const, e —>0. ,>! 

£ = ;Эео(0,Фс>в) + £ц(Фс,в) + 
£ Е 

спектра при (21) 

В этом случае аналогом функции Гамильтона яв- Т а к и м о б р а з о м , приа = 0(\) приближенный спектр 
?ГтЯ<Ь с ° б с Т в е н н о е з н а ч е н и е * оператора о п е р а т о р а ( 2 ) имеет вид (21). Функционал шГФ) яв-
<К>а\\и Ф) + осАф, т.е. ляется собственным значением зависящего от Ф 

Л(П, Ф) = Ж0(П, Ф) + схц(Ф), оператора Аф (11). Функция Фе при а = 0(1) являет-
(16) ся решением уравнения (17), отличающегося от 

(Аф - (х(Ф))х(х1,..., хк) = 0. классического уравнения поля (6). Величины со, а 
являются собственными значениями интеграль-

Точка покоя гамильтониана А удовлетворяет н о г о оператора В . 
уравнению 

Ф1а(х) = ^(Ф с , а(л)) + а д | ^ [ Ф с > а ( . ) ] . (17) 

Как и в предыдущем случае, рассмотрим функци­
онал *Р0 вида (8), где %о = %• Оказывается, что для 
функционала е~Шп¥0 также справедливо соотно­
шение (9), если 

~№r,a)t 
1, = le 

a SF, удовлетворяет уравнению 

»^г[Ф(-) ] = 

= (Д2 + а ^ ^ ф ( х ) 8 ф ( ^ ф ( у ) ф ( у ) ) у , [ ф ( - ) ] . 
(18) 

2 
Если собственные значения со„ задачи 

(*«/)(*) = Г-—2 + Г(Фс,а(х))1/(х) + 
Ле 

+ а 1 ^ О Ф 7 1 
ÔV 

5Ф(*)8Ф(у) fiy) 

неотрицательны, и только одно из них, со0, равно 
нулю, то уравнение (18) имеет решения вида (13) 
при 

Отметим, что при ос —> 0 выполнены соотно­
шения 

Фе>а = Фс + 0 ( а ) , 

^о(0,Фс,„) = Ж0(0,Фс) + О(а2), 

TrjB~a^>TrjB, co,(X-»co,. 

При СХ/Е = ß = const формула (21) переходит в сле­
дующую: 

h/e0(o, ФС) + №&с) + 

+ -TrjB + ^(oivi + 0(e). 
(>1 

Эта формула совпадает при некотором п с фор­
мулой (15). 
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