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О. А. Ладыженская, Н. Н. Уральцева 
ЛОКАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ ГРАДИЕНТОВ 

Р Е Ш Е Н И Й ПРОСТЕЙШЕЙ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 
НЕКОТОРОГО КЛАССА НЕРАВНОМЕРНО 

Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Х УРАВНЕНИЙ 

Посвящается юбилею 
Всеволода Алексеевича Солонникова 

ВВЕДЕНИЕ 

Основная цель работы — получить не зависимую от е оценку 
тах|?4(х) | ^ Ф1(тах|ые(ж)|); д.Ы~1{0!,д£1)), Q! CC П, для классиче­
ских решений ие уравнений 

--;—Ff(ux) + a(x,u,ux) = 0, е £ (О,1], х € Q, (1) 

где Q есть область в R", их — gradw, 

РПр)=^(у/ТТ^ + 1\р\2) = - ^ = + ерир = (Р1,...,рп), 

а а(х, и,р) подчиняется некоторым условиям, формулируемым ни­
же. В частности, в качестве а можно взять любую недифферен-
цируемую функцию, подчиняющуюся лишь условию: |а(ж,ы,р)| ^ 

/г . Именно с таким а пришлось иметь дело при исследова-
у/1+Р3 

нии нестационарных уравнений —-^-Щ{их) Л—/"' = 0 (см. [1]). 

Для них была получена оценка max |ы*|, и, тем самым, задача 
Пх(0,Т)' 

о локальной оценке \их\ была сведена к задаче о локальной оцен­
ке max|«a,(a;,f)| для решений эллиптических уравнений вида (1) с 
а = /"' , удовлетворяющим условию \а(х,и,р, t)\ < / ' 

V 1 + U i y i + p 2 

Рассматриваемому здесь вопросу получения равномерной по 
е G (0,1] локальной оценки max|u*| для решений уравнений вида 
(1) с дифференцируемой функцией а посвящена работа Темама [2]. 
Она во многом связана с работой [3]. Предлагаемый здесь вывод 
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оценки max|w*| также опирается на работу [3], но нам он кажет­
ся проще, чем данный в [2]; к тому же он охватывает и случай 
недифференцируемых функций а. 

Заметим, что в [3] была допущена оплошность — не оговорено 
явно условие симметрии 

аф,и,Р) ^ * * ^ £ > = * Й ^ М > = aji{x,u,P). (2) 

В данном случае оно выполнено: 

сч(х,и,р) = F?{p) = Q^/ЧР); F€(P) = VT+? + ep\ 

&aij(x,u,p)=:-§^F1Fe(p). 
Во всей работе для векторов р, q 6 W1 через (р, q) обозначается 

их евклидово скалярное произведение, р2 = \р\2 = (р,р) и, соответ­
ственно, их = (их,их). 

Через ц и /xj; обозначаются положительные постоянные. 
По дважды повторяющимся индексам подразумевается сумми­

рование от 1 до п. 

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 

Докажем справедливость следующего факта 

Лемма 1. Если для решений ие уравнения (1) выполнено условие 

\а(хУ(х),и1(х))\^ц, я € П , (1.1) 

то справедливы оценки 

max К ( * ) | ^ е - Ч ^ Д - 1 , ! ! , |K||2lBR(*°)) (1.2) 

в любом шаре BR(X°) С центром в точке х° 6 ft и радиусом R ^ 

1 « min[l; Uist{x°,dSl}]. 

Во всей статье мажоранты Ф*, суть непрерывные, монотонно ра­
стущие функции указываемых аргументов. 

Символ ||«||9 п есть стандартная норма в пространстве Лебега 
Lq(Q). 

Будем считать, что и€ G C2(Q) (хотя фактически использует­
ся меньшая информация о us), и условимся во всем дальнейшем 
тексте (кроме формулировок лемм и теорем) вместо ие писать и. 
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Введем, как и в [3], по исследуемому решению и(х) дифферен­
циальные операторы 5,: 

Oi<p = <Pi-——ч<Рк, г = 1,п,дп+1ср= ——-, (1.6) 
1 + их 1 + их 

где здесь и далее щ = uXi, <fi = <pXi, а <р - произвольная функция из 
C2(fi). Зависимость 6,- от и отмечать явно не будем, ибо решение 
и фиксировано на протяжении всей статьи. 

Обозначаем 

IM = [£(М2]1/2-

Введем также функции 

Е'М'^=т{*-щ)' "-' "i(1'4i) 

при р = их будем их обозначать просто F, Fi и Fy соответственно, 
т.е. 

F = F(ux), Fi = Fi(ux), Fij = Fij(ux). (1.42) 

Благодаря этому (1.3) можно записать так: 

6iip = FFim, 6n+1<p = F-2(ux,<Px)- (1-5) 

Кроме этого нам понадобятся равенства 

<pl = \64>\2 + F-*{ux,4>x)\ 
Fitfifj = F~1<piSi<p = 

= F-1[<pl-F-\ux,<Px)2} = F-l\6<p\2 (1.6) 

и неравенства 
I M 2 ^ ^ H ^ (1.7) 

Матрица (Fij(ux(x))), i,j = l,n, в любой точке х € П симме­
трична и положительно определена. Ее квадратичная форма при 
£ = (&,••• .£п) имеет вид 

Fab(i=F-1[e-(%,&].. ' (1 .8) 

Д л я £ , направленных вдоль вектора их, Ftj^j = F^^-F^u2) = 
F~3£2, а для любого £, ортогонального вектору их, имеем #,•&£,• = 
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F *£2. Ввиду этого матрица {Fij) ортогональным преобразовани­
ем может быть приведена к диагональному виду с собственными 
значениями А,- = F - 1 , i = 1, (п — 1), An = F~3. В этом представле­
нии 

II-г 1 

Ei(y>) = Fki<Pkt = F 1]Py>jbfc + -F ,~Vnn, <ры = <Pxkx,, 
* = i 

E2(y>) = FijFkiifikipji = ^ \i\kf1k = 
i,fc=sl 

и потому 
|E!(V) | ^ \/пЫ<р) Для V^ € C2(fi). (1.9) 

Для i*1* будем использовать обозначения, аналогичные (1.4i), в 
частности 

F£ = F«(u r) = F{ux) + iul, F? = Fi + ещ, 

F^=Fij+s4. (1.10) 

В § 2 нам потребуется еще неравенство 
п 

\6{и2
х)\^2\их\\Ьих\, где \6их\2 = ^\Ы2- (111) 

i = l 

Следуя [3], вычислим от обеих частей уравнения (1) оператор 
п 

У} и;-р- и результат запишем как нижеследующее уравнение для 
( = 1 " * ' 
функции 

v(x) = и1(х)-
А именно, 

1 A An 

Введем еще одну функцию переменных х: 

file:///i/kf1k
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Для ш из (1.12) вытекает уравнение 

-г?гч>+*=-«£• (1Л4) 

где 

A = i ^ . F w t i w « w , (1.15) 

ибо верны следующие равенства: 

Ъ\-Vj = 2ыо>, , Fij(uHUij - W.'Wj) + £ (« х а , - W j = 

= F0- «Ku y
 J- \+£\uxx- -

f ' I 2727 

W Ш J \ Ш W 
• u[FijFkiukiuij + eFkiUkiUu] - wA, 

где u2
xx = J2 и2 

kl-

Стандартно выводится оценка 

/ 
(« + ш 2 К 2 ^ < Ф з ( т а х ( С 2 + С 2 ) ) | Н | ^ . (1.16) 

Здесь и далее С есть "срезка" - гладкая функция, равная нулю 
вблизи 80. со значениями из отрезка [0,1]. Для доказательства 
(1.16) умножим (1) на и£2, проинтегрируем по П и результат пре­
образуем с помощью интегрирования по частям к виду 

/ FfmC2 dx=- j F?u2Cb dx- f au(2 dx. 
n u n 

Отсюда благодаря условию (1.1) можем сделать следующие вы-
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воды, используя неравенство Коши: 

п 

^ 2| / ( w - Ч + ещ)0и<;с1х\ + ц f \u\C2dx ̂  
п п 

< 2( (ш-^СЧх Iu-lu\ldx)ll4 

+2e(j uie dx J u2C dxfl* + /x||«C2||i,n ^ 
n a 

<lj(4,-1ul + eul)?dx+ 
n 

+2 J («-VC2 + e«2<2) d* + /*IK2||i,n. 
n 

После приведенния подобных членов и умножения на 2 получим 

Jiu-'ul + eulXUx^ 
а 

<*Ju2(C2+e)dx + 2n\\uC%,n, (1.17) 

помня, что е € (0,1]. Из (1.17) следует (1.16). 
Локажем теперь, что функция ш принадлежит классу 

%n(Bji,f,l,a,6,k) со следующими значениями параметров: т — 
а .= / = 2, S = 2/n, ife = е - 1 и с BR, лежащим в П и отстоящим от 
8Q на расстояние, не меньше, чем 2R. Число -у будет подсчитано 
ниже (по поводу классов %п см. § 5, гл.П, [4], стр. 108.) Для этого 
достаточно доказать справедливость неравенств 

Cdx^ 

^7[J(u-k)\a+e)dx+k*Jedx] (г.щ 
А„ Ак 

для любых к ̂  к = е~1 (напомним, что £ - 1 ^ 1) и любых £ G CQ(Q) 
(см. Замечание 5.4, [4], стр.112). В них Ак = {х € 0|Ща:) > к}, а 
7 не зависит от е. 
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Займемся доказательством (1.18). Для этого умножим уравне­
ние (1.14) на (со — fc)+C2 и результат проинтегрируем по П. После 
интегрирования по частям в первом и последнем членах получим 

J FfjWjWi? dx + JЛ(ы - fc)C2 dx = 
Ak Ak 

= - y^W j (w-fc)-2CC,dx + Ja-£-[F,(u>-k)C2]dx. (1.19) 
Ak A„ 

Используя соотношения (1.7)—(1.10)', сделаем из (1.19) такие за­
ключения: 

/ FfjWiWj? dx+ I Л(ш - к)С2 dx = 
Ак Ак 

J [ М + «„*] C2 dx + J А(и _ к)С2 dx ^ 
Ак Ак 

1/2 / ч 1/2 

*2 j „ I if ре /•./•.( L\2. ^ 2 I J Ff^WjC dx\ \J FftW ~ *Г ^ I + 

+** J \Fikulk(w - fc)<2 + FmC2 + 2F(u - *)CCi| dx'< 

< ^ У ^U,,W JC2 «fa + 4 1 ( 1 ^ .+ eC2) (« - *)2 dx+ 
Ak Ak 

-+iiyftjv£(v-k)<:2dx+rj(\u,x\<;2 + 2(w-k)<;\cx\)dx^ 

< \ J FfjUiUjC
2 dx + A J ( ^ l + *<*) (U-k)2 dx+ 

Ak Ak 

, 2 . 
+ \ J A ( U - k)C2 dx + f^ j{u, - k)(2 + \ J eu2

xC
2+ 

Ak Ak 

6 Записки научных семинаров ПОМИ. Том 213. 
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Приведем подобные члены и результат умножим на 2. Это даст 

/ W^~+£ш1}<2 dx+1А{ш ~к)(2 dx ̂  
Ак Ак 

^8 / (^г+ес2)(w •к)2 dx+^п 1{ш -к)с2+¥ /с2 dx+ 
Ак Ак Ак 

+2nej{u-k)2£ + ^jt2dx^ 

Ак Ак 

^8Jex(l + e)-(w-k)2dx+^\fe(u;-k)2C2dx+fk2dx + 
Ак Ак Ак 

+ Щ- f С2 dx + 2»е ({и - к)\1 + у / С2 dx. (1.20) 

Выбросим из левой части все члены кроме J £ш2С2 dx и резуль-
Ак 

тат поделим на е. Это приведет к неравенству 

J ш2
хС dx ^ (16 + 2ц) J(w - к)2С dx+ 

Ак Ак 

+^J("-k)42dx + 2»(l + fi)e-2Jedx, (1.21) 
Ак Ак 

из которого следует (1.18) с к ̂  к = е - 1 и ) = тах{(16 + 2у)\ (1 + 
n)2fi}. Как сказано выше, благодаря (1.18), а также принадлеж­
ности ш к W^BR), Ш принадлежит классу 212(-Вя,7,2,2, f , £ - 1 ) , и 
потому для ш верна теорема 5.3, § 5, гл. II, [4], стр. 108, гаранти­
рующая оценку maxw(a:) ^ с. Как сказано в замечании 5.2 того же 

' К а к видно из дальнейших выкладок для доказательства неравенства 
(1.18) можно было бы выбрать параметр а при использовании неравенства 
Коши 2аЬ ^ ого2 + а~ 1Ь2 иначе и получить значение 7 в (1.18) меньшее, чем 
указано далее в (1.21). Но мы предпочли сохранить (на всякий случай) в ле­
вой части (1.20) все члены, имевшиеся в левой части (1.19). В данной работе 
они нам не нужны. 
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параграфа, (стр. 111) мажоранта с является линейной функцией 
к = £ - 1 и а2 = Д_п/2 | |(а) - к)+\\2,вн- Но благодаря (1.17) 

„2 ^ п -пм , ,||2 
а2 ^ К | И | 2 ) В н 

^ нп + R Le i - - i 
/ 

= R~n j(l + ul)dx^ 
BR 

J 4 / V ( l + -^)da;-|-2/i / |u| da: 

^ Ф 4 ( й - 1 ) £ - 1 ( 1 + 11«1|2,2й) 

£ 

при s ^ 1, ибо по условию шар 5 2 я С ft и мы можем взять в каче­
стве С функцию, равную 1 в Вц и нулю вне 52Л- Таким образом, 
при £ - к х ! а 2 имеет порядок роста е - 1 ' 2 $С г - 1 . Поэтому указанное 
выше замечание 5.5 гарантирует наличие оценки (1.2). 

§ 2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 

В данном параграфе мы докажем наличие для max|wj| мажо­
ранты, независящей от е. При этом мы будем следовать части II 
работы [3], уделяя особое внимание членам, содержащим е. Как 
и выше, мы исследуем фиксированное решение и£ уравнения (1), 
обозначая его и. 

Операторы £ц, введенные в (1.3), определяются по этому реше­
нию. 

Обозначим мажоранту для тах|«(ж)| буквой М. 
Введем функцию 

w = w(x) = lg(l + v(x)) = lg(l + ul(x)) 

и докажем для нее справедливость неравенств 

(2.1) 

< T i 

Ак 

J(w -&)2(|G|2 + |<|2) dHn + JC2 dtfn (2.2) 
Ak Ak 

напоминающих по форме неравенства (1.18). В (2.2) к есть про­
извольное число, Ак = {х Е ft \\w(x) > к}, dHn — \/l + ul(x)dx, a C 
- произвольная срезка. 

Для доказательства (2.2) наложим на а, кроме (1.1), дополни­
тельные требования. А именно, пусть 

а(х, и,р) = а'(х, и,р) + а"(х, и,р), (2.3i) 
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а" дифференцируема и при и = ие(х), р = их(х), х £ Q выполняются 
условия 

| а ' ( * , и , р ) Ю 1 ( 1 + Р 2 ) 1 / 2 , (2-32) 
1/2 

(1 + р2)^И2, (2.33) \j^/da"(x,u)P)Y 

- ^ Р
2 - д-^ЛР1 ^ ^Ipl. (2.34) 

В соответствие с этим член А в (1.12) запишем в виде 

А = А' + А", А' = -и,^-, А" = -и,^-. (2.4) 
dx\ dxi 

Легко убедиться, что благодаря (2.3*) для А" справедлива оценка 

, п . 1 / 2 

А" < ц2\6чх\ + ц3\их\, где \6их\ = I £ М ' ) • ( 2 5 ) 

При этом надо использовать неравенство 
\6их\ ^ \ихх\ ^ |JU,|w. (2.6) 

Умножим уравнение (1.12) на функцию (w — fc)+C2> результат про­
интегрируем по П и преобразуем к виду 

/ [\FijviwiC2 + Fijuum^w - к)С2 + eu2
xx{w - к)С2] dx+ 

+ I FfjVj(w - k)C0 dx= J A(w - fc)<2 dx = 
Ak A* 

= / a'~ [u,(w - fc)C2] dx + f A"(w - k)(2 dx. (2.7) 
A„ A„ 

Учтем следующие соотношения 
Vj Vj 

Wi = — — — 

A* 

3 1 + v w2' 
2 I H 2 

« щщы* = i _ L 

FijUuuij = u»-1|6«a.|2 

F?jVjWi=F?jWiWjU
2=№+£Wx; <2'8) 
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Они, а также (2.6) и (1.7) позволяют из (2.7) сделать такие 
выводы: 

J ^wiw^e Cdx+ 
Ак 

+ / [Fijuuuij{w - к)С2 + euxx(w - k)(2] dx ^ 
лк 

< ( J FtjWiW^C2 dx • J FijdCj(w - к)ш2 dx) + 
Ак Ак 

+Ш / u~1\Au(w - k)C2 + uiwiC2 + 2щ(ю - k)(Q\ dx+ 
Ak 

+ / (/Л2\6их\ + /i3w)(tu - k)C2 dx ^ 

Ak 

^ i J Ft^Wj^C2 dx + j \6(\2(w - kfu> dx + л + 
Ak Ak 

+/ii J [V^u-^u^Kw - k)C2 + K I C 2 + 2(w - к)С\(х\] dx+ 

+- fu-1\Sux\2(w-k)dx+-nl j(w-k)wC2+ 
Ak 

, f(w - k)uC? dx, (2.9) 

Ak Ak 

где j i = / s(w - к)2ш2С,1 dx. 
Ak 

Приведем в (2.9) подобные члены и результат умножим на 4. 
Это даст следующее: 
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f \8w\2u(;2 dx + е J w2
xu2C,2 dx + 2 I<j-l\6ux\\w - k)C,2 dx+ 

Ak Ak Ak 

+4 f eu2
xx(w - k)(2 dx ^ 4 f (w - kf\8(,\2udx + 4ji + 

Ak Ak 

+ / u;~1\8ux\2(w - k)C2 dx + 4fi\n (w- к)ш£2 dx+ 

Ak Ak 

+4//i / [|<HW<2 + 2(w - &)ФСМ dx + (2/4 + 4ц3) (w - k)u)C2 dx ^ 
Ak 

^ 4 f(w - k)2\8(\2u dx + 4л + / LJ~l \8ux\2(w - k)(,2 dx+ 
Ak Ak 

+2ц\п f[{w - k)2 + l]wC2 dx + - / \8w\2wC,2 dx + 2ц\ I шС,2 dx+ 
Ak Ak Ak 

+4//! f[(w - k)2\8<:\2 + <2]w dx + {\i\ + 2//3) • f[(w - к)2 + 1]ы<2 dx. 
Ak Ak 

Приведем подобные члены в этом последнем неравенстве и ре­
зультат умножим на 2. Это дает 

I \6w\2uC2 dx + 2е I w2
xu2C,2dx + 2 f UJ-1\8UX\2{W - к)С,2 dx+ 

Ak Ak Ak 

+8 / eu2
xx(w - k)C2 dx ^ 8(1 + щ) I'(w - к)2\8С,^ш dx+ 

Ak Ak 

+2(2ц1п + f4 + 2цг) I (w - к)2шС,2 dx+ 
Ak 

+2(2^„ + 8^2 + 4/л + ^ + 2//3) [u<;2dx + 8ji. (2.12) 

Ak 

Для оценки ji используем (1.2). Для этого будем считать, что 

suppC С KR/2- (2-13) 
Тогда 

Л ^ (1 + ФО J{w - k)2£udx. (2.14) 
Ак 
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Подставляя эту оценку в (2.12) и отбрасывая из левой части 
(2.12) ненужные нам сейчас члены, получим неравенство (2.2) с 

7i = тах{8(2 + щ + $ i ) ; 2[2(n + 4)/*? + 4/ц + »\ + 2ц3}-

Пополнительно к (2.2) нам нужна оценка 

/w 2 dH n ^ $5(M;dist-1(fi ' ,5fi)) (2.16) 

с какой-нибудь непрерывной функцией Ф5. Для этого умножим 
уравнение (1.12) на £2, проинтегрируем по $7 и результат пред­
ставим в виде 

3\ = I (FijUuUij + eu2
xx)C,2 dx = 

п 

= - J FfjVjbC dx + j(A' + A"X2 dx = (2 1 7 ) 

n n 

- 1(Рц+е6}>^Сёх+ Ia'-±-{ul(2)dx + f A"(2dx. 

Отсюда, благодаря (1.7) и (1.11), а также благодаря неравен-
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ствам (2.3) и (2.5), выведем следующие неравенства: 

п 

< J [(FijVivrf'XFijbCj)1" + £к||С*|]Сdx+ 
л 

+Ш w-1\AuC2 + 2u,C0\dx+ (fi2\Sux\+fi3u)C2dx^ 
n n 

^ J(ы-1\6ь\\6С\ + e\vx\\Cx\Kdx + J(у/арц\6их\С + 2/nC|<«|)d*+ 
n n 

+ / (/Л2\6их\ + Цзш)С2 dx ^ 

u\\6C\ + e\ux\\uxx\\(x\)Cdx+ 
n 

+(уЪт+ц2)( f ш~1\6их\2С2dx fw(2dxj + 
n n 

+/(2^iClGl + ^3«C2)^^ 
n 

^ 1 fu)-1\6ux\2(:2dx + 4fuJ\SC\2dx+ 
n n 

+\e J «LC2 dx + 2ef u2
xg dx+ 

n si 

+- w-1\6ux\2C2dx + (-/niJi1+ft2)2 Ju>C2dx+ 
П i 

/WciGI + Z^C2) (fo­
ri 

+ ' "' 
n 

Приведя подобные члены и умножив на 2, получим 

J2^8Ju,\6{\2dx + 4£julgdx+ 
п п 

+2\{у/пщ + Ц2? + /хз] • / ^С 2 dx + 4/л I C\<r\dx. 
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Отсюда и из оценки (1.16), взятой при подходящем С, выводим 
оценку 

/ 
(и~х\Ьих\2 + eu2

xx)dx ^ 

^eflMknrdist-^n'.an)). (2.18) 

Для доказательства же (2.16) умножим уравнение (1) на uw2(2 и 
проинтегрируем по П. После интегрирования По частям получим: 

/ F?(uiiv2C2 + 2uwu>iC2 + 2uw2(Q) dx 

= — / auw С2 dx. 

Отсюда сделаем следующие заключения: 

j 3 = J(uj-'ul + eu2
x)w\2 dx = 

n 

= —2 / (ш~1щ + £Ui)uw£(wi( + w£i) dx — I auw2C,2 dx ^ 

n n 
1 /9 i ' ' 

^2M^jU-'u2
xw

2C2dx^ • \J2u1-\w
2
xe + w2Odx + 

+2eM^juW<:2dxy 2 ^J2{w2
xe + w2C)dx^ \ 

si 

+цМ / w2C2dx, 
n 

где М есть мажоранта для max|u(ar)|. Оценивая правую часть по 
неравенству Коши и приводя затем подобные члены, выведем та-
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кое неравенство 

is ^ 8M2 Jw~l{wie + w2g) dx+ 
a 

8eM2 f(w2
xC2 + 4 j ) dx + 2(iM f w2(2 dx ^ 

n n 

=£ 8M2 iu-\A\8ux\
2C,2 + w2g)dx+ 

+8eM2 f(Aulxuj-2<:2 + w2C) dx + 2цМ f w2£2 dx. (2.19) 

h 

При этом мы использовали неравенство 

w2
x = v2

xw~A <С 4u2
xxu~2 ^ ±\8их\2. (2.20) 

Мажоранта правой части неравенства (2.19) легко подсчитывает-
ся с помощью (2.18) и (1.16). Тем самым неравенство (2.16) можно 
считать доказанным. 

Итак, мы доказали для w неравенства (2.2) и (2.16). Если бы 
dHn = dx, то мы могли бы сказать, что w принадлежит классу 
21г, а элементы 912, как доказано в гл.II [4], являются ограничен­
ными функциями. В данном случае dHn = uidx ф dx, но заключе­
ние об ограниченности функций, удовлетворяющих неравенствам 
(2.2) и (2.16), и наличии соответствующей мажоранты для их мо­
дуля остаются в силе и доказываются буквально так же, как Те­
орема 5.3, § 5, гл.II [4], если привлечь еще следующую теорему 
вложения: 

Лемма 2. Пусть и есть решение уравнеия (1), о котором известно, 
что 

max|w(x)| ^ М и е т а х ^ ^ ж ) ! ^ га, (2.21) 
BR BR 

и пусть операторы <5,- определены по этому и. 
о 

Тогда для любой g £ W\(BR) верно неравенство 

J g2(x)^/l + ul(x)dx^ 
BR 

^а( f y/l + ul(x)dx) J \6g(x)\2^\ + ul(x)dx (2.22) 
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с постоянной а, определяемой числами М, т, п и р из условия (1.1). 

Неравенство (2.22) есть неравенство (2.39) из работы [3] с по­
стоянной а вместо /?4- Как доказано в [3], /?4 определяется М, п и 
константами щ., входящими в неравенства 

\сц(х, и(х), их(х))\ ^ р0, (2.23i) 

ai{x,u(x),ux(x))uXi(x) ^ p\\/l + ul(x) - fa, (2.232) 

\щ(х,и(х),их(х))\ ^ р3, (2.233) 

в которых и{х) есть решение уравнения 

- — - аЛх, и(х), их(х)) + а(х, и(х), их(х)) = 0. (2.24) 
dXi 

В нашем случае аг(а;, и,р) = /' + epi = Ff(p), а младшие Члены 

в (2.24) и в (1) обозначены одним и тем же символом а(х,и,р). 
Благодаря (2.21) и (1.1) 

\а{(х, и(х), их(х))\ = | , = + ещ(х)\ ^ 1 + т, 
V1 + Ux(x) 
и (х) i 

<ц(х, и(х), их(х))щ{х) = хК + еих{х) ^ \J 1 + и2
х(х) - 1, 

\а(х,и(х),их(х))\^. р. 

Следовательно неравенства (2.23^) выполняются со следующими 
значениями входящих в них параметров: ро = 1 + т, р\ = р2 = 
1, рз = р, и потому константа а в (2.22) (равная константе /?4 
из (2.39) [3]) определяется числами М, т, р и п. Число же т в 
(2.21), как доказано в § 1, определяется константами, входящими 
в условия (1.1) и (2.3^), к — 1,4, а также расстоянием от BR ДО 
дП. 

Итак, благодаря (2.2), (2.16) и (2.22) справедлива 

Теорема. Пусть и£{х), х € О,, есть классическое решение уравнения 
(1) с функцией а, удовлетворяющей условиям (1.1) и (2.3k), k — 1,4 и 
£ € (0,1]. Тогда для любой строго внутренней подобласти Q' области 
Q справедлива оценка 

тах |< (ж) | ^ 

^<!>7(M,p,p1,p2,p3,n,disr1(n',dn)), (2.25) 
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где М — тах|и£(а;)|, а Фу есть некоторая непрерывная возрастающая 
функция, которую можно явно подсчитать и которая не зависит 
от е Е (0,1]. 

Замечание. Справедливость (2.25) при е = О усматривается из 
работы [3]. По сравнению с [3] в данной работе мы включили в а 
недифференцируемое слагаемое а!. Учет такого слагаемого, если 
оно подчиняется условию (2.3i), в случае е = 0 требует лишь 
небольших дополнений. В случае же е > 0 они более значительны. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фон­
да фундаментальных исследований (код проекта 93-011-16149). 
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An estimate of max, W С С fi, for solutions u£ to the family of equations 

d и 
—: ^ - f l— - eAu + a(x, u, ux) = Q, x 6 0, £ € (0,1], 

with a non-differentiated lower term a is given. A majorant in the estimate 
depends on max|«£ | and the distance between Q' and dQ lent does not 

n 
depend on e. The publication has relations with the work [2] and [3]. 
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