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Введение. В настоящей работе исследовано дифференциальное уравнение 

dmw(x,t) 
д1™ 

m —1 

+ b(D„)u(x,t) = 0, i £ l " , * > 0 , (1) 

где Dx — (—id/dxi,..., — id/dxn); ctj(a) (j — 0 ,m — 1), b(a) — произвольные полиномы с 
комплексными коэффициентами (a £ Ш71); здесь w : Жп х [0 ,+оо ) —> С — искомая функция, 
и : Жп X [0 ,+оо) —> С — управление (вход системы). Ясно, что это уравнение эквивалентно 
системе 

где (т X га)-матрица А(сг) = (a*j)?,j==i> У которой могут быть отличными от нуля лишь 
элементы a 8- i + 1 = 1, г — 1, т - 1, и amy = -a j_ i (c r ) , j — 1, m, a 5(cr) = col [ 0 , . . . , 0, —b(a)]. 

Система (2) получается из уравнения (1) заменой: Wj(x^i) =. dj~1w(x.t)/dtj~1 (j — l , m ) . 
При исследовании управляемых процессов, описываемых системами вида (2) , где w и и 

принадлежат некоторым линейным пространствам, обычно на операторы А и В наклады­
ваются некоторые ограничения. Как правило, В является ограниченным оператором, а А 
— инфинитезимальным порождающим оператором некоторой сильно непрерывной (и даже 
сжимающей) полугруппы Т(£) , кроме того, пространственные переменные х часто рассма­
триваются в некоторой ограниченной области Жп (см., например, [1 — 5] и др.) . В дан­
ной же работе на операторы A(DX) и B(DX) системы (2) априори не накладываются ни­
какие ограничения. При этом функции w(-,tf) при каждом t > 0 принадлежат простран­
ствам функций полиномиального роста 7 > 0 : Нчл — {д £ Cq(Rn) | ||<7||?}7 < + о о } ; здесь 
\\д\\Я}1 = suj){\D%g(x)\(l + |ж|)~ 7 | х £ R n Л \а\ < g } , а = ( a l 5 . . . , a n ) — мультииндекс, 
\а\ — + + «п- Отметим, что функции w(-,t) и u(-,t) рассматриваются на всем К/ 1. 

В настоящей работе получен критерий стабилизируемости уравнения (1) в классах функций 
полиномиального роста (см. ниже теорему 1). 

В п. 1 работы доказаны некоторые вспомогательные леммы. В п. 2 получены необходимое 
и достаточное условия стабилизируемости уравнения (1) в классах функций полиномиального 
роста. В п. 3 проанализированы условия утверждений, доказанных в п. 2, и приведены примеры 
стабилизируемых и нестабилизируемых в классах функций полиномиального роста уравнений 
вида (1) . 

О п р е д е л е н и е 1. Уравнение (1) стабилизируемо в классе функций полиномиального 
роста 7 > 0, если существуют стабилизирующие дифференциальные операторы p0(Dx),... 
- • • >Pm-i(Dx) такие, что для каждого г Е N 0 - N U { 0 } найдется такое q е N 0 , что для 
любого решения w(-^i) Е НГ1 (Vi > 0) уравнения (1) с управлением 

dw(x,t)/dt = A(D„)w(x,t) + B(Ds)u(x,t), х е E n , t > 0, (2) 

(3) 
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удовлетворяющего начальным условиям 

dJw(x,Q)/8tJ е НЬ1 (j = 0 , m - 1), (4) 

выполняются соотношения: | | г л ~+ О, t - » оо ( j = 0,га). 
M - 1 

Обозначим A(A,er) = A m + £ а,(ст)А', Л Р (сг) = sup{ReА | ЗА е С А ( А , а ) + 6 ( а ) Р ( А , о " ) ^ 0 } . 

Из утверждений 1 и 2, доказанных в п. 2, сразу получаем критерий стабилизируемости 
уравнения (1) . 

Т е о р е м а 1. Уравнение (1) стабилизируемо в классе функций полиномиального роста 
7 > 0 в том и только в том случае, когда выполняется условие 

V ( J G R n [б(ог) = 0 = > Л о ( е г ) < 0 ] . (5) 

С л е д с т в и е 1. Если для уравнения (1) выполнено условие 

b(a)^0 ( V ( J G R n ) , (6) 

то это уравнение стабилизируемо в классе функций полиномиального роста 7 > 0. 
При доказательстве многих результатов настоящей работы используется метод преобразо­

вания Фурье [6 — 8]. Доказательства условий стабилизируемости основаны на анализе явной 
формулы для решений "двойственного" уравнения, полученного после преобразования Фурье 
(по х ) уравнений вида (1 ) . Метод построения стабилизирующего управления основан на ис­
пользовании явной формулы сдвига всех корней алгебраического уравнения на заданную ве­
личину (см. лемму 1). Значительную роль в доказательстве многих утверждений настоящей 
работы играют применение теоремы Тарского — Зайденберга и ее следствий [9 — 11], а также 
методы работ [12, 13]. 

1. Вспомогательные утверждения. Доказанные в этом пункте леммы будут использо­
ваны при доказательстве утверждения 2 для построения набора стабилизирующих уравнение 
(1) дифференциальных операторов. 

т т — 1 т — 1 т — 1-1 
Л е м м а 1. Пусть а{\) ~ П ( А - А , - ) = А т + ]Г а,У и ра(Х) = а £ а1 £ C - ^ + 1 a i + ? + 1 \ j , 

j~l 1 = 0 JRRO j=0 

где a} e С (I = 0, rn — 1) , am — 1, \j £ С (j — 1, m) , a G С — произвольное число, 
M 

Ch

r = rl/[(r - k)\kl). Тогда a(A) + p«(A) = П (A - A, + a), 
i=i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя метод математической индукции, легко получить фор-
т т т — 1 г 

мулу П ( А - А,- + «) = £« ' E ( - l ) m - ' - 1 C ' i + ( A i A - - ' - J ' ; здесь Аг

т £ П К = 
j-l / = 0 j—0 l<i1<---<ir<m 1=1 

= (—l) r a m _ . r . Отсюда сразу получаем требуемое. Лемма доказана. 
Из леммы 1 следует 
Л е м м а 2. Пусть полином с вещественными коэффициентами г (а) удовлетворяет усло­

вию 
Л.0(а)-\Ь{а)\2г{а)<0 (Уа £ Шп) , (7) 

и 
т — 1 га — / — 1 

P ( A , a ) = 6(a)r(a)£(|b(a)|M*))' Е ОД+1а,+|+1(<г)А>, (8) 
/ = 0 j=0 

где ат(а) = 1. Тогда выполняется условие 
АР(а) < 0 (Vcr е R n ) . (9) 

Л е м м а 3. Пусть выполнено условие (5). Тогда существует полином с вещественными 
коэффициентами г(<т), удовлетворяющий условию (7). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим снизу функцию i/(r) = in f{ |£ - tj\ | £ 6 К™ Л 77 £ R n Л |£| — 
= г Л Л 0 ( 0 > 0 Л 6(77) = 0 } . Согласно (5) , и (г) > 0 (Vr > 0) . Отсюда, применяя к и (г) 
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следствия теоремы Тарского — Зайденберга [10, добавление А ] , получаем, что и (г) кусочно 
непрерывна при г > 0 и удовлетворяет условию u(r) = Nr2q(l + о ( 1 ) ) (г —> + о о ) , где N > 0, 
q Е Q . Следовательно, при некотором > 0 имеем i / ( r ) > 2(5(1 + г2)9 (Vr > 0) . Тогда для 
множества П = {<т £ R n | 3£ Е R n [ 6 ( 0 - 0 Л \<г - £| < Q(l + | е т | 2 ) * ] } верна оценка 

Ло(сг) < 0 (Vcr £ П). (10) 

Оценим теперь | 6 (а ) | 2 вне множества П. Применяя к |6(<т)|2 лемму 2 из [11], легко получаем 
оценку \Ъ(а)\2 > 5 ( 1 + W\2)a(d[a, N{b}]Y, где N{b} = {а £ R n | 6(a) = 0 } , % , i V { 6 } ] — 
расстояние от а до N{b}, В > 0, а £ Q , /3 £ Q; причем /3 = 0, если N{b} = 0 , и 
/3 > 0, если iV{6} ^ 0 . Отсюда получаем |6(сг)| 2 > BQfi(l + \а\2)а^ (Vcr £ R n \ 0 ) . Ясно, что 
функция Л 0 (<7) удовлетворяет оценке 

г т~1 > 

Л 0 ( с г ) < т а х 1, Х > , - ( < т ) | [ ( V ^ r ) - (11) 

Обозначим т(а) = (т + " Ё * \а3(а)\2^ B^Q'^l + \а\2)\ где / £ N 0 и / + а + 0q > 0. Тогда 

г (а) > |Л 0(сг)| |6((т)|~ 2 (Vcr £ R n \ 0 ) , значит (см. (10)) , полином г (а) удовлетворяет условию 
(7) . Лемма доказана. 

Л е м м а 4. Пусть для некоторого полинома Р(А,<т) функция Ар(о) удовлетворяет усло­
вию (9). Тогда существуют постоянные L > 0 и I £ Q такие, что 

АР((т) < -L(l + |<т | 2 ) ' / 2 ( V a £ R n ) . (12) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (9) функция fi(r) = snp{AP(a) \ а £ R n Л |сг| = г } удо­
влетворяет условию /i(r) > 0 (Vr > 0) . Применяя к fi(r) следствия теоремы Тарского — 
Зайденберга [10, добавление А ] , отсюда получаем, что fx(r) кусочно непрерывна при г > 0 
и удовлетворяет условию ц(г) = —Мг'(1 + о ( 1 ) ) (г —» + о о ) , где М > 0, / £ Q , значит, 
существует L > 0, для которого / / (г) < — £(1 + г 2 у / 2 (ут > о). Отсюда сразу следует оценка 
(12). Лемма доказана. 

2 . Условия стабилизируемости уравнения ( 1 ) . Справедливо 
У т в е р ж д е н и е 1. Если уравнение (1) стабилизируемо в классе функций полиномиаль­

ного роста 7 > 0, то для него выполняется условие (5). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что уравнение (1) стабилизируемо в классе функ­

ций полиномиального роста 7 > 0, но условие (5) для него не выполняется. Найдем точ-
ку ст0 £ R n , в которой условие (5) не выполняется (ясно, что 6(<т0) = 0 ) . Возьмем про­
извольный набор стабилизирующих уравнение (1) дифференциальных операторов р 0 ( / ? я г ) , . . . 
• • • 5JPm-i(Ac)- Для уравнения (1) с управлением (3) рассмотрим эквивалентную ему систему 
вида (2) : 

dw(x,t)/dt = [A(DX) + B(Dx)P{Ds)]w(x,t), х £ R n , t > 0, (13) 

где Р(<т) = (ро(сг) , . . . , p m _ ! ( a ) ) . Найдем собственное значение А(сг0) матрицы А(<т 0 ), для 
которого R e A ( < 7 0 ) — А 0 ( с г 0 ) , и найдем единичный собственный вектор v(cr 0 ) , соответствую­
щий собственному значению А(сг 0). Далее найдем решение задачи Коши для системы (13) с 
начальным условием 

w ( z , 0 ) = v ( ( 7 o ) e x p { ? ; ( ^ , c j 0 ) } ; (14) 

здесь (-,-) означает скалярное произведение в R n . Ясно, что решением этой задачи является 
функция 

w(x,t) = exp{tA(aQ)}v(a0)exp{i(x,a0)} = е х р { Ш с 7 0 ) + i(x,aQ)}v(aQ). (15) 

Поскольку \w(x,t)\ = exp{£Re А ( < 7 0 ) } , то lim |w(x , t)\ > 0, что противоречит выбору диффе-

ренциальных операторов p0(Dx)^... , p m _ 1 ( J D i C ) . 
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Таким образом, мы показали, что если уравнение (1) стабилизируемо в классах функций 
полиномиального роста 7 > 0, то для него выполняется условие (5) . Утверждение доказано. 

Условие (5) является не только необходимым, но и достаточным для стабилизируемости 
уравнения (1) в классах функций полиномиального роста. 

У т в е р ж д е н и е 2. Если для уравнения (1) выполнено условие (5), то существуют диф­
ференциальные операторы р 0 ( Д * ) , • . . ,pm-i(Dx) такие, что для каждого г £ N 0 найдутся 
такие число q Е N 0 и функция v £ С[0, + 0 0 ] , v(t) —> 0 (t + о о ) , что для любого реше­
ния w(-^t) £ Hrn (\/t > 0) уравнения (1) с управлением (3), удовлетворяющего начальным 
условиям (4), выполняются соотношения 

djw(-,t) 
дР *=0 

#«;(• , 0) 
dt1 

( V * > 0 ) , j = 0,m. (16) 
4,7 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя леммы 2 — 4, сразу получаем, что существует полином 
Р(А,сг), deg Р(°,<т) < т—1 (Vcr £ R n ) , для которого функция АР(о) удовлетворяет оценке 

т — 1 

(12). Э Т О Т полином можно записать в виде Р(Х, а) = J2 Pj(a)^> где Pj(cr) (j — 0 ,m - 1) — 
i = o 

полиномы по а. Подставим p0(Dx)^... , p m _ 1 ( D a 7 ) в условие (3) и рассмотрим уравнение (1) с 
таким управлением (3) . Заменим это уравнение эквивалентной ему системой (13). Рассмотрим 
для системы (13) задачу Коши с начальным условием 

w(s ,0) = w°(a:), z £ R n . (17) 

Используя оценку для матричной экспоненты, доказанную в работе [7, гл. 1, § 6], и соотношение 
(12), получаем || ехр{*[А(А, о) + В(<г)Р(А,<г)]}|| < С(1 + Н ) ^ " 1 ^ е х р { - < Х ( 1 + \cr\)1} (Va £ 
£ M n , V£ > 0) , где С > 0, г} — max{deg , degpj + deg h \ j = 0, m - 1 } . Поэтому для любого 
мультииндекса а выполняется оценка 

| | £ > х р { ф \ ( А , ( т ) + В ( а ) Р ( А ^ ^ (Vcr е Г \ V* > 0 ) , 
(18) 

где С а > 0. Зафиксируем произвольное 7 > 0. Пусть w ° £ Hqn, где q £ N 0 будет выбрано 
ниже (мы говорим, что вектор-функция принадлежит некоторому классу функций, если каж­
дая ее координата принадлежит этому классу функций). Рассматривая задачу (13), (17) в 
пространстве 8' (S — пространство Шварца, a S' — пространство обобщенных функций 
над ним, см. [8]) и применяя к ней преобразование Фурье, получаем 

dv(a, t)/dt = [А(а) + B(<r)P(a)]v(<7, t) (S"), t > 0, v(cr, 0) = v°(<J) (5") , (19) 

где v(- ,£) = Fx[w(',t)}) v ° — Fx[w°] ( Fx — оператор преобразования Фурье по х ) . Используя 
оценку (18), заключаем, что функция v(tr, £) — ехр{ / [А(А, а) + B(cr)P(A, C T ) ] } V ° ( < J ) ( 5 ' ) (Vtf > 
> 0) является решением в Sf задачи Коши (19). Поэтому функция w ( # , / ) = F~ 1[v(cr,^] (Sf) 
(V* > 0) является единственным решением в S 7 задачи Коши (13), (17) (см. [8]). Зафиксируем 
произвольное г £ N 0 и покажем, что если q £ N0 достаточно велико, то функция w(# ,£ ) при­
надлежит (по х ) классу НТ1. Ниже всюду до конца доказательства этого утверждения будем 
считать, что х £ R n , а £ R n , £ > 0. Пусть е(х) — финитная бесконечно дифференцируемая 
на Жп функция с носителем, содержащимся в {ж £ Кп \ \х\ < 1 } , удовлетворяющая условию 

Обозначим wl(x) = e ( ^ ) w ° ( ^ + /с), vjj! = Fx[wl}. Тогда функция vk(a^ t) = exp{/[A(<j) -f 
-fB(cr)P(<r)]}v£(cr) —решение задачи (19) с заменой v° на v£, a wk(x. t) = F~ 1 [v A ; ( ( j , £)] —ре­
шение задачи (13), (17) с заменой w ° на w£; здесь к £ Ъп. Ясно, что | |w£ | | 9 j 7 < M | | w ° | | g j 7 ( l + 
+ |& | ) 7 , причем М > 0 не зависит от к £ Z n ; Из оценки \<?xD«(crPv0

k(cr))\ < C | | w ° | | 9 j 7 ( l + |& | ) 7 , 
где С — С ( а , / ? , А ) > 0, + |А| < q, а произвольно, используя оценку (18), получаем 

0)1 < C"| |w° | | 9 i 7 ( l + | C T | ) ( i« l+ m - 1 ) " - l - l - IA | е х р { - Щ 1 + + 1*1)-*, 
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где С = С"(а,/3,А) > О, |/?| + | А| < а произвольно. При |А| — (\а\+т—1)г)~\а\+п+1 отсюда 
получаем \xaD%wk(x,t)\ < C f / / /y(^) | |w 0 | | g j ^(l + 1^1)^, где С" = С" (а , / ? ) > О, а произвольно, 
\Р\ < q - ( Н + m - + |а| - (n + 1 ) , i/(t) = ( 1 + t ) 1 / ' , если / < 0 , и = e x p { - * £ } , 
если / > 0 . Учитывая, что ( 1 + | & | ) 7 < ( 1 + \х + & | ) 7 ( 1 + И ) 7 ? и выбирая а так, чтобы 
\а\ ~ п - [ -7] + 1 (здесь [-7] означает целую часть числа - 7 ) , получаем |Df w f c(;r, t)\ < 
< C*v(t)\\w%tl(l + \x + к\У(1 + И ) " п - \ где /3 < r, 9 > r + (n - [ -7] + m)rj + [ -7 ] , C* = 
= C*( /3 ) > 0 , следовательно, w(a?,i) = ^ wk(x - t). при этом w ( - , f ) £ # r 7 (Vt > 0 ) и 

удовлетворяет условию 

| | w ( . , 0 l k 7 < a K 0 ! | w ° | | 9 ! 7 ( V t > 0 ) , ( 2 0 ) 

где C r > 0 . 

Таким образом, задача Коши (13), (17) имеет единственное решение w(- ,£) Е Hrn (Vi > 0 ) , 
причем это решение удовлетворяет условию ( 2 0 ) . Отсюда сразу следует, что для найденных 
выше дифференциальных операторов p 0 ( D a ? ) , . . . , p m „ 1 ( J 9 2 ; ) любое решение w(- , t) Е Я г > 7 (V£ > 
> 0 ) уравнения ( 1 ) с управлением (3) , удовлетворяющее начальным условиям (4) , удовлетво­
ряет условиям ( 1 6 ) . Утверждение доказано. 

Из лемм 2 , 4 и доказательства утверждения 2 вытекает 
С л е д с т в и е 2 . Пусть полином с вещественными коэффициентами г (а) удовлетворяет 

т — 1 

условию (7) и Р(А,<г) = Pjfo)^ — полином вида (8). Тогда управление u(xbt) вида (3) 
j=o 

стабилизирует уравнение (1) в классе функций полиномиального роста 7 > 0 . 
З а м е ч а н и е 1, Отметим, что в случаях, когда т велико, вычисление функции Л0(<т) 

для уравнения (1) является непростой задачей, поэтому применение следствия 2 в этих случаях 
сильно затрудняется. Но поскольку функция Л 0(ст) удовлетворяет оценке (11), то при выборе 
полинома r(cr) (для построения стабилизирующего управления с помощью формулы (8)) в 
случае выполнения ( 6 ) можно вместо (7) использовать более сильное условие 

max 2 , ] Г \aj(a)\ \ - \Ь(а)\2г(а) < 0 (Vcr Е R"), (7') 

в котором в отличие от условия (7) не используется функция Л 0(сг). Таким образом, если в 
случае выполнения ( 6 ) условие (7) заменить условием ( 7 ' ) , то следствие 2 остается справед­
ливым. 

Из утверждений 1 и 2 сразу следует теорема 1 и следствие 1, сформулированные во введе­
нии. 

3. Анализ критерия стабилизируемости. При доказательстве утверждения 2 стаби­
лизирующие уравнение (1) операторы р 0 ( Д г ) , . . . ^pm-i(Dx) выбирались так, чтобы функция 
Л р ( с г ) удовлетворяла условию (9) . 

Покажем, что условие (9) выполнено для любого набора стабилизирующих уравнение ( 1 ) 
дифференциальных операторов. 

У т в е р ж д е н и е 3 . Пусть уравнение (1) стабилизируемо в классе функций степенного 
роста 7 > 0 и Po(Dx)> • - • , Р т - 1 ( Д с ) — произвольный набор стабилизирующих уравнение (1) 
дифференциальных операторов. Тогда для функции Л р ( с г ) выполняется условие (9). 

Д о к а з а т е л ь с т в о будем проводить аналогично доказательству утверждения 1. Пусть 
уравнение ( 1 ) стабилизируемо, а р 0 ( Д с ) , . . . , p m - i ( A c ) — произвольный набор стабилизирую-

т— 1 

щих это уравнение дифференциальных операторов, пусть Р(А,сг) = Yl Pji*7)^ ж АР(а0) > 0 . 

Построим систему ( 1 3 ) , найдем собственное значение А(<т0) матрицы А ( < 7 0 ) + В ( < 7 0 ) Р ( < 7 0 ) , для 
которого ReA(<r 0) — Лр(сг 0 ), и найдем единичный собственный вектор v(<r 0), соответствую­
щий собственному значению А(сг 0). Ясно, что функция ЛУ(Ж,£), задаваемая формулой (15), бу­
дет решением задачи Коши для системы ( 1 3 ) с начальным условием (14). Но тогда \w(xj)\ = 
= exp{£Re А(<т 0)}, поэтому lim \w(xj)\ > 0 , что противоречит тому, что р 0 ( А с ) ? - • • >Pm-i(Dx) 
— стабилизирующий уравнение ( 1 ) набор дифференциальных операторов. 

1 7 0 3 



Таким образом, если p0(Dx)>... bpm-i(Dx) — стабилизирующий уравнение (1) набор диф­
ференциальных операторов, то условие (9) выполняется. Утверждение доказано. 

В утверждении 2 показано, что для стабилизируемого в классах функций полиномиально­
го роста уравнения (1) существует стабилизирующий набор дифференциальных операторов 
такой, что все решения уравнения (1) с управлением (3) , удовлетворяющие условию (4) с до­
статочно большим "равномерно" (в смысле (16)) стремятся к нулю при t —> 0 (вместе со 
всеми своими производными по t до порядка т и по ж до порядка г ) . Оказывается, что та­
ким свойством "равномерности" обладает произвольный набор стабилизирующих уравнение 
(1) дифференциальных операторов. 

У т в е р ж д е н и е 4. Пусть уравнение (1) стабилизируемо в классе функций полиноми­
ального роста 7 > 0 и p0(Dx),... ^pm^i(Dx) — произвольный набор стабилизирующих его 
дифференциальных операторов. Тогда для каждого г g N 0 найдутся такие число q £ N 0 и 
функция v £ С [ 0 , + о о ] , v{i) —> 0 (t ~± + о о ) , что для любого решения w(-,t) £ Hrn (Vt > 0) 
уравнения (1) с управлением (3), удовлетворяющего начальным условиям (4)> выполняются 
соотношения (16). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для p0(Dx),... ^pm-i(Dx) выполняется условие (9) (см. утверждение 
3) , а следовательно (см. лемму 4) , и условие (12). Далее, рассуждая так же, как в доказатель­
стве утверждения 2 после вывода оценки (12), имеем, что для каждого г £ N 0 найдутся 
такие q £ N 0 и V > 0, что для любого решения w(^t) £ ПГ1 (\ft > 0) уравнения (1) с 
управлением (3) , удовлетворяющего начальным условиям (4) , выполняются соотношения (16) 
с v(i) = V(l + t ) " 1 / ! ' ' . Утверждение доказано. 

Приведем теперь примеры, иллюстрирующие критерий стабилизируемости (теорему 1). 
П р и м е р 1. Рассмотрим волновое уравнение: 

где Ь(а) — произвольный полином (а £ Ш2). Очевидно, что А(А,сг) = А 2 + <т2 + по­
этому Л 0 (<7) = 0. Применяя теорему 1, получаем, что данное уравнение стабилизируемо в 
классах функций полиномиального роста в том и только в том случае, когда для Ь(а) вы­
полняется условие (6) . В случае выполнения этого условия найдем стабилизирующие наше 
уравнение дифференциальные операторы p0(Dx) и p\(Dx). Из (6) следует, что |&(сг)|2 > 0 
(Vcr £ К п ) . Ясно, что полином г (а) = 1 удовлетворяет условию (7) . Далее по формуле (8) 
строим полином Р(А,сг) = &(<т)(2А + |6(<т)| 2), значит (см. следствие 2) , p0(Dx) — b(Dx)\b(Dх)\2, 
Pi(Dx) — 2b(Dx), следовательно, управление, стабилизирующее данное уравнение, имеет вид 
u(x,t) ЕЕ b(Dx)\b(Dx)\2w(xyt) + 2b(Dx)dw(x>t)/dt, в частности, если b(a) = b = const ф 0, то 
стабилизирующее управление имеет вид u(x,t) = b\b\2w(x, t) + 2bdw(x,i)/dt. 

Поскольку в примере 1 в случае Ь(сг) = b = const ф 0 управление, стабилизирующее 
рассматриваемое уравнение, имеет вид u(x,i) = p0w(x,t) + pidw(x,t)/dt, где р 0 , pi —неко­
торые константы, то естественно возникает вопрос, нельзя ли для любого стабилизируемого 
уравнения (1) выбрать стабилизирующее его управление u(x,t) вида (3) , в котором вместо 
дифференциальных операторов p0(Dx),.,. ^pm_1(Dx) стоят некоторые константы р 0 , . . • , p m - i -
Отрицательный ответ на этот вопрос дает 

П р и м е р 2. Рассмотрим уравнение 

Согласно следствию 1, это уравнение стабилизируемо в классах функций полиномиального ро­
ста. В качестве г(сг), удовлетворяющего условию (7) , можно взять г(сг) = 3(1 +а2). Согласно 
(8) , Р(А, cr) = - 6 ( 7 ( 1 + сг 2) + 9(1 + а2)2 + 6(1 + а 2 )А. Поэтому (см. следствие 2) управление 

d2w/dt2 - д2 w/dxl - д2т/дх2 + b(Dx)u = 0, х £ R n , t > 0, 

d2w/dt2 + 2id2w/dxdt - idw/д 

Здесь A(A, a) = A 2 - 2<rA + cr, b(o) = 1. Значит, 

w/dxdt - idw/дх + и = 0, ж £ R n , t > 0. 

u(x,t) = —6i 
d_ 

dx 
1 - iL 

dx2 

+ 9 1 j?LV" 
dx2) _ 

w(x,t) + 6 1 
d2 \dw(x,t) 

dx2) dt 
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стабилизирует наше уравнение. 
Покажем теперь, что для любых постоянных a i 5 a 2 , /З ь /32 £ R управление 

u(x,t) = ( f t + i/32)w(x,t) + (а± + ia2)dw(x,t)/dt (21) 

не стабилизирует рассматриваемое уравнение. Для этого достаточно показать, что не суще­
ствует набора чисел a i , a 2 , / 3 i , /3 2 Е К., для которых все корни уравнения 

гА2 + (аг -2а + ш 2 ) А - *(& + а) + /? 2 = О (22) 

лежат в полуплоскости Ue А < 0. Воспользуемся критерием Рауса — Гурвица [14, гл. 16, § 19]: 
если все корни полинома (22) лежат в полуплоскости Re А < 0, то 

0 < 1 С*2 

0 аг - 2а 
= ai - 2a. (23) 

Поскольку выбрать аг £ R так, чтобы выполнялось соотношение (23), невозможно, то ни при 
каких a i , а 2 , (5и (32 £ R управление (21) не стабилизирует рассматриваемое дифференциальное 
уравнение. 

В заключение приведем пример стабилизируемого уравнения вида (1) , для которого условие 
(6) не выполняется. 

П р и м е р 3. Рассмотрим уравнение 

d3w . d5w d4w л . d3w . d6w Л d5w . dAw 
+ * Q Q , a , o - т г ^ т г - З г — — - г — — — + 2 — - - — ; + 2i-

dt3 dxxdx2

2dt2 dx%dt2 dxxdt2 dx^xjdt dx\dx\dt dxxdx2dt 

^ d3w d6w . d5w d4w .d3w . д3и . ди ^ R 2 j > 0 
dx\dt дх\дх\ дх\дх\ дх\дх\ дх\ дхгдх2 дхг ' 5 ~~ 

Здесь А ( А , < т ) ~ А 3 + A 2 (a 1 cr | + (т| + За г ) + А ( С Г 1 С Г | + 2а\а\ + 2аха\ + За 2 ) + о\а\ + <73<т2 + ^ 2ст 2 + а 3 , 

Ь(сг) = (j 1(tr| + l ) - l . Очевидно, что Ai(cr) = ~аи А 2 ( а ) ~ (7i(<rf+ 1 ) - 1 , А 3 (сг) = - а х - ( 7 2 явля­

ются корнями полинома А ( А , с г ) , поэтому Л 0((т) = \ Gl) 2 v ^ ^ п' Отсюда сразу 
[ ™ С Г Ц ^ 2 + 1)> ° 1 < 0. 

получаем, что условие (5) теоремы 1 выполняется, следовательно, рассматриваемое уравнение 
стабилизируемо в классах функций полиномиального роста. Найдем теперь управление, стаби­
лизирующее это уравнение. Ясно, что полином г (а) = 1/2 удовлетворяет условию (7) , поэтому 
(см. (10)) Р ( А , а) = ( l / 2 ) 6 ( a ) a 1 ( a ) + ( l / 4 ) & 3 ( a ) a 2 ( a ) + ( l / 8 ) 6 5 ( a ) + (b(cr)a2(a) + (4/3)b 3(<r))A + 
+ ( 3 / 2 ) 6 ( с г ) А 2 , значит (см. следствие 2) , 

1 / д3 , э л 3 / . а 3 а 2 ^ , э \ 1 л а 3 . а г \ 5 

4 \ dxidx\ dxi J V дххдх\ дх\ дхг/ 8 \ дхгдх2 дхх 

следовательно, управление и(хЛ) ~ p0(Dx)w(x,t) + pi(Dx)dw(x,t)/dt + p2(.Dx)d2w(x J,) / dt2 

стабилизирует рассматриваемое уравнение. 
Автор благодарит Г. М. Скляра за постоянный интерес и внимание к работе. 
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