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Не так давно Вессом и Зумино была предложена конструкция аналога ком­
плекса де Рама (WZ-комплекс) для некоммутативных («квантовых») аффинных 
пространств [5]. Оказалось, что этот аналог тесно связан с решениями кванто­
вого уравнения Янга-Бакстера {YB). В настоящей заметке описаны простей­
шие свойства алгебры дифференциальных операторов, ассоциированной с Тур­
комплексом (аналог алгебры Вейля); вычислены когомологии WZ-комплекса, по­
строенного по Д-матрице Садбери [4]. Определены «морфизмы Фробениуса и 
Картье в нулевой характеристике», возникаюп];ие, когда параметры деформации 
суть корни из 1. 

1. Зафиксируем алгебраически замкнутое поле /с, char/с = 0. Если Л = {А^} 
— семейство квадратичных алгебр с одинаковым количеством образуюп];их п , 
то суп];ествует универсальная квадратичная алгебра М{Л), для которой каждая 
Аа является левым комодулем [2]. Эта алгебра М{Л) может быть представлена 
как k{zj I i, j = 1, . . . , П)/1А' Хопфову оболочку М{Л) обозначим G{A) [3]. 

2. Определение "И^^-комплексов. Исходные данные: квадратичные алге­
бры А = k{xi, . . . , ХП)/{1А) , В = к{^1, . . . , ^п)/{1в); 1А, 1в — подпространства 
квадратичных соотношений, порождаюп];ие идеалы. WZ-комплексом, ассоцииро­
ванным с А ж В ^ называется квадратичная алгебра О такая, что 

1. О порождена x i , . . . , х^, ^ i , . . . , ^^ и содержит А ж В в качестве подалгебр; 
2. {̂ }̂ {{xi}) линейно независимы над А (над В) справа; 
3. суп];ествуют операторы Sij: А —> А, Xij : В ^ В такие, что 

/ О = XI ^'^'^ (-̂ '̂ f ^А; cpxj = ^ XiXij ((р), (ре В; 
г г 

4. О является левым М(А, ^)-комодулем, причем эта структура наследуется 
с А и Б ; 

5. суп];ествует дифференциал d: О -^ О, переводяп];ий Xi в ^^, а ^̂  в О и 
действуюп];ий по градуированному правилу Лейбница (1{(рф) = (1(рф -\- {—1)^(р(1ф 
(градуировка определяется по В); 

6. d является эндоморфизмом М(А, Б)-комодуля О. 
Таким образом, О как векторное пространство есть, вообп];е говоря, фактор 

В (^^ А, и для определения О фактически необходимы лишь соотношения вида 
Xi (8) ^j = ^^^ iT^l^k ® Xi- Теорема суп];ествования WZ-комплексов содержится 
в [1]. Следуюп];ий способ их построения указан в [5]. Пусть R — невырожденное 
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решение (УВ) ж {R — 1){R -\- с) = О. Положим 1А = Im(i? — 1), / ^ = lm{R + с), 
Т = с~^Я. Эти данные определяют алгебры QR^ AR^ BR. На самом деле так 
получаются все WZ-комплексы. 

3. Пример Садбери [4]. Пусть с, pij ^ qij {i^j = l , . . . , n ) — параметры 
деформации, причем рц = дц = PijPji = QijQji = 1, PijQij = с^^пО'-г)^ Поло­
жим {R+)ll = 1, (i2+)-;J- = 1 - с, {R+Yij = Pi j , (^+)Уг = Qij^ где i < i , a все 
остальные элементы — нули. Далее, R- = R^ . i?+ и i?_ удовлетворяют (УВ) и 
(i?± — 1){R± + с^^) = 0. Соответствующие комплексы обозначим ^[±]; алгебры 
А и ^ не зависят от [±]. 

4. Дифференциальные операторы. Пусть О — W^Z-комплекс; введем 
9г: А -^ А, di{xj) = Sij ж d = J2i^idi. Легко видеть, что di{fg) = dif-g + 
Ylj^ij{f)djg для / , ^ G А. Обозначим через D алгебру, порожденную опе­
раторами 9г, И через D — алгебру, порожденную {di} и операторами левого 
умножения на х^. Имеем diXj = ^ ĵ + Xla e^^je^f^^P • "^^^ самым D становится 
фильтрованной алгеброй; g rD означает присоединенную алгебру. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е . V естественно наделяется структурой левого G{A^ В)-ко-
модуля, причем х \-^ Z 0 х и д \-^ {Z~^y 0 д. 

Пусть VR — алгебра, ассоциированная с (0)^)°^, порожденная х\, д] = dxj 
((xi, ^j) = 5ij); G(A, В) естественно действует на VR. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е . Существует изоморфизм алгебр и G{А^ В)-комодулей 
Ф: VR -^ VR: {«преобразование Фурье»), при котором Ф(хг) = dl, Ф{дг) = х1. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е . Имеются изоморфизмы векторных пространств над к ^щ 
= В ^^ А, D[±] = А ^^ D . Алгебры D[±] являются простыми, если либо с = 1, 
либо с не есть корень из 1. 

5. Морфизмы Фробениуса . Пусть R — одна из матриц R± , а с есть при­
митивный корень из 1 степени i. Заменим теперь в R pij, qij, с на pf, , qf, , 1 
соответственно; полученную матрицу обозначим i?^^^ и положим О(^) := i^Rii) . 
Пусть, ради краткости, М = M{AR^ BR) ^ ^{i) = -^(^(^) ^ ^(^)) ^ ̂  образующие 
алгебр с индексом {tj обозначим х\ , Q , {z^^^)l, . . . . 

Т Е О Р Е М А . Корректно определены следующие гомоморфизмы: 

{продолэюается до морфизма алгебр Хопфа FQ'- G(^) -^ G); 

Fa: % ) ^ П, Fn{xf'^) = 4 , ^ о ( е Г ) = 0; 

Fv: gr Р(,) ^ gr Р , Fx, (xf)) = 4 , Fv {df^) = df . 

Эти гомоморфизмы согласованы с надлеэюащими структурами на WZ-KOM-
плексах и алгебрах дифференциальных операторов. 

6. Когомологии VFZ-комплексов. 
Т Е О Р Е М А . Пусть R есть решение (УВ) {как в п. 2) и либо с = 1, либо с не 

является корнем из единицы. Тогда Н'{П%) = 0 при i > О, H^{^R) = к. 
Доказательство проводится по аналогии с классическим доказательством лем­

мы Пуанкаре, путем построения некоммутативного аналога стягивающей гомо-
топии. 
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Вычислим когомологии О = ОГ̂ т для случал, когда с есть примитивный ко­
рень из единицы степени i. Легко видеть, что H^{i}*) = IHIF-^IA.^) • Поэтому в 
данном случае разумно рассматривать 0?^ч, О* , H*(Q*) как правые А(^)-модули. 

Т Е О Р Е М А . Правые А(^£умодули Q^^^ и H^(Q*) изоморфны (к = 0 , 1 , . . . , п ) ^ 
причем изоморфизм осуществляется «оператором Картье» С~^: О^ч -^ i7*(0*) 

таким, что С-\^1'^) = Cixf и C - i f e , • • - 6 , / ) = C - i ( 6 J • • • C - i ( 6 J i ^ i 2 ( / ) • 
Когда работа была закончена, автор получил препринт Ю. И. Манина [6], в 

котором, в частности, указан иной способ вычисления когомологии комплексов 
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1. Метод орбит в теории представлений групп Ли устанавливает соответствие 
между двумя типами множеств разной природы: 

а) множеством G классов эквивалентности неприводимых унитарных пред­
ставлений группы Ли G; 

б) множеством 5*/G орбит группы G в ее коприсоединенном представлении, 
действующем в пространстве ^*, дуальном к алгебре Ли д группы G. 

Это обстоятельство делает актуальной задачу классификации коприсоединен­
ных орбит групп Ли. Однако связь между орбитами и представлениями суще­
ствует не только для групп Ли в их классическом понимании, но и для их обобще­
ний и модификаций. В частности, интересные комбинаторные задачи возникают 
при рассмотрении алгебраических групп G над конечными полями. Этот аспект 
метода орбит до сих пор оставался в тени, и в этой заметке я хочу привлечь к 
нему внимание. 

2. Пусть Gn — линейная алгебраическая группа всех верхних унитреуголь-
пых матриц порядка п , Gn{K) — группа ее точек над полем К^ Qn{K) — со­
ответствующая алгебра Ли, а 5 п ( ^ ) — дуальное ii^-линейное пространство. В 
случае когда К = ¥д — конечное поле из q элементов, мы используем обозна­
чение Gn(¥q) =• Gn,q- Задача о классификации коприсоединенных орбит для 


