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Получены достаточные условия асимптотической инвариантности / 
байесовских оценок коэффициентов регрессии относительно достаточно 
широкого класса априорных распределений в присутствии нестационар­
ного нормального шума; приведена предельная форма байесовской оцен­
ки. Определены условия, обеспечивающие достаточную точность аппрок-
симации байесовской оценки ее предельной формой. 

§ 1. Введение 

Задачи получения оптимальных оценок неизвестных параметров слу­
чайных сигналов приводят к операторам оценки, которые зависят как от 
свойств сигнала, так и от свойств мешающего шума. Различные критерии 
оптимальности учитывают разное количество априорной информации о 
сигнале и помехе. 

Полное описание статистических свойств сигнала и помехи дают соот­
ветствующие функции распределения. Для случая, когда сигнал является 
квазидетерминированным случайным процессом 

S(t)=S(t, А), (1) 
информация статистически задается априорным распределением F(A) 
случайного параметра А' = (/lj, А& . . ., AN) и детерминированно-функ-
циональной зависимостью (1). Полное описание помехи X°(t),.tGT дает 
последовательность re-мерных функций распределения Fn(X-°),n — 
= 1 , 2 , . . . , каждая из которых интерпретируется как совместная функция 
распределения последовательности случайных величин {X°(ti), X®(fa), ... 
..., X°(tn)} = X 0 ' , t{ G Г, i = 1, . . . , n, T — некоторое множество действи­
тельной прямой. Если функциональная зависимость (1), функция распре­
деления F(A) и последовательность функций распределения {Fn(X°)}, 
п — 1, 2, . . . , известны, то будем считать, что имеются полные априорные 
сведения о сигнале и помехе. 

В качестве критерия оптимальности, учитывающего всю априорную ин­
формацию о сигнале и помехе, используется минимум среднего риска при 
выбранной функции потерь 2 ] . Этому классу критериев оптимальности 
соответствуют байесовские операторы оценки, которые в дальнейшем бу­
дем называть оптимальными. 

Одной из основных трудностей, с которыми приходится сталкиваться 
при практической реализации оптимальных операторов оценки, является 
проблема априорного распределения оцениваемых параметров. Работы, 
связанные с решением данной проблемы, ведутся как в направлении иссле­
дования влияния априорных распределений на структуру оптимальных 
операторов оценки и нахождения «наихудших» распределений (минимакс-
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ные стратегии) [*], так и в направлении построения операторов оценки, 
инвариантных по отношению к априорным распределениям [2' 3 ] . 

В первом случае часто рекомендуется использовать целесообразный вы­
бор формы априорного распределения, который производится на основе 
дополнительного критерия, например максимума средней неопределенно­
сти (в оцениваемом параметре) при наличии соответствующих ограниче­
ний. Получившиеся формулы оценки являются тогда оптимальными при 
этом дополнительном критерии [ ' ] . 

Для второго случая некоторые результаты получены в [ 2] и [ 4 ] . Основ­
ное их содержание сводится к следующему: при увеличении отношения 
сигнал/шум (повышение точности измерений) влияние вида априорного 
распределения Оцениваемых параметров сигнала на структуру оптималь­
ного оператора оценки асимптотически стремится к нулю. В [ 2] приведены 
количественные результаты для случая бинарного обнаружения известно­
го точно и флуктуирующего сигнала на фоне нормального стационарного 
белого шума. Для случая приема колебаний (выделения сигнала) в [2J 
приведены лишь качественные рассуждения также в предположении нор­
мального белого шума. В [ 4] этот результат при значительно более общих 
условиях сформулирован в терминах вторых центральных моментов оце­
ниваемых параметров. 

Количественные результаты при решении этой задачи были впервые 
получены Миддлтоном и приведены в [ 3 ] , где доказано, что при довольно 
незначительных ограничениях на характер априорного распределения при 
увеличении отношения сигнал/шум предельная форма оптимального опе­
ратора оценки асимптотически инвариантна по отношению к априорному 
распределению. Необходимые и достаточные условия существования таких 
форм оценок, которые названы каноническими, получены для одномерного 
случая для узкополосного сигнала, когерентно или некогерентно наблюдае­
мого в нормальной (в общем случае нестационарной) помехе. 

Каноническую форму оценки можно использовать и при конечных от­
ношениях сигнал/шум, если сохранить достаточную точность аппроксима­
ции оптимальной оценки ее канонической формой (это достигается введе­
нием дополнительных ограничений или корректирующих членов). С этой 
точки зрения каноническая оценка представляет и практический интерес: 
1) она имеет более простой вид, чем оптимальная оценка; 2) ее можно 
рассматривать как приближенную реализацию оптимальной оценки для 
конечных отношений сигнал/шум; 3) процедура отыскания канонических 
оценок дает объективную схему построения оценок неизвестных парамет­
ров случайных сигналов. В связи с этим представляется необходимым обоб­
щение результатов, полученных в [2> 3 ] , на многомерный случай. Эта зада­
ча рассматривается в данной работе. 

§ 2- Оптимальные оценки 
Пусть имеется сигнал S(t, А) вида 

N 

S(t,A)= 2Л<Р*(0., 
ft=i 

где q>i, . . . , <рн — некоторые известные функции, & Ah — неизвестные пара­
метры из некоторого подмножества TV-мерного, эвклидова пространства 
QA, относительно которых известно, что они являются случайными величи­
нами с плотностью распределения wN(Aii AN). Коэффициенты Аи на­
зываются также регрессионными коэффициентами. По известным из на­
блюдений значениям при 0 ^ t =sC Т случайного сигнала 

X(t) =S(t, A)+X°(0 , (2) 
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где «шум» X°(t) представляет собой нормальный нестационарный случай­
ный процесс с нуле)вым математическим ожиданием и заданной корреля­
ционной функцией Kx(tu t2) = M[X°(ti)X0(t2)], требуется оценить вектор 
регрессионных коэффициентов А' = (Ах, А2, . .., AN). 

Примем предположение о том, что q>k(t) линейно независимы на [О, Т]. 
Будем рассматривать случай дискретной выборки, когда вместо (2) 

задан га-мерный вектор наблюдений X' = {X(U), X(t2), ..., X(tn)}, 
t{ = б [0, Т\, i = 1, 2 , . . . , п. О результатах для непрерывной выборки на 
интервале [О, Т] мы еще будем говорить немного ниже. 

Соответствующая регрессионная модель результатов наблюдений имеет 
вид 

X = ФА + Х°, (3) 
где X 0 ' = (ХД • . . , Хп°) — транспонированный случайный вектор с пара­
метрами [О, К ж ] , Ф — числовая матрица размерности п X N с линейно не­
зависимыми столбцами. Для столбцов матрицы Ф используем обозначение 
<Dfe) к = 1 , 2 , . . . , iV. В дальнейшем удобно использовать нормированную 
корреляционную матрицу к х = гр— 1КЖ, где я|з = — Sp Кх, Sp Кх — след 
корреляционной матрицы К ж . 

Определим отношение сигнал/шум следующим образом 

— А'Ф'ФА 
(4) 

Ш Ф • 
Введем обозначения &i = (2m | ) ) - n / 2 (de tk x ) - I / 2 , 

/ п ( Х | А ) = е х р { - 2 ^ - ( ? г г ( Х - Ф А , к х - 1 ) ] , (5) 

Qn (X - ФА, Ц - 1 ) = [X - ФА] %rl [X - ФА]. (6) 

Тогда условная плотность распределения помехи при заданном А 
ы;„(Х|А) = Ып(Х\А). 

Метод условного максимального правдоподобия дает возможность по­
строить оценку вектора А регрессионных коэффициентов модели (3) 

А ° = [ Ф ' к х - 1 ф ] - 1 [ Ф ' к х - 1 Х ] . (7) 

Так как матрица Ф имеет ранг N, а матрица kx~l, обратная корреляционной 
матрице к х , положительно определена, то при п ^ N решение (7) един­
ственно [ 5 ] . А 0 определяет в пространстве QA точку, в которой функция 
правдоподобия/„(Х| А) принимает максимальное значение для данного 
фиксированного вектора наблюдений X. Оценка (7) является несме­
щенной. Ее корреляционная матрица К А = М[(А° — А) (А 0 — А) ' ] = 
= [ Ф ' к ^ Ф ] - 1 ^ . 

Байесов подход R задаче оценки случайного вектора регрессионных 
коэффициентов А при квадратичной функции потерь дает следующую фор­
му оптимальной оценки [ J ] 

J A u ^ ( A ) / n ( X | A ) d A 

о Аб = — — — . (8) 
J н > п ( А ) / „ ( Х | А ) о А 

Здесь вектор наблюдений X фиксирован. 
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§ 3. Некоторые свойства функции / П ( Х / А ) 

В этом разделе всюду функция правдоподобия /„ (X | А) рассматривает­
ся как функция точки А в TV-мерном эвклидовом пространстве й д . 

1. Для произвольного вектора А всегда можно записать А = А 0 + ЛА, 
где А 0 определяется формулой (7). Поэтому (6) будет иметь следующий 
вид: 

Qn (X - ФА, k*- 1) = Qn [ (X - ФА°) - ФАА, к , - 1 ] . 

Или, с введением обозначения 

X - ФА° = С, (9) 

Qn (С - ФАА, к ж - 4 ) = С ' к ^ С + ДА'Ф 'к^ФДА - 2 C ' k x - ^ A A = 

= Qf (С, k x - i ) + Qn

z) (АА, Ф ' к ж - 1 ф ) - 2Скх-*ФАА. (10) 

С учетом (7) и (9) 

С ' к ^ Ф = 0. (11) 

Так как С ' к ^ Ф ^ = (С, к х

_ 1 Ф ь ) , (к = 1,2,... ,N, есть скалярное произве­
дение двух векторов, то на основании ( И ) остаток С == X — ФА° ортого­
нален любому вектору из линейного пространства с базисными векторами 
к ж

_ 1 Ф . С учетом (11) формула (10) примет вид: 

Qn (С - ФАА, к*- 1) = QT (С, к,-*) +• <?f (АА, Ф ' к ^ Ф ) . (12) 

2. Функция точки / П ( Х | А ) является монотонной функцией нормы 
|| АА|[ для любого вектора ДА: 

/ П ( Х | А ) = / П (Х[А° + ДА) = 

= е х р { - ^ ( ? : г ) } е х р { - 2 ^ А А ' Ф ' к х - 1 Ф А А } (13) 

и л и 

U (X1 А) = ехр { - ^ } • ехр{ - - 1 1 ^ " 2 Aa'B„Aa } , 

где Да — ДА / ||ДА||, В„ = ф ' к ^ Ф — положительно определенная матри­
ца порядка TV X TV. 

Из (13) также следует симметричность/„ (Х| А) относительно ДА 

/„ (XI А» + ДА) = /„ (X j А° - ДА) 

и унимодальность. 
3. Поверхность в TV-мерном эвклидовом пространстве, на которой функ­

ция / П ( Х | Д ) принимает постоянное значение, есть TV-мерный эллипсоид с 
центром в точке А 0. 

Действительно, из (13) видно, что / П ( Х | А ) = const = с 0 только в том 
случае, если 

ДАВ„АА = грС1. (14) 

Но (14) определяет эллипсоид с центром в точке ДА = 0 [8].-
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§ 4. Предельная форма байесовской оценки 

Подставив (13) в (8), получим 
1 

2 ^ 
\ AwN (А) ехр { - — (А - А 0) 'В„ (А - А 0) | dA 

А ^ у j-i г — <15> 
wN(A)exV\ - — ( A - A ° ) / B n ( A - A ° ) YdA 

При введении новой переменной В = А — А 0 формула (15) принимает вид 
А б = А ° + А А ° , (16) 

где 

^'Вц;^(А 0 +. 'В)вхр( — - ^ - B ' B n B l d B 
в \ 2$ > 

Д А б ° = - ^ — , (17) 
J w N (А 0 + В) ехр { - у - B ' B J B jcffi 

2ib 
"В 

Таким образом, оптимальная оценка при квадратичной функции стоимо­
сти с точностью до поправки (17) совпадает с условной оценкой макси­
мального правдоподобия. Из (17) с учетом симметричности функции 
/ П ( Х | А ) непосредственно вытекает, что при равномерной априорной плот­
ности распределения поправка AAg = 0. 

Из (15) видно, что существенный вклад в значения интегралов числи­
теля и знаменателя при достаточно малом ib приходится лишь на неболь­
шую область около точки А 0. Ограничимся классом функций wN (А), кото­
рые предетавимы в виде следующего разложения: 

wN(A)= u> w (A e ) + [wj / (A 0 ) ] ' (A-AO)-f - - i - (А - A°) 'W(A - А°), (18) 

где 

М А ° ) ] , = ^ ^ | , * = 1 , 2 , . ..,/V, (19) 

W — матрица размерности N X N с элементами , 

^ = ̂ мГАПАЛ°)1 (20) 

/ (А, А 0) = АА + (I — Л) А 0, 

где А — диагональная матрица с элементами 0 ^ Xi ^ 1, i = 1 , . . . , N, а 
I — единичная матрица. 

Подставив (18) в (15), введя новую переменную В = А — А° и выпол­
нив интегрирование, получим 

. А« + - ^ { М А . , Г Е Е + Е / } 

А„ = > 1 _ - (21) 
1- | - - R 2 

где v ' 
I f ( 1 -\ dY 

R2 = - \ Y'WY ехр] - - Y'B„Y \ — , (22) 
2 A

J 1 2 JdetE'(i2n)*-
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R 2 
- вектор-столбец с элементами 

R $ (Уф F f e + Ak) Y ' W Y ехр{ - - Y ' B U Y | 
rIY 

de tE(y2n) J 

(23) 

E 
Y 

к = 1,2, ... N, 
невырожденная матрица размерности N X N, такая, что E ' B n E —• I, 

= 1 / Ут|зВ. /с-я составляющая вектора оценки (21) 

г|з2 

M; W (A° ) L Лй<> 

2L л« ~ 

• Д а 

Д 2 | Яг 

wN(A») 
1 + - • Д , 

(24) 

и; д а(А°) 

Здесь Fu(w') = [ W i v ' ( A ° ) ] ' Е Е А , , Е ^ — к-ш вектор-столбец матрицы Е ' . 

с 
Из (24) очевидно, что при -щ—>- оо (что в соответствии с определением 

(4) при фиксированной мощности сигнала обеспечивается условием ip ->- 0), 
Аби~+ А,и для всех А: = 1, 2 , . . . , TV, т. е. оценка (7) 

А° = [Ф ,к 1-1ф]-1[Ф ,к я-»Х] = B n - i T o n (25) 
является асимптотически оптимальной (условной относительно фиксиро­
ванного вектора наблюдений X), для всех WN(A) таких, что: 

I. wN(A°), [wN'(A°)]i, i = 1 , . . . , N, ограничены при всех возможных 
A 0 ; [wN"(Y)\ij при i, j = А, 2,..., N являются ограниченными функциями 
точки, так что величины Д 2 и R>2k, к = 1 , 2 , . . . , /V, также конечны; 

II. wN(A°) не равна нулю при А 0 ф 0. 
В указанном классе функций WN(A) (СМ. формулу (18)) условия I и 

II являются достаточными для существования асимптотически байесов­
ской оценки при т|з —>- 0. Достаточность вытекает из того факта, что все 
остатки в (24) исчезают при <|з 0. Условие I обеспечивает гладкость 
wN(A) в окрестности точки А 0, в то время как условие II требует, чтобы 
точка А 0 лежала в области существования wN (А). 

В практических случаях ^\ф 0. Поэтому, чтобы сохранить достаточно 
хорошую аппроксимацию оценки Аб° оценкой А 0, необходимо ввести 
несколько дополнительных условий. Они получаются из (24): 

г|з rFk(w') + R2h' III . 
< М А ° ) _ Ah<> 

R k= 1,. 

IV. wN(A) не имеет особенностей в QA-
Условие III требует, чтобы корректирующие члены были малы, т. е. 

вектор А 0 должен быть преобладающим членом в Ад0 при слабой помехе. 
Условие IV означает, что не должно существовать таких значений А " век­
тора А, которые обладают конечной (но не нулевой) вероятностью, т. е. 
wN(A) Ф Л б (А — А " ) , или для которых значения wN(A") имеют преобла­
дающий вес по сравнению с wN (А 0 ) . 

При г|з ф 0 условия III и IV вместе с условиями I и II обеспечивают 
хорошую аппроксимацию оптимальной оценки (21) ее предельной формой 
(25), которая инвариантна по отношению к априорной плотности распреде­
ления wN(A).. 
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§ 5. Случай непрерывной реализации 

При переходе к непрерывным реализациям X(t) на интервале [О, Т], с 
учетом предположения о положительной определенности корреляционной 
функции Kx(h, t2) (что по Гренандеру [ 7] соответствует регулярному слу­
чаю), квадратичные формы Ф/к ж

- 1 Фй и Фйк ж

- 1 Х заменяются квадратич­
ными функционалами вида 

т т 
l<Pi(t)yk(t)dt и J yh(t)X(t)dt. 
в о 

Поэтому матрица В„ заменяется матрицей Вг размерности N X N с эле­
ментами 
- т 

BT«V=] <pi(t)yh(t)dt, l,k= l , . „ , i V , . 
t 

а вектор-столбец Won заменяется вектором-столбцом WOT С составляющими 

г 
i j $ = $ X(t)yk(t)dt, k= 1 , . . N. 

о 

Здесь yu(t), к = 1 , . . . , /V, есть решение неоднородного интегрального урав­
нения Фредгольма первого рода 

т 
\§bx(t,ti)yk(ti)dt1 = (pk(t), 
о 

&q>k(t) —непрерывный аналог Ф&. 
Используя эти соотношения, оценку максимального правдоподобия (25) 

при непрерывной реализации можно записать следующим образом 

А» = В г - ^ о г . (26) 

Далее, в формулы (15) и (17) явно, а в формулу (24) неявно входит 
матрица В п . Для непрерывной выборки ее необходимо заменить матри­
цей В т . 

Рассмотрим частный случай одного неизвестного параметра 

X(t) =A(f{t) + X°(t). 

Матрица Вт при этом содержит один элемент 
т 

£(

т"> = J <p(t)y(t)dt, 

B T - i = l / S ^ , 

т 
WoT = ' S X(t)y(t)dt. 

о 
Предельная оценка имеет вид 

WOT 
А* = 

т 

3 ; Проблемы передачи информации , Ns 1 
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что совпадает с канонической оценкой амплитуды когерентно наблюдае­
мого сигнала [ 3 ] . 

Оптимальная оценка параметра А при конечном отношении 
сигнал/шум совпадает по форме с (24) (k = 1), где теперь необходимо 
положить 

R 3 = - ] y*w"(y, АО) ехр { - i Bf] уЛ , 
2 J ^ .2 >12п 

1 °° 1 d 
R2' = - \ [jqys + А°уЦ w"(y,A»)exV\- - B ^ y A - J - , 

2 J <• 2 ^ ' 2 я 
— oo 

F(w') = и/(А0), так как E = 1. 
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