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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОПЕРАТОРНЫХ У Р А В Н Е Н И И 

1. В настоящей заметке изучается операторное уравнение вида 

Л - 6 и = М > 0 , (1) 

в банаховом пространстве Е с оператором Л, удовлетворяющим следующим условиям: 
(а) Л —линейный замкнутый оператор; (Ь) область определения D (А) оператора А плот­
на в Е\ (с) Л является слабо позитивным оператором [1], т. е. имеет место оценка 

\\R ( - s, Л ) | | £ < 
М 

d + s 
» V s > О , М, d — const > 0 . 

Для таких операторов определены произвольные дробные степени Л~~^, £ ! > 0 [2] , 
являющиеся ограниченными операторами в £ , и поэтому уравнение (1) имеет смысл при 
произвольных £ > 0. 

2. Задача решения уравнения (1), вообще говоря, некорректно поставлена [3]. Исхо­
дя из того, что семейство операторов {Л~^}, | > 0 , является однопараметрической полу­
группой класса (С 0) [2], будем строить регуляризующий алгоритм [3] решения уравнения 
(1), следуя работе [4], в виде 

иц = ехр [/ - A-^f, О < г | < т)о. (2) 

Главную роль при установлении регуляризующих свойств алгоритма (2) играет 
Т е о р е м а 1. Для любого т > 0 имеет место [равномерная по ц, 0 < т ) < т ) ) и 5» 

О < £ < £э оценка 

ехр 

где С ( g o , т ) — константа, зависящая только от £о> т)0, т -
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия слабой позитивности оператора Л и из разложе­

ния его резольвенты в ряд Тейлора с центром разложения, размещенным на отрицатель­
ной вещественной полуоси, следует [2], что спектр оператора Л заключен внутри сек­
тора, образованного двумя лучами, исходящими из точки d вещественной оси и состав­
ляющими с ней углы + ф, где ф = я — arcsin —— . 

Выберем такое б > 0 , что ф < ф + б < л . Очевидно, найдется такое число %, 0 < 

< % < 'По» ч т о Д л я в с е х Л» 0 < т) < % , cos т) (ф + б) > — . 
Рассмотрим сначала случай r ] i < T | < r ] o . При таких значениях ц 

ехр {-^- [/ — Л - 1 1 ] } Л"<*+ т> < е х р ( ^ - (1+\\Л-Ъ\\Е)\\\А-^\ 

Полугруппа {Л~^} , О 0 , является полугруппой отрицательного типа [2], следовательно, 
| | Л - £ ||£ < C l f v£ > ° - Отсюда получаем при % < г\ < т]0 

ехр 

ехр 

Для того чтобы провести оценку при 0 < г] < г]!, запишем 

/ X [ 7 _ л - ( 6 + т > = - J _ f ехр (4- [1 - ^ 1 1 ^ " ( " + Т ) * (X, A) dk, 
2л/ 

(3) 
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где контур Г е ссстоит из двух лучей 1г и / 2 , исходящих соответственно из точек 
е ехр {/(ср-f 6)} и е ехр {—/ ( ф + 6 ) } и составляющих с положительной вещественной 
полуосью углы ( ф + б ) и — (ф+°1» и дуги окружности гг радиуса 8, соединяющей 
точки 8 е>:р {/ (ф + б)} и е ехр {— i (ф + б)}. В качестве е можно взять любое положи­
тельное чюлс , меньшее d (см. рисунок). 

Оценим норму интегргла в праьсй части равенства (3). Оценка для нормы интеграла 
по контуру Г £ очевидным образом получается через сценки норм интегралов по / 1 ? / 2 и г е . 
Нетрудно эдеть, что каждый из интегралов по 1г и U оценивается величиной 

1 

2л 
X ехр \ — [ 1 — s - 1 1 cos [г] (ф + б)] — г) In s] 

{ Т] ' 

1 A < i 
d + s 

(4) 

Mi (6) 
При STOM мы у и ли, что на лучах / х и / 2 выполняется оценка ||Д (к, А)\\Е^ d-\-\к\ 1 

^ € ^ i » hi где Мх (б) — некоторая константа, вообще говоря, отличная от М. Проделы­
вая несложные преобразования, получим для показателя экспоненты Q (s) в интеграле 
(4) оценку 

Q ( s ) = — [ 1 — s"* 1 cos [г) (ф + б)] — T ] l n s ] : 
Г] 

COS [Т] ( ф + б ) ] [1 — S " 1 1 — 

— Т] In s] + — [1 — COS [Т| (ф + б)]] — Ц1 — COS [TJ (ф + 6)]] In s < 
л 

Гл (Ф + 6) -j _ ? [ j __ c o s [ r ] ( ф + 6 ) ] ] l n s < 2 -
Л 

sin 2 p 

При этом мы воспользовались неравенством 1 — s~ ^ — r j l n s < 0 при s, г ) > 0 . Выраже­
ние — g [1 — cos [г] ( ф + б)]] In s непсложительно, если е > 1 , и оценивается сверху вели­
чиной go In — при е < 1 . 

8 
(О, 8 > 1 , 

ЕЕедя обозначение С 3 = \ \ получаем 
g 0 1П , 8 < 1 , 

- 7 — f ехр ( — [1 - к~^]\ k~^T)R (к, Л) dk 
2т J I г) J < 

^ 1 С Mi(b) 
< 1 я ~ ) е х р {1°п + С з } ~d + 7 d s = с*(^0'т)* 

8 

Аналогичная сценка справедлива и для интеграла по / 2 . Нетрудно провести также оценку 

1 
2ш* 

ехр [1 - к ' ^ k-^x)R (к, A) dk 

Для этого достаточно заметить, что 
длина контура гг конечна и при к£г& 

имеет место равенство \к\ =&. 
Таким образом, утверждение тео­

ремы справедливо, если в качестве 
С (1о, Щу Т) взять max{C 2 (go), 2С 4 

(go, ^) + C7 5(g 0, T] 0 , т)} . Из теоремы 1 
следует 

Т е о р е м а 2. Пусть точное реше­
ние уравнения (1) принадлежит обла­
сти значений оператора А—i при не­
котором т > 0 . Тогда алгоритм (2) 
является регуляризующим по Тихоно­
ву при Г) -> 0 для задачи решения 
уравнения (1). 

Рис. 1. / - контур Г & ; 2 
оператора А 

спектр 

< Q (g 0 , Т]0, т ) . 
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Доказательство с небольшими изменениями повторяет доказательство соответствующей 
теоремы в [5]. 

3 . В условиях теоремы 2 предполагается принадлежность точного решения уравнения 
(1) некоторому множеству регуляризации, не совпадающему со всем пространством Е. 
В этом пункте мы снимаем это ограничение. 

Т е о р е м а 3. Пусть оператор А удовлетворяет условиям (а) — (с) и является 
спектральным оператором скалярного типа [6]. Тогда алгоритм (2) является регуля­
ризующим по Тихонову при г) 0 для задачи решения уравнения (1) и множество ре­
гуляризации совпадает со всем пространством Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассуждениями, аналогичными проведенным при доказатель-
стве теоремы 1, можно показать, что при 0 < г | < т ] э , 0 < g < £ 0 

е х р { - ^ - [ 1 — Я Г 1 1 ] ! * , - 6 

где С (£о, Ло)—констанга, зависящая только от £ э и г\}, а Л — множество точек спектра 
оператора А. Поэтому имеет место оценка [6] 

е х р { - ^ [ 1 — Л " 1 1 ] } А~* <r\VC(U, ty) 

где V — полная вариация спектральной меры оператора А. Доказательство завершается 
так же, как и в теореме 2. Специальный случай, когда множество регуляризации совпа­
дает со всем пространством Е для уравнения вида (1), разобран в [5] . 
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УДК 517.977.5 

В. Г. БОЛТЯНСКИЙ 

ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ СО СМЕНОЙ ФАЗОВОГО ПРОСТРАНСТВА 

В. Г. Гребенников высказал автору соображения о целесообразности рассмотрения 
экономических моделей, в которых при достижении заданного уровня происходит «агреги­
рование» координат, т. е. переход к упрощенной модели. Например, в начальный (плано­
вый) период учитывается производство нескольких типов легированной стали, а на заклю­
чительном (упреждающем) периоде эти координаты соединяются в одну, характеризую­
щую общее производство стали. Таким образом, при переходе от планового периода к 
упреждающему происходит изменение числа координат, т. е. смена фазового простран­
ства*. 

Эти соображения приводят к следующей задаче оптимизации. Имеются два фазовых 
пространства X, У соответственно переменных х = (хъ . . . , хп), у = (ylt . . . , ym)> в 
которых движение управляемого объекта описывается дифференциальными включениями 
[2]: 

*ёР(х)> У£^(у). (1) 

В X заданы начальное многообразие М0 и не пересекающаяся с ним «гиперповерхность 
перехода» Г. Когда объект, движущийся по первому закону (1), достигает гиперповерх­
ности Г , происходит переход в пространство У, заданный отображением q : X-+Y, и даль­
нейшее движение осуществляется в пространстве У по второму закону (1). Наконец, в У 
заданы конечное многообразие Мг (не пересекающееся с множеством q (Г)) и минимизи­
руемая функция F(y). Задача оптимизации заключается в том, чтэбы найти траектории 

x(t), / 0 < / < Э ; y(t), 9 < / < / l f (2) 

* В развернутом виде эти соображения изложены в [1]. 
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