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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1960. Том 130, № 5 

МАТЕМАТИКА 

в. с о л о н н и к о в 

ОБ ОЦЕНКАХ ТЕНЗОРОВ ГРИНА ДЛЯ НЕКОТОРЫХ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 19 X 1959) 

1. Рассмотрим первую краевую задачу для стационарной системы 
Навье — Стокса в ограниченной трехмерной области Q, с границей S: 

Д v = grad р + f, divv = 0, v | s = 0 e (1) 

Одквист (*) развил теорию потенциала и построил тензор Грина для 
задачи (1) . Основное сингулярное решение имеет вид 

v«(x,y) 8" L гху 

(*«• — Уд (*/ — У/) 

ху 

Построенный Одквистом тензор Грина выражается с помощью основ­
ного сингулярного решения следующим образом: 

Gii(x9y) = Vii(x,y) — Y!\(x9y). gi(x,y) = qi(x,y) — v(x,y), 

где Г//, ту удовлетворяют системе 

и краевому условию 

Для Gn, dGij/dxm, gj Одкивистом получен ряд оценок. Обобщением 
его результатов является следующая теорема: 

Т е о р е м а 1. Если S6Lip(1,К), 0 < h< 1, то 

\Gii(x, У)\< — , 
*У 

dGt,(x,y) 
\ё,(х,У)\< 

ху 

dGit{x,y) dGu(x',y) 
дхт дх'„ 

\g,(x, y) — gj(x',y)\ 
< 

С 1 'хх' 

r x x ' \ i n r x x ' \ 

гvv, I In rv 

+ 
1 xx' 

+ 
r x x ' I ^n

 r x x ' 

h< 1 

h = \, 

где С — постоянные, зависящие от S; R = min (rxy, rx>y). 
Если же 5^Lip(2,X), 0 < Х < 1 , то 

С дЮИ(х,у) dgj (х9 у) 
дх1дхт 

9 дх1 ху 
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d x l d * m дх\дхт 

dgj(xty) dgj(x',y) 

дх, дх, 

< 

< 
r x x ' \ l n r x x ' 

c i Тхх' \ l n r x x ' 

г , | In г ,!* г А , 
* * ' I XX 1 , xx' 

--г -RT 

+ 
л» 

In гхх. |« 

Х < 1 , 

Х = 1. 

Отметим, что точно такие же оценки справедливы для функции Грина 
для задачи Дирихле и функции Неймана. 

Так как решение задачи (1) выражается с помощью тензора Грина 
по формулам 

vi (х) = — J Gn {х, у) f} (у) dy, р (х) = — J gj (х9 у) ff (у) dy, 
ft п 

то при помощи теоремы 1 может быть доказана 
Т е о р е м а 2. Если SeLip(J,A) и | f | < C , mo 

dv 
ОХ; 

dv (х) dv (х') 
dxi дХ; 

[Crh „ 

\р(х) — р(х')\ ) \Сгхх>\\пг 

Если же S £ Lip (2, X), f g Lip (0, a), mo 

^ С || f | |u p (o,«), 

X 

xx'|2» 

h< 1. 

Л = 1. 

d2v dp 
dxfiXj ax, 

d*v (*) a2v 
dXjdXj dx-dxj 

др(х) dp(x') 

*xt dx'; 

< 
C||f|| Lip(O.a)' x x ' 

G l l f l l L , p ( o . « ) ^ H n r , x . | . a < X < l , a < X < l , 
C imi L ip(o. i ,^' l l n ^'l S . 

X < a , 

i < X 

a = X 

Более общий результат приведен в заметке ( 2). 
Кроме того, справедлива следующая теорема: 
Т е о р е м а 3 . Если S£C2, mo имеет место неравенство 

Отметим, что аналогичная оценка для || v | |^ 2 ( Q , } , где 12' — любая 

строго внутренняя подобласть области £}, получена О. А. Ладыженской. 
2. При исследовании дифференциальных свойств решения стационар­

ных задач магнитной гидродинамики встречается необходимость построить 
тензор Грина для следующей задачи 

r o t H = j , divH = 0, # „ | s = 0, (2) 

где j — заданный соленой дал ьный вектор, Нп \s = Hi (£) щ (S)fees и £2 — 
односвязная область. 

Рассмотрим также сопряженную задачу 

rotE = a, divE = 0 , Е т | 5 = 0, (3) 

где а — соленойдальный вектор, удовлетворяющий граничному условию 
ап |s = 0, и Е т = Е — пЕп. 



Тензоры Грина для задач (2), (3), Vik{x,y) и Uik(x,y), являются ре­
шениями следующих задач: 

rot* V* (х, у) =з grad, d N ^ y ) + е*8 (х — у), div* V* (х, у) = О, 

rot, U, (х, у) = grad, ™ ^ + e*S (х - у), 

d\vx \}k (х, у) = 0, Uhn (5, у) \ l e s = 0, U* = t /*) , 

где Л/ (х, t/) — функция Неймана, G {х, у) — функция Грина для задачи 
Дирихле. 

Легко проверить, что 

V* (х, У) = 4- rotx ~^- + Vk (х, у) + grades* (х, у), 
ху 

где 

s 
и Sk(x,y) является решением задачи Дирихле: 

ЬхЗк (х, у) = 0, sk (Е, у) \&s = bk (S, у) fees, 
причем 

M 6 , 0 ) = - ? ( ^ r o t ^ + V H T ) ^ ) , ^ ) ; 

интегрирование ведется по контуру, лежащему на S. Выражение для 
bk$,y) имеет смысл, так как 

§ arot^+Vk ^ =°-
Далее, 

(х, У)=*т~ rot* - 7 * - + (х, у) + grad* tk (х, у), 

где 

Р (£> У) — плотность потенциала двойного слоя, при помощи которого выра­
жается регулярная часть функции G(x, у), a tk (х, у) — решение задачи 
Неймана 

Д**(*,0) = О, 

£65 

Между и существует соотношение 

Vtk(x,y) ==Uki(y,x). 
990 



Решения задач (2), (3) выражаются при помощи Vik и Uik следующим 
образом: 

Hk (х) = J // (у) Vik {У, х) dy - ^ Uki {х, у) и (y)dy, 
h п 

Ek (х) = ^ щ {у) Uik {у, x)dy = ^ Vki (х, у) а£ (у) dy. 

Т е о р е м а 4. Если S 6 Lip(1,/г), то 

\Uik(x,y)\, \Vik(x9y)\^ 

< 
\Um(х, у) —Uik(х',у)\ 

\Vik(x,y)-Vik(x'9y)\ 

где R = min (гХу,Гх>у). 
Если же S6Lip(2,X), то 

dUik{x,y) 

г 2 

лгу 
> i 

# 3 I ^ 2 J ? 

A = 1, 

ay. 
dx, < c 

(*,*/) dVik(x',y) 
dx, dx, 

< 

< 
r x x ' \ l n r x x ' \ r . I In г , I2 Г Л , 

+ •R2 

X < 1, 

X = 1. 

При помощи этих оценок может быть доказана 
Т е о р е м а 5. Если S6Lip(1,h) и | j | < C , то решение задачи (1) 

удовлетворяет условиям: 

£с,ш э/се 5 б Lip (2, X ) и j б Lip (0, а), то 

ОН 
dx, <c\\j\ 'Lip (О, а ) ' 

aH (*) _ dH (*') 
дх, dx, < 

( C HJllLlp(0.«) r *x- Х < " ' 

C | | J | | L i p ( o . « , ^ | l n r « . | , а < Х < 1 , а < Х < 1 , 

C l l J l U f t ^ l l n r ^ l ' , « = U 1 . 

Точно такая же теорема справедлива для задачи 2. 
Ленинградское отделение 
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