
П.П.Таммела 

К ТЕОРИИ ПРИВЕДЕНИЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 

§ I. Введение 

Работа посвящена теории приведения положительных квадратич­
ных форм по Эрмиту и по Минковскому. Говорят, что форма 

} =Z_aijxix- (I) 
приведена по Минковскому, если для любого набора целых чисел 
( ̂ , • • •» U из условия о.н.д. ( 1Ь, . . . Хп) = 4 следует ,что 

к^,...,и>аи. (2) 
Близким к приведению по Минковскому является приведение по Эрми­
ту. Говорят, что форма £ приведена по Эрмиту, если при о -ъ-юо 
функция 

kUb^/^J"^---^ (3) 
является наименьшей среди функций, определенных таким же образом 
для всех форм, эквивалентных форме I, . Из определения следует, 
что соответствующие диагональные коэффициенты двух эквивалентных 
приведенных по Эрмиту форм одинаковы. 

Форме £ сопоставляем точку (С^,..., Q,™, а п , . . . , а,^,п) 
пространства коэффициентов R, , fvj = |г(у'П . Совокупность при­
веденных по Эрмиту (соответственно Минковскому) форм J- , рас­
сматриваемая в К , назовем областью приведения Эрмита X (соот­
ветственно областью приведения Минковского XL ). 

Области % и jli выпуклые гоноэдры с конечным числом граней; 
причем внутренние точки % и Jit совпадают [10] . При 

этом ЭД=1для rv46 (см. [5], [7] );%фАмя rv>6 (см.[б]) 
(т.е. часть границы jit может не принадлежать % ). 

Минковский сформулировал ряд утверждений, позволяющих вы­
числять его область приведения для n^Q . Однако доказательство 
этих предложений было опубликовано им лишь для И 4^ [9]. В слу­
чае tt=5 утверждения Минковского были недавно доказаны С.С.Рыщ-
ковым [4], [5]. В работе [7] мы доказали утверждения Минков­
ского в полном объеме, а именно, было доказано следующее предло­
жение. 
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Теорема I. П у с т ь И/46 . Д л я т о г о , ч т о ­
бы п о л о ж и т е л ь н о о п р е д е л е н н а я 
к в а д р а т и ч е с к а я ф о р м а J б ы л а п р и ­
в е д е н а по М и н к о в с к о м у , 
мо и д о с т а т о ч н о , ч т о б ы 
л е т в о р я л а у с л о в и я м 

d.. <= fl­it ̂  "'iHtiH (i = 4,. .;,1г-0 

н е о б х о д и -
о н а у д о в -

(4) 

у с л о в и я м 

Ht„...,U>afek. 
г д е k = i,.-.,̂  
из с л е д у ю щ е й 

а з н а ч е н и я 
т а б л и ц ы I. 

(5) 

б е р у т с я 

Таблица I . 

К 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

4 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I.. 

^ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

А 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

к 

I 
2 
I 
I 
2 
2 

Ф 

I 
2 
2 
3 

3 д е с ь (.К,к , . . . , к ) п р о б е г а ю т в с е п е -
р е с т а н о в к и и н д е к с о в (1, . . - ,чг) п р и 
э т о м и з т а б л и ц ы б е р у т с я л и ш ь 
с т р о к и , н е п р е в о с х о д я щ и е п о д л и ­
н е rv , п р и ч е м п у с т ы е м е с т а з а п о л ­
н я л с я н у л я н и . 

Условия (5) в дальнейшем будем называть условиями Минковско-
го. Как следует из работ [5] , [7] область,определяемая условия­
ми Минковского является областью приведения Венкова [I] \L , 
где 4* = ZlX i для П4 6 « Области приведения Минковского и Эрми-
та для 1г"4б являются областями приведения Венкова Vf , где 
%=1.^х\ и О <Х< <Х1<...<\. 

Предлагаемая работа продолжает исследование [7] . Она явля­
ется небольшой переработкой кандидатской диссертации. Основные 
результаты работы сформулированы в заметке [8] . 
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В § 2 сформулированы и доказаны вспомогательные предложения 
("редукционные леммы"), используемые в дальнейшем. Они являются 
некоторыми обобщениями соответствующих лемм статьи [7] . 

•3 § 3 изучаются векторы смежности области Дирихле Ю Ш фор­
мы t , приведенной по Минковскому. Областью Дирихле формы J- на­
зывается [2] множество точек X , для которых 

Их) *Нх4) (6) 
для всех целых векторов Ь = ( ц , - . -XJ • Доказано следующее 
предложение. 

Теорема 2. П у с т ь .1146 и п у с т ь } - п о л о ­
ж и т е л ь н о о п р е д е л е н н а я ф о р м а , у д о в ­
л е т в о р я ю щ а я у с л о в и я м М и н к о в с к о г о . 
Т о г д а о б л а с т ь Д и р и х л е ф о р м ы £ п о л ­
н о с т ь ю о п р е д е л я е т с я н е р а в е н с т в а м и 
( 6 ) , к о г д а в е к г о р ы . I = ( ц , . . . , (/„,") б е ­
р у т с я и з т а б л и ц I , 2 и 3 , з а в ы ч е ­
т о м п о с л е д н е й с т р о к и т а б л и ц ы 2 . 

Таблица 2. 

А 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

^ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

4, 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
2 
I 

-от 
к 

2 
2 
I 
2 

. 2 
2 
2 
I 

к 

2 
I 
2 
2 
2 
2 
2 

Ч-

3 
2 
3 
4 
3 
пг 

Таблица 3. 

4 
I 
I 
I 
I 
I 

"Чс' 

I 
1 
I 
I 
2 

Л" 
I 
I 
I 
2 
2 

4 
к 

2 
2 
2 
2 
2 

'V 
3 
3 
3 
3 
3 

^ 

3 
4 
4 
3 

8 



З д е с ь (К, к , . . . , к ) п р о б е г а ю т в с е п е р е ­
с т а н о в к и и н д е к с о в ( l , . . . , ^ . П р и 
э т о м и з т а б л и ц б е р у т с я л и ш ь с т р о ­
к и , н е п р е в о с х о д я щ и е п о д л и н е U , 
п р и ч е м п у с т ы е м е с т а з а п о л н я ю т с я 
н у л я м и . 

3 § 4 доказывается предложение о приведенных по Минковско-
му квадратичных формах, являющееся основой, как доказательства 
теоремы об области приведения Минковского для П/46 , так и для 
исследования вопроса об эквивалентности приведенных форм. 

Теорема 3. П у с т ь £ - п о л о ж и т е л ь н о о п р е ­
д е л е н н а я к в а д р а т и ч н а я ф о р м а о т 
И/46 п е р е м е н н ы х . П у с т ь £ у д о в л е т в о ­
р я е т у с л о в и я м М и н к о в с к о г о . Т о г д а 
м н о ж е с т в о ц е л ы х в е к т о р о в I = (ц,,...,^)» 
д л я к о т о р ы х м о ж е т в ы п о л н я т ь с я н е ­
р а в е н с т в о 

М,•Линкер 
с о д е р ж и т с я в т а б л и ц а х I и 2 . 
З д е с ь (к, к', . . . , к ) п р о б е г а ю т в с е п е ­
р е с т а н о в к и и н д е к с о в О , . . . , tv) . П р и 
э т о м и з т а б л и ц б е р у т с я л и ш ь с т р о ­
к и , н е п р е в о с х о д я щ и е п о д л и н е П, , 
п р и ч е м п у с т ы е м е с т а з а п о л н я ю т с я 
н у л я м и ; п г - ц е л о е ч и с л о , н е м е н ь ­
ше 4 . 

В § 5 дано следующее уточнение теоремы I об области приве­
дения Минковского для 1г4б. 

Теорема 4. П у с т ь п-46 • Д л я т о г о , ч т о ­
бы п о л о ж и т е л ь н о о п р е д е л е н н а я ф о р ­
ма f б ы л а п р и в е д е н а п о М и н к о в с к о -
м у , н е о б х о д и м о и д о с т а т о ч н о , ч т о ­
бы о н а у д о в л е т в о р я л а у с л о в и я м (4) 
и (5) т е о р е м ы I , з а в ы ч е т о м у с л о в и й 
(7)> о п р е д е л я е м ы х п о с л е д н е й с т р о к о й 
т а б л и ц ы I . 

К^...,е>й53, \1Ь\>Л, 1^1*3; 
^ „ • Л ^ й и . - ц ы , iefi.*3; J 

к а ж д о е из о с т а в ш и х с я у с л о в и й я в ­
л я е т с я н е о б х о д и м ы м д л я о п р е д е л е ­
н и я о б л а с т и п р и в е д е н и я М и н к о в с к о -

(?) 
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г о ( Т . е . з а д а е т е е и с т и н н у ю (N~1") -
м е р н у ю г р а н ь ) . 

В § 6 для И/4б вычисляется однократная область Минковского -
часть области «ill , удовлетворяющая дополнительным условиям 

< \ ы » 0 ( iH, . . . ,Tv-0 (8) 

(т.е. область, удовлетворяющая тому свойству, что внутренние ее 
точки не эквивалентны). Точную формулировку см. в § 6 (теорема 5) 
Там же доказано (теорема 6), что для KV>3 разбиение на области, 
эквивалентные однократной области приведения Минковского, не яв­
ляется нормальным. 

В § 7 изучается вопрос об эквивалентности приведённых по 
Эрмиту квадратичных форм. Помимо классической области Эрмита % 
здесь рассматривается и однократная область Эрмита %0 , т.е. 
часть области удовлетворяющая неравенствам (8). Важную роль 
здесь играет понятие грани Г данной размерности области приве­
дения. 

Пусть Ю - одна из следующих областей приведения - область 
приведения Эрмита, Минковского (классические или однократные). 
Определим грани различных размерностей гоноэдра © . Единствен­
ной гранью размерности N мы будем считать внутренность гоно­
эдра ф • Пусть Г 4 k 4 N 4 и грани размерностей N ,N"1 
..., N~(k""0 гоноэдра £) уже определены. Определим 
грани размерности С N - Ю • Гранью размерности ( N - Ю ш будем 
называть всякое непустое множество Г точек области 0} , удов­
летворяющее следующим свойствам: 

1) Г лежит в некоторой (N~k) -мерной плоскости; 
2) Г открыто в этой плоскости; 
3) р не содержит точек граней размерностей N, - - -, N ~к + 1 ; 
4) р максимально: если Г<= Г <=Ф и Г удовлетворяет усло­

виям I), 2), 3), то Г' = Г . 
Так как для 1г 4 6 области приведения Минковского и Эрмита 

совпадают, то в этом случае совпадают и их грани.-
Рассмотрим форму j из области приведения Эрмита; обозна­

чим через % {{) набор всех целочисленных векторов 

к* 
cip „eg 

К ,...,U=V> О), 
пусть к - индекс, 2 4 k 4TI обозначим через х , (£) набор всех 

для которых 
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целочисленных примитивных к> матриц 

где 

i 
1,ю 'k-1 

И 
J ( 0 ! • • - > ^ к ) = ^ к . сю) 

%п,Ф обозначим через Ъ (V) . В силу определения области при­
ведения Эрмита j£(f) - совокупность всех преобразований формы 
4 в формы, приведенные по Эрмиту. 

Теорема 7. П у с т ь Г - г р а н ь о б л а с т и 
п р и в е д е н и я Э р м и т а р а з м е р н о с т и & 
( k d 4 N ) • и | , о е Г . 

Т о г д а 
2 k ( D = l k c y (k=<,...,rv>. 

Пусть Г - грань области приведения Эрмита размерности d 
(l^cl^N) и j-e Г • По теореме 7 множество X ('£) зависит 
только от Г и не зависит от выбора f £ Г • Поэтому далее обозна­
чаем 

2к(П=2к(ШкИ,...,тО, 2(П=£ф. 
По теореме МИНКОВСКОГО [9 ] | t i k | <С » так что множество 2, (Г) 
конечно. 

По определению Х(Г) следующее предложение очевидно. 

Теорема 8. П у с т ь Г - г р а н ь о б л а с т и 
п р и в е д е н и я Э р м и т а ' р а з м е р н о с т и а 
( I 4 cL < N ) и £ е Г • Д л я т о г о , ч т о б ы ц е ­

л о ч и с л е н н а я у н и м о д у л я р н а я м а т р и ­
ц а S = (5^) п р е о б р а з о в ы в а л а ф о р м у £ 
в п р и в е д е н н у ю п о Э р м и т у ф о р м у , н е ­
о б х о д и м о и д о с т а т о ч н о , ч т о б ы S-eXCQ 

Для 1^46 построение 2Е(П облегчается теоремой 3. А именно 

х)Мб Матрица примитивна, если общий наибольший делитель мино­ров к-го порядка этой матрицы равен I.. 
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Теорема 9. П у с т ь 1г^6 • П у с т ь Г - г р а н ь 
о б л а с т и п р и в е д е н и я Э р м и т а - М и н к о в 
с к о г о . П у с т ь к - и н д е к о , К к 4 TV . Т о г д а 
в с е в е к т о р ы ( t * " , ' . . . , 1^) , Д л я к о ­
т о р ы х 

' "Л ' v I (V 

(О •"1 

•Ш, 

я в л я ю т с я с т р о к а м и т а б л и ц 1 и 2 , з а 
в ы ч е т о м п о с л е д н е й с т р о к и т а б л и ц ы 
2. 

Остальная часть § 7 посвящена задаче построения фундамен­
тальной области на базе однократной области приведения Эрмита. 

В §§ 8-9 для h/=2 и rv=3 вычисляется фундаментальная об­
ласть ("точная" область приведения), содержащаяся в однократной 
области приведения Эрмита-Минковского. Для |г=2, это давно извест­
ный результат. В случае ц, = 3 независимо от нашего исследования 
фундаментальную область, содержащуюся в области приведения Мин-
ковского нашел Штогрин Q3] . Заметим при этом, что его фундамен­
тальная область отличается от нашей. 

Автор приносит глубокую благодарность А.В.Малышеву за по­
становку задачи и постоянное внимание к работе. 

§ 2. Основные обозначения и редукционные леммы 
При доказательстве основных утверждений работы нам понадо-

бяться леммы, которые мы будем называть-редукционными. В даль­
нейшем мы используем следующие обозначения: 
1) е. - вектор, у которого i-тая координата равна I, а все 

остальные равны 0(i=l,...,ri); 
2) если i,i,---5k суть индексы (возможно, совпадающие) из набора 

С1, -. . ,TV") , то 

Как обычно, Кх',Ц) - билинейная форма 

отвечающая квадратичной форме £ . 
В формулировках лемм 1-6 этого параграфа мы предполагаем, 

что форма § удовлетворяет условиям Минковского (см.§ I); Т/>0 -
целое число; Е- = С^,.. ,,Ь^) , где I .. . }£ № целые числа с усло­
виями 

О Ц«»...<!*. (D 
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Условимся при 1KU/ сумму | l_ считать равной нулю, Цп, = Ы ПРИ 

• HV>N/. OL. - - символ Кронекера. K 'J 
Лемма I. П у с т ь к - ц е л о е ч и с л о , 0 4 к 4^-1 • 

П у с т ь 5ф| 

tv-fc 

п р и ч е м е с л и Ь З . ю 

а е о л и Ь 1 . т о с в е р х т о г о 

Т о г д а 

Kt)>kK-k,.>^^.ki...g. (5) 
Доказательство. Пусть Ai =0 , 61+2 =0 , если i 4=0 . 

At = тш( ^ - \ - Ъ > к 1 , ^ „ 4 > ч ) , если U i « k - 2 

В , - „ « ( I t k l l ^ M * ' , е ^ - ^ - А Д е о л , 3 < U k - i . 

Имеем 
М)-К^ел.к1..^=2Ке;е^,...,.)-Ке^...,.). 

Разлагая билинейную форму Kt;e i t .k , . . . ,a ' ) по первому аргументу в 
соответствии с представлением 

l=L «A <-А.к,..,,.Ч,,Д, -g. j Аре„.ы .+ 

К-2 П, 

получаем 

13 



=£ЦНе,,„.ь „)-Кф 

t(L.,-Lt-z_iA.)4(( 

+ZLA.2L f{Ke л r,e ч7 

+ Й(е ,̂...т)-кер]) + 

j = o « J " J ' J 4 eVbl,. . . ,J + 

k-2 a-) 

+&в^1и^,..,ы....,»)-^ 

+ tHe^...,J-Kea.J] + 

t—2 Л*1=и-к ' 

+ lKe l v 4 > M f ( H f l v ) -kej}] •ь 

+ iO-M(l-L-Ar|a-2)6t)[Ke^...)J-kej] * 

14 



* w L-fl ^ -̂ 2Lct-n BrJUUrL А -вд-

Поэтому имеет место неравенство (5), ибо в силу условий Минков-
ского каждое из слагаешх в фигурных скобках неотрицательно, так 
что в силу (I), (2), (3) и (4) в правой части последнего равенст-

. ва каждое из слагаемых неотрицательно. 
Лемма доказана. 

Лемма 2. П у с т ь к=3 и л и к = 4 . П у с т ь 

1=1 1 

п р и ч е м е е л и к = Ч , т о 

Т о г д а 

(V) 

НЬ >Ла-еп_к..?п,^у ъ^к ^ Д (8) 
Доказательство. Пусть 

C-"^{U,-L-k,L-L-Bj. 
Имеем 

Н И - R l - e ^ ...,ft.1)lv,li,)=2Htfe№.k )___jfH ,n,,tv)~K6tv.k)...)fl.1jn,>a). 
Разлагая билинейную форму K t ; е„,_к,...,И)ЛД) в соответствии 
с представлением 

ь =2_цв(_+Aetl.kj..in,Hjtv,fv+beft.ki...,„..,,м.ч,н,,м,'1" 
+ Cu-4-A-D)e t v. k )..., f V. 1 ) n, + Ce a. k + b..., t v 4 ) a. n n,, t t + 

HtrL-B-C)e,.,>(^-L-A)e„ 
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КЙ-Kt-e „.„)-if(e r t „.,,_) = 

-T.li№iM ».,,..J-He1)) + 

+ &lKea.k,...wH(e^} + 

+ (L* Л-к-С) {Ке,.ы,...^^(ед} + 

^ U ^«.-k,n.-k+l>...,a-<,«,-<,rv,n-)-K6M,.k)j + 

j=(t-2 J ' ' J J 

+ (l-L-A)LlKelA)-tel)Jf 

l=n-k ' 
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He№.rE„-B-C)^{Ke^...,w)-He.,)} + 

и-ки 

• (a A-I -£ U *L - А АЛЛ-.-в-с))%, w). 
Поэтому имеет место неравенство (8), ибо в силу условий МИНКОВСКО-
го каждое из слагаемых в фигурных скобках неотрицательно, так 
что в силу (I), (6) и (7) в правой части последнего равенства 
каждое из слагаемых неотрицательно. 

Лемма доказана. 
Лемма 3 . П у с т ь 

а-б 

гь >ZLU 
ы <. 1 л л >f id л J +ь 

"и-5 *-< а /__ Ч Vq Ч-з Ул-г * и 
V О ) 

Т о г д а c=i 

Доказательство. Пусть 

Имеем G^CR^A-s-D-E-П. 

57 2 
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Разлагая бшшнейную форму UI; е . • ^ в соответ-
ствии с представлением 

О к-fc . 

~ Y^T i t »v-s,iv-4,it-3,n-a,iv-i,n.-4,iv,a ^ n.-5(n.-4,n-i,n,-2,a-l,n-,»v 1=1 

"*"^rv-4~^n.-5~L'~t-~' №>1.чЛ-ъл-1,п~ип+\\/
п,-з~"п.-ч№п-Ъ,11-2,П-иъ 

^L-L<-o)e^AL-t^-^K.Ak-Lr&-B)en, 
получаем 

(t-5,a-l,tv-5,tv-5,tt-(,it-),it,a)~'''J'Ce|l.J)a.4ilt.JiM„._,,„,_,>nзц) ~ 

•t(l -А-В-С)Ш(е >)_хГр NU 

+ D ЦКе^,№2,,,Л)- Ke J ] +Z_ 1% w >te ) ] + 
a-2 

i=a-3 
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*-7^ <i-5,n-4,N.-3,n,-2,>iH.ri,nJ ~J C^tv-iyj "I" 

+СИ % -,..,«,,, ,„., >f(eJ •!_ [Ке,„ w » ад})+ 

+ (F-G) Ke„MMJHi.)t S {Ke„.(]„„.„,.)-f ( e j j t 

<ArD-E-FX{Ke„_>w 

H.-2 

+fe^(e
i,»-,,n.>J(eP)+{KeM,,J.„,„.,.,)-He„.,)J] t 

HL-L-D-E-F-G)lKe„.J„i,.l„,.„.,_„)-f(eiv_jJt 

•CL- L - С - D)t|, ( fe i w j - fep) HKe_. >Ke„,)j t 

+ tHe„ iM„)-K<U)t {f CeMJM)-Ke„)}j + 

+(2A(B.C-,4-|er(£M-L-D-E-F-G)-tt„,-L-C-D> 

-(^4».,-B-E))He 
'tl-5,n-4,ft-3,H-2,»H,tl-*,n.,n.7 • 

19 



(II) 

Поэтому имеет место неравенство (10), ибо в силу условий Минков-
ского каждое из слагаемых в фигурных скобках неотрицательно; так 
что в силу (I) и, (9-) в правой части последнего равенства каждое 
из слагаемых неотрицательно. 

Лемма доказана. 
Лемма 4. П у с т ь 

1 = 4 

Т о г д а 

Доказательство. Пусть 

с =m^(t4-A-B,L rQ о=^с^.ч-А-в-сдн.э-и, 
Е - muvc -̂L.-DA-L.-BX F-muwĉ -ê -A Л - L - B - E ) , 
G=mia(t(v-L-B-E-F)L-LJ-C), H.r«n(E.t-L-B-E-F-6). 

Имеем 

Hw~Kv-6 M V W a ^ 1 a l № j = i n i > e M ^ ^ ^ 

Разлагая билинейную форму Hfc;eMJV.JiM<№.4tA.Jt lwv) по первому 
аргументу в соответствии с представлением 

Л.-5 

(12) 

+CtM-A- B-C- Dje^^^j АЧА + beft.Ji(1.2 пнл ifV+ 
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получаем 

»-4,rv-J,a-2,nH,n.-l,tv,»vJ~^'JV.^№-4,n.-3,n.-2,H.-(>n-),№,nJ = 

+ 1 

+ l^e^Mi^;Milw>ICej]] + 

|:jKel(ftJ-Kepb{KenJ-fe]]+CE-H)KeJf-

+Ct„-L-b-E)UKeMiM.MW)-f(elrt)] + 

4t.,-ttv.3-cHiLtKe^iM,J-Kei)3 + 

a-2 
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+ CL,-tM-A-F)ke,H 

UF* G+ H)tL [ReJ-КеД, [f(e„.j-Ke4J + 

^L-t,-6-E-F-G-H)ttKen.,,„.,,w.,,„)-Ke.)3 + 

*£, I Keu , J - Ke,i} + ̂  {Re,,) - i (eu)] + 

+(2A.B*C^0-l-t-|.tA-L-B-E-F-6-H))f(e_ „ ) . 

Поэтому имеет место неравенство (12), ибо, в силу условий Минков-
ского выражения в фигурных скобках неотрицательны; так что в си­
лу (I) и ( И ) в правой части последнего равенства каждое из сла­
гаемых неотрицательно. 

Лемма доказана. 

Лемма 5 . П у с т ь hv=6 и п у с т ь 

А-\ 

(13) 

2 ^ 1 Л + 1 j-4.5,6 

L + к* U 

k t ) > H t - e 2 j 4 > 5 S f c j + Ke2)Ji4i5)5i6;M). (14) 

Доказательство. Пусть 
A =m-ln,(E2,t,-t4). 

Имеем 
W) - K t - e 2 M 5 5 t J - 2 R t ; е4ЛМ,5,,,6,) - Ке,,Л5>5,е,6Д 
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Разлагая билинейную форму K t ; е в з ч - 5 5 ь) п о пеРв°мУ аргу­
менту в соответствии с представлением' ' 

I = U + Ae^4iS>MiM+(tf-AKs.«As.s>*> K t , - t ) e w > + 

получаем 

j C W " J 4 Ь~ "2,J,4,5,5,M>.6 / ~ J" v 6 2 i ) 4 5 , 5 , 6 , 4 , 6 ^ = 

Kt2-A) ttke2A45>)G)-Ke4)]+L [Kei>6)-KeL)] + 

Kt443-^A)tZ_lKe i^-K ep}+ | .SKeC ) f e)-Ke l)} + 

+ U c e w ) - ke4)J 3 + (l, -1 3 -I , + A) KeM ) + 

+ Ct, 4 , - A) [ 1 (Keuj-Re.)l + tKe^-Ke^}} + 
1=2 

+ a 5 -^-A)ace 5 ) f e nKe 6 ) ) + " 

+(lft - 1 5 - t t ^ c e ; + ( ^ А4 Г 2) Не2ЛЧ>5.5А6Д 



Поэтому имеет место неравенство (14), ибо в силу условий Минков-
ского каждое из слагаемых в фигурных скобках неотрицательно; так 
что в силу (I) и (13) в правой части последнего равенства каждое 
из слагаемых неотрицательно. 

Лемма доказана. 

Лемма 6. П у с т ь 1 г = 6 и п у с т ь I * ( ц , - • -,Ь^) 
о д и н и з в е к т о р о в 

(2 ,2 ,2 ,2 ,3 ,6) , . (2 ,2,2,3,4,6) , (2 ,2 ,2 ,3/1 ,7) . 
Т о г д а 

К0>ке-е 1 Д а Л 5 Д М > ) + Не 1 Л М > . . 5 , в . . > ) . (15) 

Доказательство. Имеем 

S (2 е123>ч +3 е5+6 е6) - J- (е, ,„,„,,,„,) - * (e(,U4,5,f,6>,) = 

= 1^еизл5> J - J (e5)] +ZJte t § H ( ^ # i A M A W > ) ; 

К2е1 Л З +Зеч +^5^еО-Кеи л ч ч 5 5 > > 6)-Кеи ,Д 5 > 5 , ,6 ,6)= 

= [Кеилч,5.5,^)-КерЗ + Ке„ s +2еч>5+Зе6); 

^ 2 e
w

+ 3 ^ + 4 V7eJ -K^ . s + '2e M +4eo -* (e < i l A W A M ) . 

= K e w +2e,>5+3eJ + {Ke<A,,v,s>>>)-ke4)j + 

+Z.tke i ) f e)4(eL)]+ t f(e5 >)-Ke5)] . 
Поэтому имеет место неравенство (15), ибо в силу условий Минков-
ского каждое из слагаемых в фигурных скобках неотрицательно; так 
что в правой части последних равенств каждое из слагавшх неотри­
цательно. 

Лемма доказана. 

§ 3. О неравенствах, определяющих область Дирихле для форм, 
удовлетворяющих условиям Минковского 

Доказательство теоремы 2. Не нарушая общности, можно считать, 
что I. > 0 ( i ~ \, • - -, ть) , ибо иначе форму S можно заменить на 
форму £ =$• ( +х '. .,+&„,) , где знаки выбраны так, чтобы 
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Предварительно докажем следующее вспомогательное утвержде­
ние . 

Лемма 7. П у с т ь И46 и п у с т ь f у д о в л е т ­
в о р я е т у с л о в и я м М и н к о в с к о г о . 
П у с т ь ц е л ы й в е к т о р t = ( £ . , , . . . , £№) о т л и ­
ч е н о т в е к т о р о в т а б л и ц 1 - 3 
1~ У/ О ( t = i,...,n) , п р и ч е м и м е е т с я р о в н о 

S н е н у л е в ы х к о о р д и н а т I; ; ( К 5 4 № 4 б ) 
Т ( О Г Д ( а с у щ е с т в у е т ц е л ы й в е к т о р 
I = ( ц , •••?(/«,) с у с л о в и я м и : 

I) о * е ; < ^ (i=j , . . . ,n); 
2) 1{>0> е с#л и t j > 0 ( i = i , . . . , r v ) ; 
3) t;+...+ e f t 4 l + . . . u 
4) ке)>не ' ) + не-е') 

n< ) 

Доказательство. Не нарушая общности, мы предполагаем, что 
для I =(£.„. . . , (,„,) выполняются условия (2 .1 ) . Ибо иначе мы мо­
жем форму f заменить на форму £' = £(Хк,,-- . , Х ^ ) так, чтобы 
t ^ * . . . 4Ькда . Доказав же лемму 7 для форму £' , мы ее дока­
жем тем самым и для формы j 

/ 3 следующей таблице (таблица 4) дается построение вектора 
I по вектору I (для разных S, и при различных условиях, на­
лагаемых на координаты вектора I ) . В примечании указано осно­
вание (ссылка на различные случаи лемм 1-6), в силу которого для 
вновь построенного вектора I выполнены условия 1) -4) . 

Таблица 4 . 

5 

i 

2 

3 

Ч 

Условие на £• 

U 
Л>1 

LM 

1.x 
L>> 

Построение вектораЕ 

t'-t-e» 
t'=t-e„ 
i'-e-«w 

е'=е-е. 

1'- t-e, , 
n-2,n-),n 

Примечание 

A J , k = 0 

A . l , k = 0 

А . 1 Д И 

A.1,k = o 

Л-i k= 2 
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5 

L>1 

1=1 

H--1 a-4 

2L^Xn 
t=1 

1-4 n-i 

L2H 
f F 1 i 

t ' - t -e^. 

t'-l-e^ 

а-з.л-а.Ш.и. 

i'-l-e 

1/ = ^ " ^1 г -1 ,П , 

f'-P-e 

l/ —U *>n-2,tv-1,ft 

t'-e-e^№ 

ДМ, Ы 

A.I, k=0 

A.i, k=3 

Л.2, k=3 

A.i, ки 

Л.2,к=ч 

Д.2, k=2 

AJ , Ы 
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S=TV = 6 

2t>4 + L 

2Ь£Ы 

2UM+1 
2 t 5 >ie l + i 

1=1 * 

ЕД4345>£Д+1 

гцфЛг-^ 
1АЛА+1 

H<^A<^ 
1АЛЛ+Ш 

lAe„ 

E'=e-e6 

4,5,6 

9'-1-е 
" 2,3,Ч,5>,6 

2.3,4.5,6,6 

Г-Е-е 
V ~ 1 ' Ч.2,Э,Ч,5,5,Ь,<= 

E'4-e 
1.2,3.4.5,6 

Л.*, k=0 

/U,k=0 

A J ,k=2 

Л.2.к-Ч 

Л . 2 , к и 

л.з 

A.f.k-5 
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1Л<^АЛ+\ 

21^11Л+^ 
2^Z.E.4i ij=w 

1Л+К^Л+^ 

ЬЛ^АЛ^ 

л^л^л^ 

21^9.1^, j.^s.t 

1Л<<-1Л<1 

е'=е-е 
2.3.4,5,6 

£'=Е-е 
17 ^ С<ДЗ.Ч.У.5>.6 

^ = ^"е
адч,5.$>,*,6 

ЛЛЫ 

л.з 

Л5 

Л.6 
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lAAs^A 
1АЛМАА 

н 
21/:« 21 Ы,,И,5.& 

СААМАМ 

1**5 

Г=е-е 
<,й.Ъ.Ч.5.56.Ь,(> 

^К*,,..* 

• 

£=Нз.ЧЛ5>.* 

£=tH.3.4.5.S.«>.' 

i,3.4,S.5.*,«> 

Л.6 

A.U-4 

Л.Ч 

л.ч 

Л.5 
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о J i i"*p „ 

е34чд5>з+ей 1/ "V ^3,4,5.t> 

f'- E-e 
v ~ U ^3,4,5» 

Л. I ,k=3 

Л.2,к=3 
Простыми рассуждениями убеждаемся, что условия, налагаемые 

на координаты Ц векторов б в этой таблице, исчерпывают все 
возможные векторы, не входящие в таблицы 1-3. 

Лемма доказана. 
Заметим, что если для некоторого вектора I 

то неравенство 
Нх) 4Нх-£) 

является следствием неравенств 
$(X) 4 кх-6'), кх) 4 Их-(1 -1')). 

Поэтому теорема 2 является прямым следствием леммы 7. 

§ 4. Свойство Форм, удовлетворяющих условиям Минковокого 
Доказательство теоремы 3. Не уменьшая общности, мы можем 

считать, как и при доказательстве теоремы 2 , что все ц > 0 и что 
t- t4 £ i H ( i =•! ,• . • , чь-О • Прежде всего докажем ряд вспомога­

тельных утверждений. 

Демма 8. П у с т ь п^б. П у с т ь п о л о ж и т е л ь ­
но о п р е д е л е н н а я ф о р м а у д о в л е т в о ­
р я е т у с л о в и я м М и н к о в о к о г о . П у с т ь 

Р(0-Р Г-р +(2е +^е 
u ~см.-Ч,п.-а,л-2,1г-1,п,-),л,1г,п. > v — 0 < д з -г А с ч т j t, 5 6 , 
^ = e w + 2 e 4 + 3 e 5 ^ e f c , Г } =е1 2 +ае3 > ч + зе5 +4е6 . 

Т о г д а -

ьк#о 
Доказательство. Имеем 

+Z_ {Ke^.O-icep] + { K e M A V К О ] / 
Ull-Ч 
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1 
+ 

i=1 

Ke IAS+2еч +зеад)=He, <a>s № 6 > > £ сад + 

& U c e i 4 > 5 J - K e ^ [Кеч,5,6И(еч)} ; 

ke1)2j3+2e,+3e5+4efc) =ке<ДДЧЛЯАМ)+£(€^н 

+ £ У(e w > ) - Kej)]+1Rew)- Re4)] + 7 [Rebykefi ; 

^i4^eA4+3^+4>K^wJf^w)ftKe^Re^f 

В силу условий Минковского выражения в фигурных скобках неотри­
цательны; сумма других слагаемых больше, чем тШ/ Кб} 

Лемма доказана. *• 

Лемма 9. П у с т ь ^ = 6 и п у с т ь п о л о ж и ­
т е л ь н о о п р е д е л е н н а я ф о р м а | у д о в ­
л е т в о р я е т у с л о в и я м М и н к о в с к о г о . 
п у с т ь Г 5 = е4 +2еаД1)+3е5Ь . т о г д а 

£(tC5>) > ггШ/х Яе-У 

Доказательство. Предположим противное. 

К О ^ т л а & К е ^ . (2) 
Ы,...,ь 

Тогда 

+ 1 l K < w H O £ J + Z.[ReU6)-Ke t)}; 
/5) 

(3) 

(4) 

В силу условий Минковского выражения в фигурных скобках в 
разложениях (3), (4) неотрицательны; так как сумма других слага­
емых не меньше, чем mO/t Квк") , то из допущения (2) следует, 
что 

KD-»t5k«y, (5) 
что все выражения в фигурных скобках в разложениях (3), (4) рав­
ны нулю. Наконец, отсюда и из условий Минковского мы выводим: 
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ai5 =a16 = a5fe = o 
("22 U/25 — 6t2fc — Q,35 — U36 — \XHb — (Хц5 — - 2 

&2S = &24 - &зч = ~T" 

Но тогда не все выражения в фигурных скобках неотрицательны,ибо 

Противоречие доказывает лемму. 

Лемма 10. П у с т ь И 4 б и п у с т ь п о л о ж и ­
т е л ь н о о п р е д е л е н н а я ф о р м а £ у д о в ­
л е т в о р я е т у с л о в и я м М и н к о в о к о г о . 
П у с т ь 

Ptf> 9 1 - е 

Г =e1i23f2e,,5+3e6, ^ ,0 = е,2>э + 2еч 5Ие6 

Г =е12+2е3>ч,5 +3efc. 
Т о г д а 

(t) 

КЮ (i«6,7.M,«UU2). 

Доказательство. Имеем 

L*H-4 

$(0=ке , . , д , , , , „ ) H(e„VKe,)+|T t K e j - k e ^ 

J Ct1*) = KeW)4>5>,6)+Re5>)-Ke5)+ 
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* ( Г ) = ЩШ56) +£. {f (е и ч л м ) - f (ер) + 

HHe^J-Ke,)]. | 

В силу условий Маяковского выражения в фигурных скобках 
неотрицательны; сумма других слагаемых не меньше, чем maoo £(ek) 

Лемма доказана. Кф0 

Для того, чтобы сформулировать следующее предложение, усло­
вимся называть переходы от I к t , указанные в таблице, со­
держащейся в доказательстве леммы 7, редукциями леммы 7. 

Замечание. П у с т ь П- 46 . П у с т ь п о л о ж и ­
т е л ь н о о п р е д е л е н н а я ф о р м а £ у д о в ­
л е т в о р я е т у с л о в и я м М и н к о в с к о г о . 
Т о г д а р е д у к ц и я м и л е м м ы 7 

I ) в е к т о р t ' ^ e , , ^ . . . . , . м о ж е т 
б ы т ь п о л у ч е н л и ш ь и з с л е д у ю щ и х 
в е к т о р о в : 

v '4'c'n.-4,«.-J,n.-2,1-<,H/ ' 

2 ) в е к т о р С = 64 2Э ч 5 й 6 м о ж е т б ы т ь 
п о л у ч е н л и ш ь и з с л е д у ю щ и х в е к т о ­
р о в : 

Ь =et+2e.A,.,+4e,, fc •-2е,1,д,+3е1+1е„ 

57 3 
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3 ) в е к т о р I =e,231)55fc6 м о ж е т б ы т ь 
п о л у ч е н л и ш ь и з с л е д у ю щ и х в е к т о ­
р о в : 

Mt) сад 

ь = f W 3 e w , I = е,+2е,д,+зев+Чев, 

ЕСЭ2)=2еМ)Э+зеЧ5+Че4, е ( з э ) =е и 2е 2 Э Ч ^е 5 > 6 ; 
^ « € ^ * 2 ^ + 3 е а д ; 

о с») 4 ) в е к т о р I =е 1 2 3 Ч ) 5 5 > 6 ж 4 м о ж е т б ы т ь п о л у ч е н л и ш ь и з с л е д у ю щ и х 
в е к т о р о в : 

1(f) С*5) 

I = W , 5 H e f e ,. ^ «в 1 А М +зе,+Че„ 

^ =е^2е2дч+3е5+5е4, & »2е , д а А 5 +5е , , 
е < Э 9 ) =2еи ,ч+Че5 +5е, , ^ = е1+2е2ЛЧ+Че5+5е6 
I =e1+2e2M+4e5t6e6, I = е и + 2 е э ч + з е 5 + 5е6 ; 

5 ) в е к т о р I =e, 5 + Чв6 м о ж е т б ы т ь 
п о л у ч е н л и ш ь и з / с л е д у ю щ и х в е к т о ­
р о в : 

Г=2е„Д1)+Че5+К, Г ^ е ^ ^ е ^ е , ; 
6 ) в е к ю р I = е1Льн+Щ + пге4 г**5 м о ж е т 

б ы т ь п о л у ч е н л и ш ь и з с л е д у ю щ е г о 
в е к т о р а : 

1 я е , „ , + 2е 5 +(пи-0* 
Доказательство. Достаточно рассмотреть редукции леммы 7, 

отвечающие 5=5 и5=п=б. Эти редукции осуществляются вычисле­
нием из Ь векторов et ; etj ;.e.tj.k ; eiJtki№; 

в "ft ' 6 • p • P 
i.j,k,m.,m.' i.j,k,m,.p' i.j,k,m,p,p ' i.j.k.m.m.p.p » ^i,j,k,m,m,,p.f,f> » 

g • £ • в 
i,j.k,m.,p,i ' v'i,j,k,m..p,p,i.b i i,j,k,m.,p,p,i-,i,i-
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Непосредственно проверяя выполнение для I условий осуществления 
редукции, мы приходим к указанному набору 1а) 09^t,4*J4). 

Лемма П . П у с т ь П/4б и п у с т ь п о л о ж и ­
т е л ь н о о п р е д е л е н н а я ф о р м а у у д о в ­
л е т в о р я е т у с л о в и я м М и н к о в с к о г о . 
Т о г д а 

> »ща п и , 

Доказательство. Имеем 

К^УМжке,) 09 41442) . 

»1«ч "* Kt )-Keww;^>Kej+Z- Ike^Hced; 
i=n.-4 

(«0 

HkeftTO2>—)-Kert4+2L {Ке^-КеЗ]; 
1*1-3 

Н в ) = 4 7 ($H-4.n.-s,*-i.ti-U») i 
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+ t * teuA4,5.6,6) " * (e5)), если mox Kej > d66 \ 

К О = KeWMA)+bKe>) -L Щ + 

+ Z.y (e U A , i W A § >Ke i ) J+ i . U(e i6)-Ke6)j + 

+ [Ке,м.ч.5>.6)-Ке5)) ,если moo, ^cek) < a M ; 

Krt=ke<,J i i.4>J,6)+2Ke4i9.3,4,5. f i>6) + 

+ tKe,f.3.4.M)-Ke.)]; 

Kew))=Ke,,M,s>>) + Ke3,5,) + 

^tKep-Ke^Z-tiCe^^-Kep}; 

Ке(м%Кеи>эч^.Ке^+1{Ке,5>Яе{)]; 

leg * 



+ i i t e ^ j - f (es)} + [ К е , д м W i 6 ) - Ке,)}; 

Ке(30)) = Ке1,,,ч.5.6) + Ке,г,.^,6,6) + 

t - 1 • • t » 3 \ 

4«еибЫ(еД; 

+{HeMA4>M J - Кец)} + {Ке,,,чл5,6.6)- Ке5)]; 

Кеси)) = Ке,2.ЗЛ5Л6,6) 4- гКе,3.,5. J + 

^ ЬКеи 5 Ч Л 5 1 ,6)+Ке3 ,> у ,6)+ 
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^{К%,6)-Ш.Л + {Не51б)-Ке5)у, 

436) 

+ {Кеиэ .ч ,5Д ,6 ,6)- К ф ] + {KeWiW>4)-Ke5")} + 

+&^(e^-Ket)]; 

•ь2|{Ке.6)-КеЛ]; 
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f £39) 

Ш ) = K ^ , i l i W W ) t K O + i(е2ЛЧЛМ) + 

+ 1Ке, , , З Л 5 > 5 >>Ке^ 2Z_ [Ке156)-Ке,)] + 

+ tHe56)-Ke5)]; 

* Сесчо>) =Ке 2лч 55A J + 2 f ( e , , , , J + 2 J (e6)+ 

+ tHe,AS ,4 AW, J - f ( e ^ г | _ {Ке^ИОД) + 

+ 2{KeJ-Ke.)}; 

КГ)=Ке13ЛЧЛ5Л64) + KeM.M) + l(et) + 

^ { K e U 4 5 6 ; 4 ( e ) ] + Z . U ( e i ; - K e i ) } + 

+llf(ei,J4(et)l + {Ke,J-ke5)j; 

Kfc ) = 2Kef2ЭЛ556 j f K e 6 ) + J (e w )+ 



В силу условий Минковского выражения в фигурных скобках неотри­
цательны; сумма других слагаемых больше чем tnO/X j(Q) • 

1емма доказана. К+° к 

Завершение доказательства теоремы 3. ПУСТЬ у —{v^,.. .,Ьп)~ 
вектор, не входящий в таблицы I и 2. Если I = l ( t ) ( i = \,.. .,5), 
то для Ь теорема доказана в силу лемм 8 и 9. Если I ф lw 

( i = 4, . . . ,5) , то применим к I редукцию леммы 7. Мы 
получим вектор I меньшей высоты, причем 

, (i) М ) > Н Й . (6) 
Если Ъ-Ь ( i =4,...,5) / ,.то для I теорема доказана в силу 
(6) и лемм 8 и 9; если Ь'Фь (i = \,--,5) и Ь не додержит­
ся в таблицах I и 2, то вектор I заменяем на вектор £ и к 
последнему снова применяем редукцию леммы 7. В конечное число та­
ких шагов мы придем к вектору из таблиц I и 2 или к вектору 
VяЙ-<..-/)• , ( й . 

Пусть Ь один из векторов С (t =*!,...,№) , тогда в силу 
(6) и лемм 7, 8, 9 и 10 

j-(t) > m«y Ке^. (7) 
Пусть I/ один из векторов £ (i =13,.. -,Й) , a t^l/ 

(j = -13, • • -, f%) . Тогда в силу лемм 7 и 10 
J( t ) 5-тольКе^. ( 8 ) 

Заметим, наконец, что если I Ф1 (i =i №) , то в силу 
(6) и условий Минковского 

Kfc)>tnaxf(af). (9) 
, Теорема 3 доказана. 

§ 5. Область приведения Минковского для и 46-

Прежде чем доказать основной результат этого параграфа - тео­
рему 4 - докажем следующее предложение. 

Демма 12. П у с т ь CV =6 и п у с т ь п о л о ж и ­
т е л ь н о о п р е д е л е н н а я ф о р и а | у д о в ­
л е т в о р я е т у с л о в и я м М и н к о в с к о г о . 
П у с т ь I (еб) ^ £ (ер д л я н е к о т о р о г о и н д е к ­
с а i 4 5 . Т о г д а 

KeW i W A J > да Key» Kej. 
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Доказательство. Имеем 
а) при тги = 6 

Ц 

+ lKe, < M < 4 , f M Wcep] + H e J j 
б) при rrv 4 5 , i < 5 

* Се
<ЛэЛ5.5.*.м) = £ - i * ce^-j - f сер} + 

в) при m-4^ , t =5 ' 

В силу условий Минковского и условий леммы выражения в фигурных 
скобках неотрицательны;.сумма других слагаемых не меньше, чем 
max :Ке„). 

Лемма доказана. 
Доказательство теоремы 4. Необходимость условий теоремы 

очевидна, поскольку они включаются в условия определения области 
Минковского. 

В силу теоремы 3 при доказательстве достаточности надо ис­
следовать только векторы из таблиц I и 2 теоремы 3. В силу лем­
мы 10 неравенства (1.2) для векторов, получаемых из Ь ,...,1 
перестановками и изменениями знаков их координат, являются след­
ствиями условий минковского. ' 

В силу леммы 7 неравенство (1.2/ для векторов,получаемых 
из I =61гз.4,5,5.+те* ЧРИTV>^ перестановками и изменениями зна­
ков его координат, являются следствиями условий Минковского. 

Поэтому в силу леммы 12 из условий теоремы следуют неравен­
ства (1.2) для любых I =(Еч,...,£„,). 

Для доказательства необходимости каждого из условий теоремы 
приведем внутренние формы этих граней. 

Уравнение 

*• a u * аы,и< 

Внутренняя форма 
IV 

HL(ucj4i+^)ocJ 
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It 

2. £(£_£, a ) = a.\ 

1^^<1 4<. . . <̂ ik 4=n 

k>5, р=н,.:.,к 

t = k A,k 

5.K3£1e1+|_6.e>£jei>app 

2«= j ^ 6 

lk + Гк-Г>к)̂ — &••£• x i x i . 

к 

j * p 

^ ck-2)Ck-o j f c W ¥ 4 

- | 1 _ £ ^ ( £ ^ + £ к Х к ) -

i*k m.#k i*m. 

4 2 _ £ t W k " 
i#j,t#k 

-*G*4paiiMUw 
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Во всех формах jl->0 достаточно малая величина, а 0̂  , -
символ Кронекера. 

Теорема 4 доказана. 
§ 6. Однократная область приведения Минковского 

Однократная область приведения Минковского выделяется из 
области приведения Минковского добавлением к условиям (1.2) не­
равенств 

аи+1^° аи,. . . ,п-о. (D 
Найдем все грани высшей размерности однократной области приведе­
ния Минковского при п, ^ 6 

Теорема 5. П у с т ь r v 4 6 . Д л я т о г о , ч т о б ы 
п о л о ж и т е л ь н о о п р е д е л е н н а я ф о р м а 
£ п р и н а д л е ж а л а о д н о к р а т н о й о б л а ­

с т и п р и в е д е н и я М и н к о в с к о г о , н е о б ­
х о д и м о и д о с т а т о ч н о , ч т о б ы о н а 
у д о в л е т в о р я л а у с л о в и я м 

I- Л и + 1 > 0 а = Н , . . . , п Н ) ; 

Ж . К £ ^ + ̂ ) > ^ , - Ut,<i24n, $ V U a £ ^ 4 0 ; 

Ж. Кб<Д+ tf^tfj* а ^ J <•t, < ь2 < ia 4 n,, 

^ + и Л Ч 4 0 , ^ А Ч 4 ° ' ' 

Ж. К£гв; +£. е4 +£. е. +е{е. +це.) > а- 4 

4 *4<i2<t3 <i4 <i5 <п) 
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Ol. ;)-(£= в, +£, в, +£. e +£ ft +£ в 4- P p л * л 

5 5 

M. f (б, е / £ а е 2 + £3еэ + £чеч + £ A + £ 6 e 6 ) > a6 6 ; 

Ж, К е д + бае2 + £3еэ + £ , е ч + £ 5 е 5 ^ л + ^ е р > а и , 

U j 4 6 , t « 6 - $ t # , 6 . - е , , £ ? = - e 6 , 

£ j ( e j H + £ j H ) ^ 0 ; 

X.K61e1+£2e2+£3e3+£ i (e4+£5e5+£6e6+£ je j+£ fcek)>a i t/ 

U j < k 4 6 \ t = 6 - J M - $ j > 5 , 

^ + 2 ^ С 6 ^ 6 к Н ^ ^ £ к 4 0 ; 

Ж. K ^ e / e . e ^ ^ f £4e4+£5e5
+e6e6f ^.^ +£ jV<e jH)>a66, 

^ 5 ^ , - £ н = £Г£^=-^2,бв=-б1-, 

IE. Кб, e,+ба е2+еэе3-^„е^б^^б.е,) ^ ачч, 

-£ч = £ 5 =£ 6 , б ^ + б ^ О ; 

44 



П р и э т о м б е р у т с я т о л ь к о т е н е р а ­
в е н с т в а , к о т о р ы е и м е ю т с м ы с л д л я 
д а н н о г о П/ . К а ж д о е и з п е р е ч и с л е н ­
н ы х у с л о в и й я в л я е т с я н е о б х о д и м ы м 
д л я о п р е д е л е н и я о б л а с т и , п р и в е д е ­
н и я 1 и н к о в о к о г о ( т . е . з а д а е т е е 
и с т и н н у ю ( N - 1 ) - м е р н у ю г р а н ь ) . 

Доказательство. Так как однократная область приведения со­
держится в области приведения Ыинковского (теорема 4 ) , то нам 
достаточно выяснить, какие грани высшей размерности области при­
ведения Минковского являются гранями однократной области приведе­
ния, а также показать, что 

a U + < = 0 ( i = H , . . . , n H ) (2) 

действительно являются ее гранями. 
Результаты исследования приведены в виде таблицы 5. В пер­

вом столбце этой таблицы выписаны уравнения ( N 4 ) -мерных гра­
ней классической области минковского (теорема 4 ) , дополненные 
уравнениями (2). Во втором столбце, если уравнение отвечает ис­
тинной С N - О -мерной грани однократной области-приведения, 
выписана внутренняя форма этой грани; в противном случае выписы­
вается не менее двух граней однократной области, в пересечении 
которых лежат все точки этой области, удовлетворяющие уравнению 
первого столбца. 

Таблица 5. 

Уравнение 

'•<4.i«s0 

2- G/ti = ai4iH 
i=H,...,n4 

Внутренняя форма 

b l U M R . , ^ ^ ^ 

не представляет грани высшей размерности 
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= &** 

6. Ке^е^О-

• l4 i <j <k 4 П 

7. *(е^ +£rel+eses+ 

+ < 4 e t ) = a t t 

+L,t(H£P)x 

-0+Ct -0£iej)ju-)6£ б,-

не представляет грани высшей размерности 

Ке,е-екек)=акк 
а..=0)если J .+ g 6 . £ j = 1 

a jk=0,если £.Нк £ . £ к н 

пь*р 

_ 2 + ( i + j - 2 ) > t . . 

не представляет грани высшей размерности 

Ke.ej + eses+etet)=att) если 

abS=a5t=o ,Ke.ej + dse5) = ass. 

^•e r£ te^e te t) = a t t , если 
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«•KWWWW* 

9.kt.e^t^tise^ 

£ А + & А ) = а , irtf 

i4J<t<5<t<tJ^rv 

wJ(ej^+£teb+e5es + 

существует t 

( t= j , t / ,5 , t ) , такое 
что |tf-i| £.£„=<! 

54). 
•* L,k=j.l.5.t L. 

i * k . 

xju,i£.d,xjxvt£sttxsxt̂ j£sxjxs-£jelxjxt+ 

+ £ Л х Л ] + 2 ^ х г х 5 ] + 0 - ^ ^ 1 5 ] х 

^ ^ A ^ ^ V ^ t W ^ ^ J ] 

f ^ O H ^ x ^ ^ t XixK-
i,k«( 
i * k 

~f7" Xi3Ck+/t(»:Xl+XlXs*fll»VXtXv)-
i,k=j.t,s,t.v 

i*k 

-(1-p)(£j ЦЯдХ,+ £,£tx,xt+£s £v xs xv)-

2 x 

не представляет грани высшей размерности 

foA+£,A)=akk 

j1(ejej+&te^£5es^et+£,etr) = app 
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IT,, k* -o 
8 

\ 4 - . £;&,rX;X1 
i-j.tA.t o-^i ^tf' 

12. ке1е4+£2е2+£3е3+£чеч + 

TIT J4i<.k-U5 i ^ r i * ! ' 

«. £(££+£2e2+£3e3+£4eqf 

24J45 

.fiH-fcj-6iH 

не представляет грани высшей 
размерности 

а,, • =tt: ы =0 

Яед+е 2е 2 +е 3е 3 +£чеч +б 5е 5
+£,е 6) =a 6 6 

in. fce1e1+£4e2+£3eJ+£4^+ 

+ i s & d l ^ ( f y _ £.£хЛ + 
i * t 

+2ji(a:H+xi+,)x |l-

^ МИ** * - y l , £L£kXiXk 
12 

IHcM 

'5-.И.Г1 
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60—~^J £ 7 - % 

Хо=0 , х , = 0 

/ 6 

t*j,i*5 IL-5M 

^ Й М 1 ¥ & Ы «AS-.) 
t*J,L*S 
k*j>k*S 
I t - k l H 

15. Н£Д+£А+е-Л+W 

=a, ?p 

\ 4.i <k 4 6 

-K|r t ^ I l X J + t e i 6 k X l X , t ) + 
li-jl>< li-kW 

'J 

P=-
6 , к 4 5 
5 ,j<5,k=6 
4 •, j=5.k=6 

5~Кг^м-^у 

,ZL 

Je,k44 5 R j * a 
[ 3 , b 5 - . b , j*3 

X ILL 

. i.=*k, i*j 
пгч'к, m-*j 

fS ( M ± H « 

6, em X: x„ + 

2 ' il £j X j Ц и XjH ~ £ ^ X<p + 

«.$(£&+ед+б>е,+ечеч+ 
не представляет грани высшей 

размерности 

= a, рр 

ftj.JH - a j ^ . j * 2 ~ 0 
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п. ke1e+£aes+£se3+eHe1|+ 

is. Н^Д-еД^-е/. 

«д. K261e1+2£2e2+£3e3+ 

+ечеч+£5е^£д)=а6 6 

го. f(fc<e,+£ae,+2eae3+2£lle4+ 

+2ечеч^£5е5+£6е6)=а66 

a . K^e< +£ ae e+e se3+e4e4f 

не представляет грани высшей 
размерности 

а н Г 0 , е с л и ^ £ . «4 

0 / ^ = 0, если £jt, 6, = 4 

не представляет грани высшей 
размерности 

а 1 ( =а 2 2 а-22 = а 3 3 

6 • з 

+ u,J__x, xit(- i i iM^^ i^ l a x 

xCfcj£sX3X5
+£3£6X3X6 + £Ч£6ХЧХ6) 

-C7 + I)C^3^4X4)Z_£:XL+ 
•0-4 

i * 3 , 4 

6 5 

-|Zr^xLC£jXJ-6 j+ (x.J + 
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~ e j - l " £ j = £ > < "6j+2 

+ - P ' J»2 

(M= • 

22. Kt1e1+£besj+£se3+ 

+е,чеч+2&5е5+2£д)^ 

е , е а
+ £ Л = 0 

и 

4,6,6»Н 

ft Л [W>H 

23. f(3e1+ea+ese,+. 

= a p p 
2 4 j 46 

p=6-Sjife 

+ *£А Йг^*^' 2 ^ XtXj -

• 2 ¥ / t ^ l + 

+(2p422*6j+ .̂ 6 , 0 / X ^ ^ X , -
li-jM 

6 5 

i*< 

-|21бсх.Сб5х^б6х6) + 

+ з fa h^%ixi -^хАх5+бл) + 

- т е . л * ^ А + 6 Л ) 

не представляет грани высшей 
размерности 

а12=о 

aH+2e3ae-o 
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2ч. J-(3e re2 +£3e3 +&1 )e4 + 

' Ч ^ Д ^ е ^ 

2 4 j 4 6 
P-6r4j 

. « 3 W > 0 

H-'-J-H^ 

25. fC3ere2+63e3+ 

•WWWtfi)-

= app 

24j 46 

P = 6 - S 6 l j 

e j - .= - e r f c j4 

не представляет грани высшей 
размерности 

K2ere2+i5ei+i^i5e5+tte6)=a66 
Ке1+£Л-екек)=акк 

Ьш^г\у%яЬ*Ъ* 

. 6 

Однократная область приведения Минковского вместе с экви­
валентными ей областями заполняет конус положительности без 
просветов и наложений но внутренним точкам - дает разбиение ко­
нуса положительности. Неожиданным оказался тот факт, что при 
n»3 это разбиение не нормально, т .е . некоторые области разбие­

ния соприкасаются не по целым граням высшей размерности. 

Теорема 6. П у с т ь 1г»3 . Т о г д а р а з б и е н и е 
к о н у с а п о л о ж и т е л ь н о с т и н а о б л а ­
с т и « э к в и в а л е н т н ы е о д н о к р а т н о й о б ­
л а с т и п р и в е д е н и я М и н к о в с к о г о , н е 
я в л я е т с я н о р м а л ь н ы м . 

Доказательство. Рассмотрим грань й14 = &и однократ­
ной области Минковского Ws0 . Область Ж0 соприкасается по 
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(|\[-1) =(|г(2+< -\) -мерным кускам этой границ двумя эквивалент­
ными ей областями W, и Ш2 , где Ш1 = Ж 0 5 » W/2 =-Ш,0$г • 
причем .• 

с /о 1 о л / о .< о 
1 vo о i J Vo о -i.M 

Здесь S - линейное преобразование в пространстве коэффициентов 
RN , индуцированное матрицей. S ; . 1 Л . 2 . единичная матрица под 

рядка rv-2 . 
Шв и Ж, соприкасаются по части &ti>0 и Ж0 и Ж 2 сопри­

касаются по части fyj^O грани <V=^22 . 
Теорема 6 доказана. 
Заметим, что при tt~3 нормальность нарушается еще в гранях 

области Ж 0 • 
Теорема 6 означает, что при i w 3 однократная область при­

ведения Минковского не является областью приведения Венкова V<j> 
какую бы форму Ц мы ни взяли. 

§ 7. Эквивалентность приведённых квадратичных форм 

Пусть j - форма, приведенная по Эрмиту, и пусть р - це­
лочисленная унимодулярная матрица. Тогда по определению приведе­
ния по Эрмиту, для того, чтобы ££, оыла приведена по Эрмиту, 
необходимо и достаточно, чтобы 

Поэтому если для некоторой формы т и целочисленной унимодуляр-
ной матрицы $ при некотором к=1 ,гу , 

и 
t (5 k 1 , . . . ,s K r v )<a K k , 

то форма £ не приведена по Эрмиту. 
Доказательство теоремы 7. Используем обозначения § I (см.оп­

ределение %{.j)). Пусть | =(&ц) » Q =(°ip и ПУ°ГЬ теорема 
доказана для j 4k-1 • Предположим, что она не верна для j=k . 
Тогда существует целый вектор {1и... ,1„) и при к И матрица 

[ / „ . . . . Ц 

так что 
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- примитивная матрица, причем 
kiit—0=&кк, CD 
J(4» • • >Ы=Нкк. (2) 

Так как £ - внутренняя точка грани Г , а (I) - плоскость, в 
которой в силу (2) грань Г не лежит, то для некоторой формы 

Поэтому форма $ не приведена ло Эрмиту, что противоречит пред­
положению. 

Теорема 7 доказана. 
Теорема 8 непосредственно следует из определения 2-(Г) и 

замечания,сделанного в начале параграфа. 
Доказательство теоремы 9. В теореме 3 нами были найдены все 

векторы (1А, . . ., 1^) , которые могут удовлетворять условию 

для форм $ ci), приведенных по Эрмиту-Нинковскому. Поэтому все 
векторы (ХА\ • • • * Ьъ") t ДДЯ которых 

'р«г>\ 

являются строками таблиц I и 2. 
Пусть теорема доказана для j < k . Бели для всех форм 

% к = акч м ' то векторы ( ^ . # ; ^ ) , для которых 
Г " " " ' " ; :^(Г), 
в tip • «<*м)л«^ 
,1/и. . . . (/- L. ft * ' ' Л fV 

являются частью векторов ^ , . . . , 1п ) и поэтому являют­
ся строками таблиц I и 2. Поскольку все векторы ( £ , , . . . . , £„,) , у 
которых ^ ^ 0 и К ^ , • • • » О 4&kle f описаны в таблицах I и 2. 
Будем рассматривать случай, когда в.грани Г имеет место неравен­
ство а к к >а к . 4 к_, и у вектора ( ^ ^ , . . - , V^) , для которо­
го 
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tK = 0 . Тогда в силу определения области приведения Эрш-
та-Минковского и лемм 10 и 12 

EpJ = 0 (mod2) j<k , p^k . 
Поэтому из примитивности матрицы 

i (О 

pCt4) pCik.p n ( ^ 
•̂  • • • К К 

выводим: I = 0 (mo&l) при x,>k . Так как 

то отсюда выводим, что (̂  , • • • , Ь^ ) принадлежат таблице I 
или 2. 

Докажем, наконец, что из таблицы 2 строка U , \, \ J, 2,W) c 
иг>4 не может входить в преобразования эквивалентности. Для форм, 
приведенных по Эрмиту-Минковекому, 

К£иа + £^+£кек+беее+2брер.n^ej > тх,^ % , 
кроме,быть может,случая Ъ М и р=б . Ибо 

(3) 
= Reiei*ejej+eke/etee+26pep+3eleb)+ 

+ cm,-3)2;Ke^+(m,-3)2l_ t K e ^ + £ ^ ) - K e J 
fi=t,j,k,E,p,p 

(см.лемму 12). В силу условий приведения по Минковскому, лемш 
12 и (3) имеем, что 

К™,б,е,+е2еа + е3е3 +£чеч + £5е^ + 2 е6ев) >а55 . (4) 
Пусть 
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входит в преобразование эквивалентности приведенных форм как по­
следний столбец матрицы. Тогда из требования унимодулярности сле­
дует, что хотя бы один из 1^ Ф® C'w^cl2). Отсвда (теорема 3) • 
следует, что 

Q/5S Ъ- (Xgg. 

Но это противоречит (4). 
Теорема доказана. 
Эта теорема вместе с таблицами I и 2 позволяет предложить 

следующий алгорифм нахождения множеств %(Г) унимодулярных мат­
риц, переводящих приведенные формы $€-Г в приведенные же формы. 
Условия (9) и (10) § I в определении % (Г) равносильны тому, 
что грань Г лежит в плоскости 

КС, • • -.CVa*. .(*> 
В теореме 9 указываются все возможные столбцы 

- -KVV 

матриц из 1 ( П • „, 
Пусть нами построена Ък^и ) . Тогда для построения 

XfcCO из возможного набора векторов (таблиц I и 2, без стро-
ки О, \, \ Л , 2, иг ) ) выберем вектор (lfk), . . ., б£" ),для которо­
го выполнено (5). Каждую из матриц % (Г) дополняем каждым из 
этих векторов. Среди полученных матриц отбираем примитивные. Они 
составят множество Х к ( Г ) . 

Продолжая этот процесс, найдем искомое множество 
Пусть Г - грань однократной области приведения Эрмита раз­

мерности d (4 4 a 4 N") . Рассмотрим форму f е:Г ; обозначим че­
рез 2^. (Р) набор всех целочисленных векторов 

/n(i,")\ 

к (i,) 
для которых *(«?,.... l.Vv. 
пусть к - индекс, ^^k^ti/ t обозначим через набор 
всех целочисленных примитивных матриц 

где 
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M/, . . . A )=a, kk 

н е , " , , . , . . i • i, , .ч - . , е . )»о . 
%n{$) обозначим через гея . 
Х<0)Ш является совокупностью всех преобразований формы j- в 

формы 5' , принадлежащие однократной области приведения Эрмита. 
Ясно, что если на •£ смотреть как на форму из классической об­
ласти приведения Эрмита, скажем £ е Г , где Г - грань класси­
ческой области Эрмита размерности d (I <=d 4 N ) , то £"•(£) сХ(Г). 

Внутренние точки однократной области приведения имеют толь­
ко тривиальные преобразования в формы, лежащие в однократной об­
ласти приведения - автоморфизмы ± I , где I - тождественное 
преобразование. Действительно, пусть f = (СЦ •) е. Г0 -внутренняя 
форма однократной области приведения Эрмита. J=(ft'n) - эквива­
лентная i форма из однократной области приведения Эрмита. 
% С Л содержится среди матриц, преобразующих внутренние точки 
классической области приведения Эрмита в точки классической об­
ласти приведения Эрмита, т.е. в силу теоремы 8 среди матриц вида 

.0 " ' где t-~t\ ( i =4,...д) . Но так как С1;^ > 0 , &, • ,*0 
и = *,...,пн).. то е,=еа=:..=е>,=±4а X (« =1±I3 • 

Пусть Г _ грань однократной области приведения Эрмита раз­
мерности a C R a ^ N ) и пусть О ^ Г . Рассмотрим разбиение Г 
плоскостями 

K5lb---,5^^M,...,5iH)O=0,(i=^...,ia-O/ (6) 

где 5 =(5{.)е.«£ (Jp . Мы получим разбиения 
г = 0 г;, 

ы к 
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причем Гк - части Г разных размерностей, открытые в соответ­
ствующем подпространстве. 

Пусть точки £,'леГк , тогда % (J) =2£ C<j) , иначе суще­
ствовала бы плоскость (6), разделяющая эти точки. Так, что снова 
можно говорить, что 2^°(Гк) = Х (£") , если |е: Гк . 

Конечность этого разбиения, как и конечность 3£(П» следу­
ет из теоремы Минковского [9] об ограниченности I Sik | < С для 
преобразований $ =Csij) области приведения Минковского в эк­
вивалентные области, имеющие общие точки с областью приведения 
Минковского, не лежащие на границе конуса положительности. 

Элементы разбиений всех граней объединим в одно конечное 
множество 1_ = £П,} (упорядочив их как либо). Учитывая опре­
деление Г\ и то, что точки граней классической облаети приведе­
ния Эрмита могут быть эквивалентны только точкам граней класси­
ческой области приведения Эрмита той же размерности, получим, 
что [~L либо эквивалентна Г- (j ф1 ; j=0,.--,M), либо не имеет 
.эквивалентных точек с ^\ (.\Ф1; } = 0 , . • • , \ А ) . 

Однократная область приведения может послужить основой для 
построения фундаментальной области ^ приведения положительных 
квадратичных форм, т.е. такой совокупности форм, что любая поло­
жительно определенная форма эквивалентна одной и только одной 
форме из фундаментальной области Так как фундаментальную область 
мы будем выделять в гранях однократной области приведения Эрми­
та при помощи линейных неравенств, то определение граней фунда­
ментальной области аналогично определению граней однократной об­
ласти приведения Эрмита. 

Опишем алгорифм нахождения фундаментальной области. Пусть 
нам дано разбиение L = [ Г^]. всех граней однократной обла­
сти приведения Эрмита (см.вышё; здесь Га - внутренность одно­
кратной области приведения Эрмита). Множество $ строим как 
объединение $ = Q 9{ некоторых подмножеств <$[ = U 1~ср од­
нократной области"°приведения Эрмита, где l~cf> некоторые части 
множества !~ . В качестве % берем Г0 внутренность однократ­
ной области Эрмита. Пусть мы построили 9^ , • • • « ^ ы .Строим 
( J ' k C k = 0 , - - , M ) . Рассмотрим Гк ; возможны следующие три 
случая: 

а) Гк эквивалентно одному из Г- , j < k ; тогда полагаем 
Т к = ̂  , где 0 пустое множество; 

б) Г не эквивалентно ни одному из Г , j <j< и все пре­
образования Гк в себя являются автоморфизмами всех форм из Гк ; 
тогда полагаем S-K = Гк ; 

в) Г^ не эквивалентно ни одноиу из Г , j < к .но сре­
ди преобразований Гк в себя есть преобразования $ =(S-) , 
которые не являются автоморфизмами для всех форм из Г ; этот 
случай рассмотрим особо. 
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. Пусть 5 = ( р ц J Ct =<,... ,>) все преобразования, о кото­
рых шла речь в п.в). Рассмотрим разбиение Гк плоскостями 

..Л) ci) _ ct) d) _ 
j k.SLJ , . . . , S ^ , 5j4 , . . . , Sj^ j = d--

(t=\,...,b] i , j И , TV). 

Мы получим разбиение 

(?) 

г.-ur*, 
• ср) рде I - части I k разных размерностей, открытые в соответ­

ствующем подпространстве. ф 
Пусть f е. Гср) и некоторое преобразование р O ^ t 4г-) 

переводит j- в форму } е I ' , то $ является автоморфизмом 
формы j , ибо иначе существовала бы плоскость (7), разделяющая 
эквивалентные формы £ и f . 

Определим 
# - U ГФ 

ре-Р 
где р пробегает множество р о [ Ч , . • •, UJ , которое строится 
следующим образом: 4е.Р; Л е Р , если f̂ (h;> не эквивалентна ни 
одному из множеств f(j) , j<fv ; в противном случае fv^.P . 

Рассмотрев таким образом все i = 0 J , . • -,М , отвечающие 
элементам Г- разбиения L , мы построим множества 3j(.i=0,...,M)« 
Тогда м 

" У - U 9ч. 

§ 8. Фундаментальная область при п=0, 

Теорема 10. П у с т ь tv=£ . О д н о к р а т н а я о б ­
л а с т ь п р и в е д е н и я Л а г р а н ж а - М и н к о в -
с к о г о 

' а« » о 

_а22>ая>о 
я в л я е т с я ф у н д а м е н т а л ь н о й . В о е п р е ­
о б р а з о в а н и я | о р и н | и з - ' о б л а с т и (I) 
в п р и в е д е н н ы е ф о р м ы я в л я ю т с я а в ­
т о м о р ф и з м а м и э т о й ф о р м ы * ) . 

-хАвтоморфизмы приведенной формы полностаю описаны в процес­
се доказательства теоремы. 
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Доказательство. Нам достаточно доказать, что все формы об­
ласти (I) не эквивалентны. Так как внутренняя форма области (I) 
не эквивалентна никакой другой приведенной форме (см.§ 7), то 
достаточно рассмотреть лишь граничные точки. 

Рассматриваем грань 

п 
а,2=о 

Пусть £ £ fj ". Тогда 

где t -±\ , и I =1$ =i , S - автоморфизмы. 
Рассматриваем грань 

га)2>о 
[;= а„-2аа=о 

Пусть . Тогда 

<(Q={t(M, *rw-ii5.»v},s;.-aj),.y=(i^. 
где £ =- + \ , и f = ^ $ = ^ V = i , S и V -автоморфизмы. 

Рассматриваем грань 

г.= 
Пусть ^€-Гъ • Тогда 

.ifcr.>U(i),.i(?)3 .'з?(г,Н*5,*т]., s =(i й, тк?£о), 
где 6 - -И , и i =^5=fT=i-, $ И Т - автоморфизмы. 

Рассматриваем грань 
Г'а,в=0 

Пусть j-e. Г • Тогда 
.0/22-а<( 

х;\д={±© ,i(?)), вд^лз, s=a °а,т=(Го), 
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где 
мы. 

6 = ± 1 , и J = £ 5 — $• . и f = J Т = £ , S иТ- автоморфиз-

Рассматриваем грань 

Г 5 = 1 ^ - 2 % = 0 

Пусть j 1 e Г? • Тогда 

s=GD , Т-(? о) • 

<ИГо> • 

Ml 4), 

S , T , V , P . Q , R- - автоморфизмы. 
где £ = -И 
*' = * & = * 

Теорема 10 доказана. 

§ 9. Фундаментальная область при 1г = 3-

Если при rv=2 однократная область приведения Эрмита-Мин-
ковского является фундаментальной областью, то при п ^ З это не 
так - на границе однократной области Эршта-Минковского имеются 
эквивалентные точки. 

Теорема I I . С л е д у ю щ и е I 6 с и с т е м л и -
н е й н ы х н е р а в е н с т в м е ж д у к о э ф ф и ­
ц и е н т а м и ф о р м о п р е д е л я ю т ф у н д а -
м е н т а л ь н у ю о б л а с т ь : 

а<2>о 
а2 3>о 
a„-Un>o 
<V0,-ae>o 
а„+2д13>0 
V 2 a b > 0 
0 / a 2 > a « 

^33 ^ 21 

VMV*4 

< 

-2л23>0 

%=0 
&a3>0 
а„-<Ц2>0 
aM-2ae>o' 
Q/« +£&«>o 

ci/22-2'u23>o 

С Ц а ^ О'ц 

0/33 ^ & M 

Va„-2ae 
a«>0 
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0^=0 

ая-2ал>0 

а«+2а,3>0 
л»5-2ааз>0 
Q/22 = = ^ 1 

О'ЗЭ ^ ^ 2 2 

а<(+йаа-2а)2+2а.13-2а2Э>0 

&в»0 

а12>о 
0/23=0 

а^-2ап>0 
а^-2а<3>0 
&н +20/<э>0 

о-22-2а23>0 

<Vasr2<v2a13-2a23>o 

ав>о-
а23=о 
сцг2а,2>0 
<V2ae.>b 
а,1+2а)Э>о 

0^22 > & « 

^33 ~ ^22 

Лн+а^2ав+2ав-2ав>0 

^ 2 > 0 

а23^о 
а,-2ап=о 
Сц,-2сц3>0 
а„+2а<3>0 
CL22-2fl/23>0 

а«+ли-2ам+2а„-2а23>о 
2а23>а13 

V 0 

ft23>0 

а„-2а12=о 
а-„-2а13>о 

аи-2а23>0 
а,„=ац 

а33>а22 

dh+flSl-2ae+2ae-2flSj>0 

a t f>o 
а23>о 
а„-<Цг>о 
а„-2а13=о 

а„+2а43>0 
а22-2а2з>° 
&*>&„ 
О/и?-ая 

а ^ а Л ^ з - Я а ^ О 

гав>ав 
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к>° 
а2Э>о 
сц,-2аи>0 
а«-2ай>0 
а«+2ав>о 
а22-2а2э=0 
Ct2 2 ^ ~Ч1 

СЦз^гг 

• < 

ft«+Qte-2ae+2a15-2ato>0 
2й-15>Сц2 

'л в>о 
ct23^o 
а„~2ай>0 
a«-2fl/e>0 

•ia/„+2a«>0 
СД/22 ~~ &™0.Ъ ^ 0 

&Я2 = &(< 

&эз > 0/22 

a«+aSB-2ae+2ae-

Ui3^&f3 

ч 

'сц2>о 
Й/ 2 Э >О • 

<V2<V° 
OSH -2СЦЭ>0 

Ja„+aa,3>o 
1а2 2~2а2 Э>о . 

&22 = &i\ 

U/33 ~ *^22 

й,,+аИ-2й12+2-а0 

&«> 'Л1э1 

ч 

а,2>о 
0/23 >0 

а«-20/(2>0 

a«-2ci/«»0 
си.+2сц3>0 
Ы/дд ~ * w 2 3 = и 

&22 > СЦ( 

&ЭЭ = ^ 2 2 

а1,+а22-2аИ+2й<3-2ааз>0 
0/(э>2й<2 

' а,2>о 

-

2а25?0 

-2аИ>0 

0/23>0 
а«-йал>0 
а«-2а1Э>о 
а«+20/«>о 
a22-2ct23>o 
0/22 > CL̂  

0/эз =С122 

а„ t а22-2 аЙ+ 2а,3-2 а2Э>0 

ae.*iaei 
ч 

Ч>о 
а23>о 
а44-2ав|а>0 

а„-2а1Э>о 
, а„+2сц3>о 

а22-2а2Э=о 
а 2 2 =% 

&ъъ~™'и 

о^а12-2а^2%-2а2Ъ>0 
ae»2a f f l 

das * ^ а 
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а23>о 
aiC2a„>o 

%>0 

< 

|а„-2сц3>0 
•ай+2а в>о 
^22-2а23>о 
а и ><v 
Лзз=а22 

L ft„-ft„+2ais*0 
Доказательство. Построение фундаментальной области проводи­

лось по методу, описанному в § 7. Для упрощения рассуждений за­
метим, что 

&23>0 
a,r2ai2>0 
a„-2a13>0 
(141+2а13>о 
a22-2aM>o 

a31 > &22 

a„+a22-2a„+2a(J-2u.23=0 
а„-а„+20,^4,0 

I) множество 

преобразованием 

а23 > о 
сц,-2а,2>о 
a„-2a«>o 

а и -20-и »о 
U/J2 -^ 1*Ч< 

а„ +a22-2a,2+2 сц3-20/2э >0 

переводится в множество 

а и > о 
аи-гав>о 
а1Гга13=о 
а<(+2а)3>о 

&2 2 >(ХИ 

СЦ3 ^ Л'вв 

а<(+аи -2а,2+щъ -ы23 >о 
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2) множество 

а,„>о 
о* 
V 
а(5-
<V 
<Ч. 
а и 

азэ 

>о 
•2а)2=0 
-2а13>0 
*2а1Э>0 
-2^x0 
>&м 

5>Ы/22 

ан+аЯ2-2ал+2а15-2яй=0 

преобразованием 

переводится в множество 

а2Э>о 
а«-2а(|*0 
а„-2а(}>0 
а«+2ая>0 
айа-2йи=о 
U/22 ^ w(i 

U/зэ > 1X22 

Ои+aM--2aft+2ae-2ato>0 
3) множество 

ai2>o 
a23>o 
ft«-2a.M>o 
< V 2 a e > o 
aM +2a43>o 
a22-2a2J=o 

а«+а*-2ав+2ао-2аа9
в0 

преобразованием 
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переводится в множество 
а12>0 
сц3>о 

сц,-2а13=0 
&н + 2а,3>0 
а22-<га23=о 
CL22 > fl/H 

Q/3S ^ 0^22 

ая+ав-2ав+2ав-аа^>0 
Поэтому в дальнейшем мы будем считать, что: 

1) а„ + 2а , 3 >0; 
2) a<4+a22-2a<2+2Q/fJ-2-a23>0 , если a « - 2 < y = o ; 
3) а<( + аЯ2-2сц2+2а,а-2а-23 > о . если а22-2й'2э=0; 
Мы не будем также рассматривать преобразований, которые точки, 
не лежащие в плоскостях 
I) СЦ, + 2 а о = 0; 
2) а/,,+а22-2сц2 + 2сц3-2а<23 = 0, aw-2a«,=o; 
3) Л + ам -2aw+2a,s - 2а2Э =0 , a22-2a2i=0; 
переводят в эти плоскости. 

Дальнейшее доказательство мы оформим в виде таблицы 6. Для 
данной грани фундаментальной области находим все ее нетривиаль­
ные автоморфизмы и преобразования ее в другие множества, приве­
денные по Эрмиту-минковекому. Для сокращения записи мы будем счи­
тать, что все невыписанные неравенства Эрмита-Минковского, опре­
деляющие грань, выполняются строго. Данная грань разбивается на 
части (неравенства в левом столбце) так, что в пределах одной 
части действуют одни и те же цреобразования, не выводящие ее за 
пределы области приведения. 

Для нахождения автоморфизмов форм, лежащих на границе грани 
фундаментальной области, надо найти все преобразования эквивалент­
ности данной грани в множества, приведенные по Эрмиту-Минковско­
му, которые оставляют границу на месте, а также все цреобразова­
ния, которые являются автоморфизмами каждой точки грани. 

Если грань фундаментальной области эквивалентна другому мно­
жеству, не имеющему с гранью фундаментальной области общих гра­
ничных точек, то мы будем писать только одно преобразование экви­
валентности этих множеств. В противном случае выписываем все цре­
образования эквивалентности. 
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Таблица 6. 

Исходная 
грань 

1 аа = о 

2. а-42=о 
й 2 3 = 0 
&13 ^ 0 

з. а12=о 
WS2 — О/ц 

U/23 ^ Ол|3 

а1Э >о 

ч. а„=о 
О/ая-О^ 
0/^=0 

Преобразование или 
автоморфизм 

/н о о\ 
± 0 1 0 

Vo о \) 

(\ 0 0\ 
+ о н о 

Vo о \) 
(~\ о о\ fi о о\ 

±[ о i о Ц о 1 о) 
\о о \/ \о он У 

/0 1 (Л 
±М 0 0 

\0 0 1/ 

/Ч о о\ 
± 0 \ 0) 

\0 0 \) 

/о \ Q\ 
±[ -\ 0 0) 
\о о \) 

/-1 0 0\ 
to 1 о 

\ 0 0 1 / 

+ 
(0 \ 0 \ 

{ 0 0 ± 
\ 0 0 \) 

(о н о\ 
1 0 0 

Эквивалентная 
грань 

ап=о 
а 1 Э 4 0 

автоморфизм 

а23 =о 
СЦ 3 40 

U/22 = СЦ,, 
1<Ц j ^ Ц-23 

а<2=о 

d22 = ClM 
-fl/^j ^ Cv23 

автоморфизм 

a,2=o 
а

2з=о 
w 2 2 = Ц/ц 

do >0 
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5. а12 = о 
^ 2 2 = Ц< 
а23=о 

е. а23=о 
а<э>о 

* . а в = о 
Uvea — ̂ ™QO 

а12 > сц5 

СЦ3 >0 

8. а^ = о 
LV33 — <A/QQ 

/о 1 о\ /о 1 о\ . 
±1-1 0 0 ± 1 0 0 

\о о 1/ \о о н/ 

Л о о Л /о е2 о^ 
о w о • ен о о 

' V0 ° W \ ° ° £ЗУ 
e.=±i 

/<! 0 0 \ 
± 0 1 0 ] 

\0 0 -\) 

. f\ 0 о\ 
± 0 0 1 

\ 0 1 0 / 

Л, о .о\ 
+ 0 1 0 

\о о н / 

± 
/1 о оЛ 

О О Н 
\ 0 1 0/ 

/1 0 0 \ 
+. 0 1 0 ' 

\о о -\) 

± 
Л о о \ / i o о \ 

0 0 1 ± 0 0 1 

у 1 о) \о -1 о/ 

а - = о 
а

2 э = 0 

a t t < 0 

автоморфизмы 

а23-о 
а43 4 0 

а23 =о 
СЦз = 0/22 

0 ^ = 0 

. CL13 < 0 

а23=о 
&зз = Цгг 

автоморфизм 

а23 = о 
Ы"га — 22 

а12 =о 
сц3 >о 
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9. a23 = o 
&зз = CL22 

а, 2 =о 
а 1 5 = о 

ю. а1Г2а,=о 

Л 1 3 > ^23 

2а23>а13 

п. а1Г2ав=о 
U/23 ^ ^-(Э 

а,3 > о 

п. а1Г2ай=0 

13. Ц г2ай=0 

а25=о 

U/33 = &22 

fl/,3 >fl-23 

/4 0. 0 \ / 4 0 0 \ 
i 0 0 -1 + O O I ) 
\ o 1 0 / V ° 1 0/ 

/ 6 , 0 0 \ / £ , 0 0 \ 

0 e2 0 0 0 ьЛ 

\ o 0 £3/ V° 6° ° / 

/ < 1 o \ 

+ ( 0 - 1 0 ) 

\ o 0 1 / 

f\ 1 o \ 

± ( о -i 
\o 0 - v 

/ 1 1 o \ 
± ( 0 -1 0 

Vo 0 i / 

Л i o \ 
± 0 - 1 0 

\ o 0 v 

f\ 0 o\ /\ \ o \ 
± 0 1 0 ± 0 - 1 0 

\ o • 0 t) \o 0 t) 
£=±1 

/ 1 \ 0 \ 

± 0 -1 0 

\ 0 0 1 У 

а23 = о 
&зз - d2i 

а ( 2 = о 

автоморфизмы 

A Q/2$ 4 Q/ft 

а„-ып=о 

da 4 0 

a23=0 
a>« >0 

a „ - 2 a w = o . 
a2i = o 
сь13 <o 

автоморфизмы 

a i r2an=0 

^ 3 3 = ^ 2 2 

fl/13 > <X23 

2a23 4 a15 
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*5.аи-2ав=0 

1*33 — ^22 

Л» >0 

/ i 0 0 \ 
± 0 0 1 

\ о 1 о / 

^ о А 
± 0 0-1 

\0 1 0) 

(\ \ о\ 
± 0 - 1 0 

\о о чу 

(\ о о\ 
± 0 0 М 

\0 1 0/ 

/< 4 (Л 
± 0-1 0 

\ 0 0 \) 

f\ 1 о Л 
±( о -\ о\ 

\о о -\) 

Л о о\ 
+ 0 0 1 

\ 0 1 0J 

А 0 А 
+ ( 0 0 - 1 

Vo i о у 

а„-2ав=о 
&зз=а2 2 

Q-12 > а г з 

л Л 2 3 >& 4 2 

Л~2а13=о 
U-зз = Q - 2 2 

&12 > й 2 з 

А-С1>гз4 W-12 

а„-2а12=о 
<^зз=а22 
а « < а23 
0-13 4 0 

U & = & 2 2 

w < 2 ^. U-23 

&« »0 

&ъъ — (\<п 
&25=0 
а« >о 
^-2а12=о 
W-зз = ^гг 
й 2 3 = 0' • 

&13^0 

а„ -̂ 2а13=0 
U3 3

 =С12 2 

Л< 2 = й 2 3 

а«-2ав=о 

а2а =о 
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17. а14 -2сц2=о 
СЦз = ^22 

а2 3=о 
а15 =о 

is. а<г2а,г=0 
а«-2а«=0 

2а2Э > а* 
0л|3 -> ^23 

19. <v2a(2=0 
а1Г2а6=о 

^o. а1Г2а<2=0 
а1Г2а13=о 
а23=а15 

2<.а,г2а12=0 
аи -2а„ =о 
Ы/33 ~ и'гг 

ли/2з ^ 1̂ (3 

0/13
 > ^23 

Л 0 0 \ 
+ 0 1 0 

\0 0 1} 

П 1 0 \ 
± 0 - 1 0 

\0 0 1) 

(\ 0 0 \ • /1 0 1\ 
± 0 0 1 ± I 0 0-1 

\0 £ 0/ V0 ^ ° / 

± 0 i 0 
^ о о н у 

/1 1 0\ /1 0 Л 
+ 0 - 1 0 ± 0 1 0 

\0 0 1/ \ 0 0 -1/ 

/ 1 1 А 
± 0-1 0 

\ 0 0 -1/ 

± 0 . - 1 0 
. \о о л) 

f\ \ о\ (\ о А . 
± ( 0 - 1 0 ± 0 1 0 

\о 0 1/ \о о "V 

(\ \ А / i v A 
+ 0 -1 0 ] ±1 0 0 -1 ] 

П о о\ 
+( 0 0 1 ) 

\0 А 0) 

автоморфизмы 

аи-2ав-о 
а2Э =0 
а ,2 =0 

автоморфизм 

<V2a f2=0 
СЦГ20/13=0 

,4 й/2з ^ W(j 

автоморфизм 

автоморфизм 

a 1 ( -2a 1 3 =0 
А ц - 2 а 4 2 = 0 
a 2 3=o 

автоморфизмы 
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22.а1Г2а.12=0 
СЦг2СЦз = 0 
О/ЪЪ = ^ 2 2 

Л23 > (Х13 

2з.а1Г2а1г=0 
а1Г2 сцз=о 
Л3з = ^ a a 
Ct23 =0-13 

2ч.а, г2а12=0 

а1Э >2а23 

/ 1 1 0 \ Л 0 1 \ 
± 0 - 1 0 ± 0 0 - 1 

\о о 1/ Д о 1 °/ 

/ 4 0 1 \ / 1 -I 0 \ 
± 0 1 0 ± 0 0 1 
. \ о 0 -1/ \ ° "1 °^ 

/ 1 1 1 \ / 
± 0 - 1 0 

\о о -1/ Д 

Л о о Л 
± 1 0 0 1 

V0 < °) 

I 1 Л 
0 0-1 
3 - 1 0 / 

f 4 i ) \ (\ \ \\ 
0 -1 0 0 0 - 1 

\ о ' о - 1 / \о н о/ 
/1 0 0\ 

± 0 0 1 
\0 1 0/ 

(к 1 о \ Л о 1 Л 
± 0 - 1 0 ± 0 1 0 

V o о 1 / \ о о - 1 / 

Л о 1 \ (\ 1 о \ 
± 0 0 - 1 ± 0 0 1 

\ 0 1 О/ \ 0 -1 0 У 

/ i 1 0 \ 
± 0 - 1 0 ] 

а„-2а12=о 
ан-2а13=о 
&эз = СЦгз 

/ Л 2 3 4s Й/1Э 

автоморфизмы 

автоморфизмы 

V 2 a * = 0 

0/^-2^3=0 
& 3 3 = & 2 2 

а2Э = о 

й ) Г2а12=0 

Q/22 = 0/ц 

лО/2Ъ > СЦ3 
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^ V'2ae=o 
и/22

 = U/ц 

a23=о 
a-13>o 

/ 0 1 0 \ 
± M 0 0 

VO 0 4/ 

Л 1 0 \ 
± ы . о о 

\o о f / 

i - 1 - 1 0 
\ 0 ' 0 1 / 

/ - i о o^ 
f . Г 0 

\o- о i/ 

f-\ о o\ 
• " • ± ч 4 о 

\ o о - 1 / 
л о o\ Л* о Л 

± 0 1 0 ± ^ < 0 

\о он) \ ° ° Ч 

±[\ 0 0 
\ 0 0 ^ 

/о -1 о\ 
+ М 1 0 

. \0 0 Ч / 

± -1 о А ± о -1 о 
ДО 0 1 / \0 0 1 / 

Л-22 = О/ц 

И/ 23 ^ "» Q/J3 

a„-2a12 = 0 

U/23 > w^j 

-V Wi* ^ VV23 

a<(-2a)2=o 

a „ <o 
&23 > - сцэ 

автоморфизм 

: V2a,2 = 0 
CL22 = u 1 4 

a23 = о 
Д13 < 0 

И/22 = Сл/ц 

•&« = 0 

V4=° 
Л-22 = 6Ц 

w 2 3 = U-43 
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2бЛ-2а=0 

а„=о 
а13=о 

27.а,-2ай=0 

гг. а-2а =о 
М а«= 0 

+ 

V о о\ 
0 1 0 

чо о ь] 

U 1 0 \ 
0 -1 0 

v0 0 t / 

/ 0 -1 0 \ 
Г 1 0 

\о о ej 

/о 1 о\ 
± Н 0 0 

\ 0 0 L/ 

t(\ о oY 
\о о tj 
(л о о\ 

± h 1 о 
\ 0 0 1) 

А 1 Л 
± 0 - 1 0 

\о о ну 

±( 0 -1 0 
\ 0 0 \) 

± 0 1 0 
\о о ну 

/0 1 0 \ /1 1 1 \ 
± 4 0 0 ± N 0 0 

\о о \) \о о -у 

Л 1 0 \ /'О t A 
±1-1 0 0\ ± 1 0 0 ] 

\ 0 0 1 / \0 0 -\] 

± ( о - 1 о ] ± ( i 1 о ] 
\ 0 0 - 1 / \ 0 0 - 1 / 

автоморфизмы 

автоморфизм 

aw-2aw = o 
a«-2ai3 = o 
а в 4 2 а 2 Э 

ааъ»2а<3 

а«-2а4 2=0 
а22-2а2Э = о 
Ы-22 = & « 

^ э 4 2а13 

автоморфизмы 
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29.a w -2a e = 0 

2а2Э?а-12 

w^2 "? tv23 

за a„-2a13=;0 

3i. ая-2а13=0 
a23>a42 

32. a,-2a13=0 
a12 = o 

зз. <v2ae=0 

a23 = o 

зч.^-2ав«0 
^2-2(^=0 

Л 1 1 \ /о i ~\\ 
±1-1 O H M 0 H 

\o о V \o о v 

Yo н Л 
± U 1 0 

\o о -\1 

fo \ \\ 
±h oo 

\o о -iy 

/ l 0 l \ 
± 0 1 0 

\o о -\) • 

(\ о A 
±10 \ 0 

\ 0 0 4 / 

f\ .0 A 
± 0 4 0 ] 

\ 0 0 H / 

/ 4 0 A f\ 0 0 \ 
± 0 £ 0 ] ± 0 6 0 

\ 0 0 -\J \0 0 1, 

e = ±i 

&м -20,^ = 0 
&22 "-Cl^ 

ам-2ай .=0 

t i< 2 > й2з 

<х23 = о 

автоморфизм 

автоморфизмы 
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35.a t t-2ae=0 

сц2=о 

зб. а1Г2ай=0 

G-22 — 0/ц 

37. а<г2а13=о 
Ц/22

 = w^ 

Ц23 > 6Ц2 

3S. аи-2ав=о 

/1 о Л 
±1.0-1 0 

\о о -\) 

i 
(~\ 0 0\ 

t 0 1 1 
\ 0 0 -\) 

\ о Л 
0 1 1 

чо о - 1 / 

Л о Л 
1 0 1-0 

\ о о н J 

• (о .\ о\ 
± 1 0 0 

\'0 0 1 ) 

(о 1 Л 
± И 0 0 

Vo о -\) 

'{о \ о\ 
± 1 0 0 

io 0 \) 
/ о . 1 Л 

± ы о о 
^0 0 ну 

/ 1 0 l \ 
± 1 0 \ о 
\ о о ч / 

автоморфизмы 

а>* = % 
2а234а12 

а « > а 2 Э 

а22-2а2з=0 

0/22 =&ц 

а « - >'-Ли аа2-2а23=о 

"-22 = ^ « 

fl/12 > $43 

а13>о ^ - 2 - ^ = 0 
Ы'зг = О/ц 

О/* > &12 

ам-£а23=0 

а23=о 
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39. <V2a13=0 

a12 =o 

4o. aw-2ae=o 
a
22-2a25=o 

H<V2ae=o 
&<2 = o 
a23 = o 
a

2 *=<V 

± 1 0 0 
V° ° \1 
/0 1 Л 

±h o o 
\ o • . о -\) 

/ Г 0 1 \ 
± 0 4 0 

\ o о н у 

/ o i oV / o i A 
M l 0 0 ± -1 0 0 ] 

\0 . 0 \) • \0 0 -\) 

. fo 1 o\ /о \ A 
i M о о - i о о 

/o 1 o \ 
± M 0' . 0 

\ 0 0 1 / 

f\ о о\ Л о А 
0 & 0 ] 0 t 0 ] 

yo о \J \o о ну 

/Ъ 4 0 \ 
+ e о о 

\0 0 A J 

/0 1 A 
+ £ 0 0 

\0 O H , 

fl/22 — сц, 
a12 = a13 

a22-2a23=0 
aa2 = (хц 
а13 =о , 

автоморфизм 

U -2 а =0 
22 23 

U<22
 = 1/Ц( 

а<2 = о • 
а13 >о 
аИ-2ав=о 
а з2 = ttw 

а« = о 
а<3 <о 

автоморфизм 

автоморфизмы 

а22-2а23=о 
а12=о 
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ч2.а1Г2ав=о 
а12 = о 
&„„-2а =о 

22 23 
а 2 2 = ^ 

чз.а2Г2аи=о 

а13>о 

45- V 2 4 a = ° 
й„-2ай=о 

46. ап-йал-о 
aw-2ae-o 
^2-2^=0 

< 

о i o\ . 7 
1 0 0 ±1 
0 0 i / , ; Л 

гл о о \ 
о \. А ± 

чО 0 Н7 

fo \ \\ 
н о . о ± 

\ 0 0 Н/ 

/ о 1 
± . г о 

\0 0 

'* о ..'i \ 
0 ,Н 0 I 

чо о -\) 

(\ о Л 
0 1 1 

\о о н / 

/ о н оЛ 
1 0 И 

\.о о н / 

Л о о\ 
± 0 И 1 

/ч о о\ 
± 0 1 1 . 
ДО 0 Н/ 

/^ о оЛ >г о о \ 
± 0 1 0 -± 0 1 1 

\ о о \) \о о ну 

Л о о\ 
± 0 1 1 

; ±10 НО 
\ о о ну 

автоморфизмы 

автоморфизм 

а12 = о 

й22-<2а23=0 
а^2а 4 2 = о 
2a13^a f2 

автоморфизм 
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17. а22-2йя=0 

(/Цэ = 1*22 

13 а 

0-33 = ^22 

а12=о 
а,3>2ай 

Л о о\ 
± о н о 

\ 0 1 1/ 

/1 0 о\ 
± 0 0 1 

\о 1 о у 

/1 о о\ 
±( 0 O i 

±( 0 i -1 
\ о 1. о / 

(\ о о\ 
± 0 1 1 

\0 0 

+ 
Ai о о\ 

0 1 1 
\ 0 0 -\) 

/4 о о \ f\ о о\ 
± (о 1 0 ± 0 1 1 ' 
\о о \) \° ° "̂  

Л о о\ (\ о о\ 
± 0 0 1 . ± 0 -1 -1 

\̂ 0 1 0 / V0 1 °̂  

а22-2а23-о 
^ 3 3 = ^22 

а22-2а23=о 
^ 33 = &22 

а« >о 

W/33 = = ^ 2 2 J 

СЦ2 > Q/13 

й 2 2 -2а 2 3 = 0 
Ct33 = й 2 2 

а13<о 

U/33 = c i 2 a 

-Q/13 ^ сЦ2 

автоморфизм 

a22-2aa3=o 
61^33 = ^ 2 2 

U,2 = 0 

• С1 г 2-£а2 3=о 

ИзЗ = ^ 2 2 
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49.a2J-2a23=0 

^33 = ^аа 

K=0 

U33—&22 

a„-2a,3=0 

/1 0 0 \ / 1 0 o \ 
± 0 OH ± o . - i O ] 

\0 1 1 / \0 1. 1 ) 

ft о o \ -'Yt о o \ 
± 0 1 0 ± 0 0 1 ] 

\ o о 1 у \ o i о j 

ft о o\ ft о o\ 
± 0 1 1 ± 0 0 - 1 

\ 0 0 -1 у \0 1 1 j 
ft о oY ft о o \ 

± 0 1 1 ± 0 -1 0 
\ o -i о/ \o 1 1 у 

6 = ± f 

Л о oY 
± 0 - 1 0 

\ 0 1 1 / 

/l 0 Q\ 
± ( 0 0 1 ] 

\p i о J 

f\ 0 0 \ 
± 0 0 - 1 

\0 1 i) 

ae-2ae-=o 
6 l 3 3 = Cl22 

1Д/13 = ft (2, 

автоморфизмы 

ап-2а2Ь =о 

ft«-2a13=0 
2 (2-n > Сц3 

<V-2a,2=0 

К > 2a13 

22 23 

a„ -2аЛ=р 
U/33 = 6122 

^ 2 4 ' 2 a f t 
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ty}3 = ^22 

л» = о . 

52.% = ai{ 

йа>0 
U23 > ^13 

53. u22=a, 
a13 = o 

я. &22 = a„ 

a13 =o 

?5. a22 = a„ 
a13 <o 
^ 3 > " a 2 3 

/^ о А А о o\ • 
± 0 H 0 ±( 0 \ \\ 

\0 0 -ij VO 0 H/ 
f\ о \\ 

i 0 1 1 • 
Vo о ну 

(\ о o\ 
± 0 OH 

V ° < 1^ 

/o i o\ 
±M 0 0 

V'o " о v 

/o i 0^ 
' * H 0 0 

• \ o • о ^ 

/о н o\ 
± 4 0 0 

• Л о o\ (o \ o\ 
± 0 1 0 ± N 0 0 
Ло о ey V° ° £/ 

To i o\ ' 
± h o o 
Ло о н/ 

автоморфизмы 

a„-£aw=o 
&22-2&33=0 

tt3J = (Л,22 

d13>0 
fl/23 4 Л13 

ae >o 

а2Э=о 

автоморфизмы 

&<3 * - Q » 
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а/а24-2а)а+ 
+2^-2^3=0 
ai33»-a23 

57. о и = а и 

^33=^22 
a43>o 
&п>% 

a„^a12 

- j 

/o i Л 
h OH 
\p о \) 

/o i o\ /V о -A 
± h о о ±[o i n 

\o о ну \p о н/ 

/0 о А 
i l 0 1 0 

\J 0 0/ 

Л о o\ 
± 0 OH 

v° * °) 

/0 1 0\ 
± h о о 

\o о v 

(o \ o\ 
± 0 O H 

\\ 0 Oj 

/0 0 l \ 
±M 0 0 \ 

Vo * o/ 
\ ' 

автоморфизм 

а 2 2 = Л „ 

VOsa-aa-e+^V 
-2a2 3=0 

&33 = ^ 2 2 
а1 Э>о 
1̂ 23 >&<Э 

fys ^^аз 

^ 2 = <*« 
d 3 3 = Q/ja 

О/̂ з >СЦ2 

a23 > а й 

°ta = <*« 
(Л'зз = U2S 

а13 »ftfc 

Ct22 = d w 

& 3 3 = tt-jjjj 

^23 >f t 4 2 

л,з >a23 

<*«=.&« 
W 3 3 — WV22 

tv)3 > CI jj 

& a ^ ^ 2 3 
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5s.aM =сц, 
Lvaa — W*22 

a 1 3 = o 
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