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Аннотация. Обсуждаются некоторые результаты о справедливости N - и N −1-
свойств Лузина для гомеоморфизмов. Приведен контрпример гладкого гомеомор-
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1. Введение

В механике твердого тела тот факт, что вещество не может появиться или
исчезнуть во время деформации, описывается двумя математическими усло-
виями сохранения множеств нулевой меры — N - и N −1-свойствами Лузина.
Будем говорить, что функция f : �→ R

N , � ⊂ R
N , удовлетворяетN -свойству

Лузина, если для любого множества E ⊂ � справедливоLN (E) = 0 =⇒ LN(f(E)) = 0.

Аналогично f удовлетворяет N −1-свойству Лузина, если для любого E ⊂ �
выполнено LN (f(E)) = 0 =⇒ LN(E) = 0.

Символ LN обозначает меру Лебега на R
N . Вместе с существенным значени-

ем физической интерпретации эти свойства немаловажны и с математической
точки зрения. В частности, они играют ключевую роль в формуле замены пе-
ременной (подробнее см. в [1, теорема 8.4; 2, гл. 5, теорема 2.5; 3]). Более того,
для отображений классов Соболева N -свойство эквивалентно условиям, при
которых справедлива формула площади, а N −1-свойство — условиям форму-
лы ко-площади (см. [4; 5, гл. A.8]).

Последние несколько десятилетий свойствам Лузина уделяется большое
внимание. Так, свойства сохранения множеств нулевой меры Хаусдорфа иссле-
дованы в [6–9], а результаты об отображениях из пространств, близких к W 1,N ,
можно найти в [10–13]. Общий подход к данным вопросам был развит в [14] при
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изучении отображений субримановых пространств. Кроме того, исследования
свойств Лузина нашли применения при решении других аналитических задач.
В частности, на основе примера отображения, не обладающего N -свойством
Лузина, был построен гомеоморфизм с почти всюду нулевым якобианом [15].
Интересная связь якобиана в смысле распределений и N -свойства описана в
[16, 17]. Более подробная информация о формуле ко-площади в пространствах
Соболева дана, например, в [4, 18–20]. Другие относящиеся к этой теме ре-
зультаты можно найти в работах о теореме Морса — Сарда [6–8]. Липшицевы
отображения классов Соболева на метрических пространствах исследованы в
статьях [21, 22], результаты которых послужили основой для обобщения теоре-
мы Дубовицкого и формулы ко-площади нового типа [23]. Следует отметить
также, что перечисленный список публикаций не является исчерпывающим.

Рассмотрим подробнее вопрос о достаточных условиях N и N −1-свойств
Лузина. В 1966 г. Ю. Г. Решетняк доказал [24], что N -свойство выполнено
для W 1,N -гомеоморфизма. Позже в 1973 г. общий случай отображений классов
Соболева W 1,p при p > N был исследован Маркусом и Мизелем [25]. Пер-
вый контрпример отображения, не удовлетворяющего свойству Лузина, описан
Чезари [26] в 1944 г. и затем улучшен Мали и Мартио [27] в 1995 г. А имен-
но, они нашли непрерывное отображение класса Соболева W 1,p([0, 1]N , [0, 1]M ),
M ∈ N, p ≤ N , не обладающее N -свойством. Второй контрпример появился
в 1971 г. в работе С. П. Пономарева [28] (см. также [29]), где был представ-
лен гомеоморфизм класса W 1,p([0, 1]N , [0, 1]N) при p < N , который не обладаетN -свойством. Подробнее данная конструкция описана в разд. 2. Заметим, что
метод построения существенно отличается от метода, предложенного Чезари,
и не может быть получен простой модификацией последнего.

Как только свойства Лузина были полностью описаны для отображений
классов Соболева, естественно появляется вопрос о возможности других анали-
тических условий, обеспечивающих свойства Лузина. Ответ может быть пред-
ставлен в рамках квазиконформного анализа. Эта теория была существенно
развита в 1960-х гг. в работах Ю. Г. Решетняка (см. [2, 30] и данные там ссыл-
ки, а также монографии [31, 32]). В частности, Ю. Г. Решетняк ввел и исследо-
вал отображения с ограниченным искажением и установил связь между такими
геометрическими свойствами этих отображений, как открытость, дискретность
и свойства Лузина. В настоящее время основное направление развития этой
теории посвящено изучению класса отображений с конечным искажением, ко-
торый был введен в [33] (см. также [34]). Читатель найдет обзор основных
результатов, историю и приложения в теории уравнений в частных производ-
ных и нелинейной теории упругости в [5, 35, 36].

Определение 1.1. Пусть � ⊂ R
N — открытое множество. Отображение

f ∈ W 1,1
loc (�,RN ) имеет конечное искажение, если якобиан Jf := detDf принад-

лежит L1
loc(�) и |Df(x)| = 0 для почти всех точек множества {x ∈ � : Jf (x) =

0}. Функция q-искажения Kf,q, 1 ≤ q <∞, определяется формулой

Kf,q(x) =

{

|Df(x)|
|Jf (x)|1/q

, если Jf (x) 6= 0,

0 иначе.

Упомянутые выше геометрические свойства тесно связаны с вопросом ком-
позиции отображений (см., например, [37–39]). Так, N −1-свойство Лузина яв-
ляется необходимым условием для того, чтобы отображение f индуцировало
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ограниченный оператор композиции f∗ : L1,p → L1,q однородных пространств
Соболева при 1 ≤ q ≤ p ≤ N [40–42]. Этот результат может быть сформулиро-
ван также и в терминах функции искажения.

Теорема 1.2. Пусть � ⊂ R
N — открытое множество, а f ∈W 1,1

loc (�,RN ) —

гомеоморфизм с конечным искажением, причем Kf,q ∈ L
q

q−1

loc (�) для некоторого

числа 1 ≤ q ≤ N . Тогда f удовлетворяет N −1-свойству Лузина.

Более того, если 1 ≤ q < ∞ и δ > 0, то существует гомеоморфизм f ∈
W 1,1([0, 1]N ,RN ) с конечным искажением, который отображает [0, 1]N на [0, 1]N ,

и

• Kf,q ∈ L∞([0, 1]N ), если q > N ,

или

• Kf,q ∈ L
q

q−1+δ ([0, 1]N), если q ≤ N ,

причем f не удовлетворяет N −1-свойству Лузина.

Первую часть этой теоремы в случае q = N доказали Кауханен, Коскела
и Мали [43], в то время как контрпример, основанный на примере Пономарева
с подходящими параметрами, был построен Коскелой и Мали в [44].

Заметим, что теорема 1.2 дает неулучшаемый результат в терминах коэф-
фициента искажения. В настоящей работе поставлен вопрос о необходимостиN −1-свойства Лузина для C∞-гладкого отображения. Ответ на этот вопрос
отрицательный, и соответствующий контрпример приведен в разд. 3.

Пример 1.3. Существует гомеоморфизм g ∈ C∞(RN ,RN), не удовлетво-
ряющий N −1-свойству Лузина, причем g(x) = x вне (0, 1)N .

Подобный вопрос для N -свойства Лузина рассматривается в [45]. Ответ
отрицательный, более того, там приведена характеризация пространств Собо-
лева высокого порядка. Далее в тексте символом f (k) обозначается k-я произ-
водная f , а fn используется для элементов последовательности. Также исполь-
зуется обозначение C∞ =

⋂

k∈N

Ck, но не предполагается аналитичности отобра-

жений.

2. Пример Пономарева

Гомеоморфизм Пономарева f : [0, 1]N → [0, 1]N задается как предел неко-
торой последовательности гомеоморфизмов {fn}. Приведем схему построения
и некоторые ее свойства, подробное описание примера можно найти в [5] или
в оригинальных работах [28, 29]. Конструкция задается двумя убывающими
последовательностями положительных параметров {an} и {bn}. Итоговое отоб-
ражение f переводит канторово множество C1 меры L (C1) = lim

n→∞
(an)N в кан-

торово множество C2 меры L (C2) = lim
n→∞

(bn)N . Следовательно, с подходящим

выбором параметров можно отобразить множество меры нуль на множество
положительной меры, и наоборот. Более того, данная конструкция позволяет
также контролировать коэффициент искажения [43, 44].

Начнем с f0 = Id, a0 = 1, b0 = 1. Схема основывается на последовательной
замене отображения fn на fn+1 на 2nN кубах с длиной ребра 2−nan. Выбе-
рем один из таких кубов и обозначим его через Qn. Пусть Q∗

n — меньший куб
с длиной ребра, равной 2−nan+1, и с тем же центром, что и Qn. Функция fn+1

линейно отображаетQ∗
n на куб с длиной ребра 2−nbn+1 и тем же центром, что и

fn(Qn), длина ребра последнего равна 2−nbn. Проделаем те же действия со все-
ми кубами типа Qn. Наконец, каждую копию Q∗

n разобьем на 2N кубов с в два
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Рис. 1. Замена fn на fn+1 для N = 1
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Рис. 2. Итерация замены fn на fn+1 для N = 2

раза меньшей длиной ребра, и эти кубы образуют новое поколение Qn+1. На
рис. 1 приведен один шаг схемы в одномерном случае и на рис. 2 — в двумерном;
в обоих случаях an → 1/2 и bn → 0.

Следует отметить, что отображение fn+1 в областиQn\Q
∗
n, которая отобра-

жается на fn(Qn)\fn+1(Q
∗
n), должно быть биективным, но только в одномерном

случае это может быть сделано непосредственно линейным отображением, как
показано на рис. 1. Оригинальная формула использует выражение типа x

‖x‖max

в определении fn+1 на Qn\Q
∗
n для N > 1. Такой выбор обеспечивает непрерыв-

ность, но нарушает гладкость на «диагональных» множествах xi = xj , i 6= j.
В итоге итерационного процесса получается соболевский гомеоморфизм, произ-
водные которого достаточно просто оцениваются на каждом шаге, но при этом
отсутствует гладкость на границах кубов Qn и на некоторых их диагональных
частях.

Приведем классический выбор параметров:

(1) an = 1
n+1 , bn = 1

2

(

1+ 1
n+1

)

— нарушение N -свойства Лузина для гомео-

морфизма класса Соболева W 1,p, p < N , с конечным искажением;
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(2) an = 1
2

(

1 + 1
n+1

)

, bn = 1
n+1 — нарушение N −1-свойства Лузина для

липшицева отображения с Kf,N ∈ Lp для p < N
N−1 .

В [45] с помощью аналогичной схемы построено гладкое отображение. Схе-
ма включает дополнительный набор параметров {rn}, которые задают радиус
сглаживающего ядра. Конструкция также отличается от первоначальной на
множествах Qn \Q∗

n, где выбор биективного отображения, сохраняющего нуж-
ную гладкость в том числе на границе и диагональных частях, неочевиден.
Правильный выбор параметров может дать следующие результаты:

(1) an = 2−nA, bn = 1
2 + 1

22n , rn = an

100 ; A > max
{

kp
N−kp , 2

}

— нарушениеN -свойства Лузина для гомеоморфизма класса W k,p ⊂ Ck−1, kp < N ;

(2) an = 1
2 + 1

n , bn = 2−n2

, rn = 1
100n — нарушение N −1-свойства Лузина

для гомеоморфизма класса W 1,1 ∩C∞;

(3) an = 1
2 + 1

n , bi = 1
n , ri = 1

100n — нарушение N −1-свойства Лузина
для липшицева отображения с конечным искажением, которое обладает C∞-
гладкостью вне границы канторовского множества.

Случай (1) описывает результат из [45], в то время как (2) и (3) являются
новыми. В настоящей работе не приводится подробное описание этих случаев,
так как результат не дает значительных преимуществ по отношению к схеме,
представленной в разд. 3. Соответствующее отображение читатель может по-
строить самостоятельно, действуя по схеме, заданной в [45]. Основное отличие
заключается в том, что метод, представленный в разд. 3, «сжимает» канторов-
ское множество только в одном направлении, в то время как упомянутая выше
конструкция сжимается во всех направлениях, что позволяет исследовать более
точные меры Хаусдорфа. При этом построение примера из данного раздела тех-
нически громоздко, поскольку сохранение гладкости и биективности на каждом
шаге требует гораздо больших усилий.

3. C
∞-гомеоморфизм, не удовлетворяющийN −1-свойству Лузина

3.1. Гладкая функция, отображающая одно канторовское множе-

ство на другое канторовское множество. Построим функцию f : [0, 1] →
[0, 1], биективно отображающую канторовский дисконтинуум положительной
меры на канторовский дисконтинуум нулевой меры. Функция задается как пре-
дел последовательности гладких гомеоморфизмов fn : [0, 1] → [0, 1], каждый из
которых отображает n-й шаг построения канторовского множества в прообразе
на n-й шаг построения канторовского множества в образе. Идея проиллюстри-
рована первыми тремя элементами последовательности {fn} на рис. 3.

f0 f1 f2

Рис. 3. Первые три шага построения f
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Начнем с двух строго убывающих последовательностей {an} и {bn}, n ∈ N,
принимающих значения в интервале (0, 1). Рассмотрим функцию φ : R → R,
определенную формулой

φ(x) =
ψ(x)

ψ(x) + ψ(1 − x)
,

где

ψ(x) =

{

e−
1
x , если x 6= 0,

0, если x = 0.

Ясно, что φ — убывающий гомеоморфизм, отображающий [0, 1] на [0, 1], причем
φ(0) = 0, φ(1) = 1, φ ∈ C∞[0, 1], и φ(n)(0) = φ(n)(1) = 0 для всех n ∈ N.

Положим f0(x) = x, I0
1 =

[

x0
1, y

0
1

]

= [0, 1], J0
1 =

[

z0
1 , w

0
1

]

= [0, 1] и a0 = b0 = 1.

Для n ≥ 1 и 1 ≤ i ≤ 2n−1 определим

xn2i−1 = xn−1
i + 2−n−1an−1 − 2−n−1an,

xn2i = yn−1
i − 2−n−1an−1 − 2−n−1an,

yn2i−1 = xn−1
i + 2−n−1an−1 + 2−n−1an,

yn2i = yn−1
i − 2−n−1an−1 + 2−n−1an,

zn2i−1 = zn−1
i + 2−n−1bn−1 − 2−n−1bn,

zn2i = wn−1
i − 2−n−1bn−1 − 2−n−1bn,

wn
2i−1 = zn−1

i + 2−n−1bn−1 + 2−n−1bn,

wn
2i = wn−1

i − 2−n−1bn−1 + 2−n−1bn.

На n-м шаге у нас есть 2n попарно не пересекающихся промежутков Ini =
[

xni , y
n
i

]

суммарной длины an и Jn
i =

[

zni , w
n
i

]

суммарной длины bn, 1 ≤ i ≤ 2n.

Определим гладкую функцию fn, отображающую Iki на Jk
i , 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤

2k (рис. 4):

fn(x) =



















































fn−1(x), x 6∈
⋃

1≤i≤2n−2

In−1

i
, (I)

φ
( x−xn

i
yn
i
−xn

i

)

(zn
i
− wn

i
) + wn

i
, x ∈ In

i
, 1 ≤ i ≤ 2n, (II)

φ
( x−x

n−1

i

xn
2i−1

−x
n−1

i

)

(wn
2i−1

−wn−1

i
) + wn−1

i
, x ∈ [xn−1

i
, xn

2i−1
], 1 ≤ i ≤ 2n−1, (III)

φ
( x−yn

2i

y
n−1

i
−yn

2i

)

(zn−1

i
− zn

2i
) + zn

2i
, x ∈ [yn

2i
, yn−1

i
], 1 ≤ i ≤ 2n−1, (IV )

φ
( x−yn

2i−1

xn
2i

−yn
2i−1

)

(wn
2i

− zn
2i−1

) + zn
2i+1

, x ∈ [yn
2i−1

, xn
2i

], 1 ≤ i ≤ 2n−1. (V )

(3.1)

Функция fn кусочно гладкая. Более того, (fn)(k)
(

xji
)

= 0 = (fn)(k)
(

yji
)

для

всех k ≥ 1, n ≥ 1, 1 ≤ j ≤ n и 1 ≤ i ≤ 2j . Отсюда получаем, что fn гладкая
на всем отрезке [0, 1]. Покажем, что {fn} является фундаментальной последо-
вательностью в топологии Ck для любого k ≥ 0. В самом деле, если m ≤ n, то
fn = fm вне множества

⋃

1≤i≤2m

Imi и fm
(

Imi
)

= fn
(

Imi
)

= Jm
i . Следовательно,

имеет место оценка

max
[0,1]

|fn(x)−fm(x)| = max
1≤i≤2m

max
Im
i

|fn(x)−fm(x)| ≤ max
1≤i≤2m

diam Jm
i = 2−mbm → 0
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xn−1

i
xn

2i−1
yn
2i−1 yn−1

i

wn−1

i

zn−1

i

xn

2i
yn
2i

zn
2i−1

wn

2i−1

zn
2i

wn

2i

I

I

II

II

III

IV

V

Рис. 4. Определение fn формулой (3.1)

при m→ ∞. Для k ≥ 1 вычислим

max
[0,1]

|(fn − fm)(k)(x)| ≤ max
⋃

1≤i≤2m
Im
i

|(fn)(k)(x)| + max
⋃

1≤i≤2m
Im
i

|(fm)(k)(x)|. (3.2)

Рассмотрим подробнее второе слагаемое в (3.2). Для x ∈ Imi , 1 ≤ i ≤ 2m,
получаем

|(fm)(k)(x)| = φ(k)

(

x− xmi
ymi − xmi

)

(

zmi − wm
i

)(

ymi − xmi
)−k

≤ max
[0,1]

|φ(k)|
2−mbm

(2−mam)k
.

Первое слагаемое в (3.2) можно оценить, заметив, что fn = f l на I l−1
i \

(

I l2i−1 ∪ I
l
2i

)

для 1 ≤ l ≤ n− 1 и 1 ≤ i ≤ 2l−1. Тогда

max
⋃

1≤i≤2m
Im
i

|(fn)(k)| = max{ max
⋃

1≤i≤2n
In
i

|(fn)(k)|, max
m≤l≤n−1

max
⋃

1≤i≤2l

(Il−1

i \(Il
2i−1

∪Il
2i))

|(f l)(k)|}.

Как и ранее, для всех x ∈ Ini , 1 ≤ i ≤ 2n, имеем

|(fn)(k)(x)| ≤ max
[0,1]

|φ(k)|
2−nbn

(2−nan)k
.

С помощью формулы (3.1) получаем, что для всех x ∈ I l−1
i \

(

I l2i−1 ∪ I l2i
)

,

m ≤ l ≤ n− 1 и 1 ≤ i ≤ 2l справедливо

|(f l)(k)|(x) ≤ max
[0,1]

|φ(k)|max

{

wl
2i−1 − wl−1

i
(

xl2i−1 − xl−1
i

)k
,
zl−1
i − zl2i

(

yl−1
i − yl2i

)k
,
wl

2i − zl2i−1
(

xl2i − yl2i−1

)k

}

= max
[0,1]

|φ(k)|
2−l−1(bl−1 − bl)

(2−l−1(al−1 − al))k
.
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Следовательно,

max
[0,1]

|(fn − fm)(k)|

≤ max
[0,1]

|φ(k)|max

{

2−mbm
(2−mam)k

,
2−nbn

(2−nan)k
, max
m≤l≤n−1

2−l−1(bl−1 − bl)

(2−l−1(al−1 − al))k

}

.

Выбор параметров an = 1
2 + 1

n+2 и bn = 2−n2

обеспечит сходимость к нулю всех

слагаемых при n, стремящемся к бесконечности, и тем самым {fn} — фунда-
ментальная последовательность в топологии Ck-гладких функций.

Наконец, положим f(x) = lim
n→∞

fn(x). Легко видеть, что это отображение

гладкое, инъективное и сюръективное. Кроме того,

f
(

⋂

n∈N

⋃

1≤i≤2l

Ini

)

=
⋂

n∈N

⋃

1≤i≤2l

Jn
i ,

но L1

(

⋂

n∈N

⋃

1≤i≤2l

Ini

)

= lim
n→∞

an = 1/2 и L1

(

⋂

n∈N

⋃

1≤i≤2l

Jn
i

)

= lim
n→∞

bn = 0.

Значит, f не обладает N −1-свойством Лузина.
Полученная функция f бесконечно гладкая на [0, 1], но не может быть глад-

ко продолжена тождественным отображением, так как f (1) = 0 6= 1 = (x)(1).
Следовательно, необходимо изменить f на

[

x0
1, x

1
1

]

=
[

0, 1
4 (a0 − a1)

]

и
[

y1
2 , y

0
1

]

=
[

1 − 1
4 (a0 − a1, 1

]

, как показано на рис. 5.

x

0 x
1

1

2

x1

1

x
1

1

4

z
1

1

2 f(x)

Рис. 5. Функция s(x), гладко «склеивающая» тождественное отображение

Определим

s(x) =



































































x, если x 6∈ (0, 1),

f(x), если x ∈
(

x1
1, y

1
2

)

,
x
∫

0

φ
(

1 − 2t
x1
1

)

dt, если x ∈
(

0, 1
2x

1
1

]

,

x1
1

4 +
(

z1
1 −

x1
1

2

)

φ
(

2x
x1
1

− 1
)

, если x ∈
(

1
2x

1
1, x

1
1

]

,

w1
2 +

(

3
4 + 1

4y
1
2 − w1

2

)

φ
( 2(x−y1

2)

1−y1
2

)

, если x ∈
[

y1
2 ,

1
2

(

1 + y1
2

))

,

1 −
1
∫

x

φ
( 2t−1−y1

2

1−y1
2

)

dt, если x ∈
[

1
2

(

1 + y1
2

)

, 1
)

.
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Заметим, что
1

∫

0

φ(t) dt =
1

2
.

Тогда
s
(

x1
1/2

)

= x1
1/4 = lim

x→(x1
1
/2)+

s(x),

s
(

1/2
(

1 + y2
1

))

=
3

4
+

1

4
y1
2 = lim

x→(1/2(1+y2
1
))+

s(x),

а значит, s ∈ C(R). Более того, так как s(1)(0) = s(1)(1) = 1, s(k)(0) = s(k)(1) = 0
для k ≥ 2, и s(m)

(

x1
1

)

= s(m)
(

x1
1/2

)

= s(m)
(

y1
2

)

= s(m)
(

1/2
(

1 + y1
2

))

= 0 для
m ≥ 1, получаем, что s ∈ C∞(R).

3.2. Отображение из примера 1.3. Положим h = (s(x1), x2, . . . , xN ).
Функция h гладкая и удовлетворяет равенству

h
(

⋃

1≤i≤2n

Ini × [0, 1]N−1
)

=
⋃

1≤i≤2n

Jn
i × [0, 1]N−1.

Более того,LN

(

⋂

n∈N

⋃

1≤i≤2n

Ini × [0, 1]N−1
)

= 1/2 и LN

(

⋂

n∈N

⋃

1≤i≤2n

Jn
i × [0, 1]N−1

)

= 0.

Как и ранее, остается изменить функцию вблизи границы, чтобы ее мож-
но было продлить тождественным образом. Этого можно добиться выпуклой
комбинацией тождественного отображения и h(x). Рассмотрим такую функцию
δ : R → [0, 1], что δ(t) ∈ C∞[0, 1], δ(t) = 0 на

(

−∞, 1
8

]

∪
[

7
8 ,∞

)

и δ(t) = 1 на
[

1
4 ,

3
4

]

, например δ(t) = φ(8t− 1) − φ(8t− 6). Положим

g(x1, x2, x3, . . . , xN ) = δ(x2) . . . δ(xN )h(x) + (1 − δ(x2) . . . δ(xN ))x

= (δ(x2) . . . δ(xN )s(x1) + (1 − δ(x2) . . . δ(xN ))x1, x2, . . . , xN ).

Легко видеть, что g — гладкое отображение, не обладающее N −1-свойством
Лузина и совпадающее с тождественным вне (0, 1)N . Осталось проверить, что
g инъективно. В самом деле, если g(x1, . . . , xN ) = g(y1, . . . , yN), то x2 = y2, x3 =
y3, . . . , xN = yN . Предположим, что x1 < y1. Так как h — строго возрастающая
функция, имеем h(x1) < h(y1) и хотя бы одно из выражений δ(x2) . . . δ(xN ) или
1 − δ(x2) . . . δ(xN ) отлично от нуля. Следовательно,

δ(x2) . . . δ(xN )h(x1) + (1 − δ(x2) . . . δ(xN ))x1

< δ(x2) . . . δ(xN )h(y1) + (1 − δ(x2) . . . δ(xN ))y1,

что приводит к противоречию.

4. Открытые вопросы

Легко видеть, что отображение g, построенное в разд. 3, не имеет конечно-
го искажения. Как упомянуто во введении, авторы считают, что конструкция
из работы [45] может привести к отображению с конечным искажением, не об-
ладающим N −1-свойством Лузина. Однако предложенная там схема делает
практически невозможным оценить функцию искажения Kf,p.

По аналогии с теоремой 1.2 возникает естественный вопрос о том, суще-
ствует ли отображение с конечными искажением и Kf,p ∈ Lq для любого q,
сколь угодно близкого к p

p−1 . Если p < N ответ отрицательный, он получается

из следующей леммы ввиду того, что p
N−1 <

p
p−1 .
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Лемма 4.1. Пусть � ⊂ R
N — открытое множество и f — C1-гомеомор-

физм. Предположим также, что существует p ∈ [1, N), для которого Kf,p ∈

L
p

N−1 (�). Тогда f обладает N −1-свойством Лузина.

Доказательство. Заметим, что C1-регулярность f обеспечивает |Df | ∈
L∞(�). Следовательно,

∫

�

(

|Df(x)|

|Jf (x)|
1
N

)
N

N−1

dx ≤ ‖Df‖
N−p
N−1

∞

∫

�

(

|Df(x)|

|Jf (x)|
1
p

)

p
N−1

dx

и N −1-свойство вытекает из теоремы 1.2. �

К сожалению, авторы не знают, может ли C1- или C∞-гладкое отображение

с Kf,p ∈ L
p

p−1
−ǫ нарушать N −1-свойство. Авторы склонны считать, что в пер-

вом случае ответ будет положительным, в то время как во втором случае было

бы странным ожидать, что C∞-функция с Kf,p ∈ L
p

p−1
−ǫ может не обладатьN −1-свойством. Данные вопросы остаются открытыми.
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18. Csörnyei M., Hencl S., Malý J. Homeomorphism in the Sobolev space W 1,n−1 // J. Reine
Angew. Math.. 2010. V. 644. P. 221–235.



Пример гладкого гомеоморфизма 1143

19. Hajªasz P. Sobolev mappings, co-area formula and related topics // Proc. on Analysis and
Geometry (Russian) (Novosibirsk Akademgorodok, 1999). Новосибирск: Изд-во СО РАН,
2000. P. 227–254.
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Tomáš Roskovec (Росковец Томаш)
Faculty of Economics,
University of South Bohemia,
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