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4) все функции {d^^^^^F^^\x^u^y)/dx^du^dy^}\y=^^(^x^u) равномерно схо­
дятся к аналогичным производным функции F^^\x^ и^у) ^ вычисленным в точ­
ках многообразия А̂ о • 

В случае когда все N^ совпадают с вещественной плоскостью Щ^ ^ч, опре­
деление 3 превращается в более простое определение 1. 

Т Е О Р Е М А . Если семейство гиперповерхностей М^ сходится вдоль цепных 
подмногообразий N^ С М^ при а ^ {) к невыроэюденной гиперповерхности 
MQ С выделенным цепным подмногообразием NQ , то существуют нормаль­
ные уравнения М* поверхностей этого семейства, сходящиеся вдоль ML ч̂ 
к нормальному уравнению MQ . 

Для доказательства необходимо выпрямить каждое из MQ. ВДОЛЬ NC^ , а за­
тем воспользоваться поэтапной нормализацией, описанной выше. 
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Устанавливается расширенная дифференцируемость обратного оператора в 
линейных топологических пространствах при возможном нарушении условий 
теоремы об обратной функции. 

Задаются линейные топологические пространства X , У, оператор L: Y^X 
и точка у{) ̂ Y. Рассматриваются линейные пространства XQ , Уо и линейные 
топологические пространства Х^, У*, такие, что X и XQ ЯВЛЯЮТСЯ подпро­
странствами пространства Х^, а У* — подпространством пространств Уд и 
Y. Пусть /? есть некоторое семейство множеств из У* . 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Линейный оператор £): Уо ^ XQ назовем (Уд, XQ 5 У* ^ Х^^)-
расширенной /^-производной оператора L в точке уо ч если его сужение D^ 
на У* есть непрерывный оператор У* —> X*, удовлетворяюп];ий равенству 
L(yo + /i) = Ly{) + D^h + r( / i ) , и для любого В ^ (3 при сг ^ О имеет ме­
сто равномерная ио h Е В сходимость r{ah)la ^ О в X*. 
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Если /? — семейство всех конечных (соответственно всех ограниченных) 
множеств, то D есть (Уд ̂  ^о ; ^* ^ X*)-расширенная производная Гато (Фреше) 
[1]. (У, X ; У, Х)-расширенная производная Гато (Фреше) совпадает с класси­
ческой производной Гато (Фреше). 

Рассмотрим линейные топологические пространства X , У , оператор 
А: X ^ Y и точки XQ G X , уо = AXQ . Задается локально выпуклое простран­
ство У* с топологией ограниченной сходимости, являюп];ееся подпростран­
ством в У , а в нем — окрестность нуля 9^ и семейство множеств /3. Положим 
9 = уо-\-9^ . Пусть для любого у Е 9 суп];ествует такая точка х = х{у) G X , что 
Ах = у. Если оператор А дифференцируем по Гато, то с помоп];ью теоремы о 
среднем устанавливается равенство 

Ах — Ахо = / А'[хо -\-t{x — XQ)] dt {Х — XQ) . 
Jo 

Для любого у Е 9 определим оператор G{y) G £ ( Х , У) по формуле 

G{y)= [ A'[xo^t{x{y)-xo)]dt. 
Jo 

Справедливо соотношение 

G{y)[x{y) -хо] = у-уо Vy G 9, 

откуда следует, что 

XG{y)[x{y) -хо] = х{у- г/о) Ууев, ХеУ, (1) 
где У — пространство, сопряженное с У . 

Для любого у Е 9 рассматриваются такие линейные пространства Х(у ) , 
У (у), что X , У* , Y{y) являются подпространствами в Х(у ) , У (у), У соответ­
ственно. Пусть для любого у Е 9 суп];ествует такое непрерывное продолжение 
G{y) оператора G{y) на Х(у ) , что 1т G (у) С У (у)- Линейный непрерывный 
оператор G{y): Х{у) -^ У{у) обладает сопряженным G{yY: Y{y) -^ Х ( у ) . 
Учитывая включение х{у) G XQ + Х(у ) , из равенства (1) получим 

С ( У Г Л [ Ж ( У ) - Ж О ] = Л ( У - У О ) V A e F ( x ) ' , у е ^ . (2) 

Рассмотрим линейное уравнение 

G{y)*p = м, (3) 

называемое квазисопряженной системой [1, 2]. Положим XQ = Х{у^)^ Уд = 
У(уо) • Предположим, что для любого ji Е XQ при у = у^ уравнение (3) имеет 
решение р = Pfi Е YQ . Пусть X* — локально выпуклое пространство с то­
пологией ограниченной сходимости, причем Х(у) есть подпространство в X* 
для любого 11 Е 9 ̂  М — произвольное ограниченное множество из Х^, /? — 
некоторое семейство множеств из У* и для любых /х G М , у Е 9 уравнение (3) 
имеет решение р = р^{у) Е У{уУ ^ причем для любого В Е (3 при сг ^ О имеет 
место равномерная по /х G М , h Е В слабая сходимость Pi^{yo-\-ah) -^ р/^ в У^ . 
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Т Е О Р Е М А . При сделанных предполоэюенилх оператор А~^: Y ^ X имеет 
{Y{)^X{)]Y^^X^)-расширенную (3-производную D в точке уо ^ определяемую 
равенством 

IJiDh = p^h У/^еХ^, heYo. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Е — некоторое упорядоченное множество, а {her} 
(сг G Xl) — такал направленность, что при сг —> О имеет место сходимость в 
смысле Мура-Смита /icr —> /i в У*. В силу определения топологии в У* для 
любого ограниченного в У/ множества Л имеем равномерную по /i G Л схо­
димость Ahcr -^ Л/i. Семейство {р^} {(л G М) ограничено в слабой тополо­
гии пространства У^, которая отделима [3, с. 197]. Поскольку в отделимом 
локально выпуклом пространстве слабо ограниченное множество ограничено 
[3, с. 219], семейство {р/^} (/̂  G -^) ограничено в У^. Следовательно, имеет 
место равномерная по /х G М сходимость p^h^ -^ p^h. 

Сужение D^ оператора D на У* удовлетворяет равенству 

Переходя к пределу, установим, что iiD^h^ -^ iiD^h равномерно по /j. Е М ̂  
откуда, поскольку множество М произвольно, следует, что D^h^ -^ D^h в Х^ . 
Тогда оператор D^:Y^^ Х^ непрерывен. 

Положив в (2) А = Р1л{у) при (i Е М^ получим 

ii[x{y) - хо] = Pf,{y){y -уо) Уу ев, 1^ е М. 

В пространстве У* зададим оператор г , полагая r{h) = х{уо -\- h) — XQ — D^h. 
Для любых (1 е М, h eY^ и достаточно малых а имеем 

/x[r(cr/i)/cr] = 1^{[х{уо -\-(Th) -хо]/(т - D^h} = [р^{уо + cr/i) -p^]h. 

Переходя к пределу при сг ^ О, установим равномерную по /х G М , h Е В 
сходимость jii[r{ah)/a] -^ О, откуда следует, что r{ah)/a ^ О в X* равномерно 
по h Е В. Таким образом, оператор D действительно является расширенной 
производной обратного оператора А. Теорема доказана. 

Условия теоремы кажутся громоздкими, однако имеет место 
Л Е М М А 1. При выполнении условий теоремы об обратной функции для опе­

ратора А справедливы условия доказанной теоремы. 
Рассмотрим пример. В открытой ограниченной области О С М"̂  исследуется 

однородная задача Дирихле для уравнения 

—Ах + |х|^х = у, (4) 

где р > О. Положим X = HQ П i^p+2, Y = X'. Для любого у Е Y уравнение 
имеет единственное решение х = х(у) из X [4]. Нетрудно установить следую-
щее утверждение: 

Л Е М М А 2. При достаточно больших значениях pun оператор х( • ) : Y^X 
не дифференцируем по Гато. 

Однако с помоп];ью приведенной выше теоремы доказывается 
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Л Е М М А 3. В любой точке уо ^ Y оператор х ( - ) имеет {YQ^XQ; У * , Х * ) -
расширенную производную Гато D, характеризуемую равенством 

/ jj^Dhdn = p^hdn V/x G X Q , /i G FQ, 

где 

X, = Hi, Xo = X* n {x : \x{y^)\''^x e L2}, F* = X',, FQ = X^, 

a p^ — решение однородной задачи Дирихле для уравнения 

- А р ^ + ( р + 1 ) | х ( у о ) | % = / х . 

Полученные результаты могут быть использованы, например, при реше­
нии задач оптимального управления нелинейными бесконечномерными систе­
мами при отсутствии дифференцируемости функции состояния по управле­
нию, когда использование классических методов оптимизации затруднительно 
[5]. Одна экстремальная задача для уравнения (4) решается в [2]. В [1] рассмо­
трено нелинейное параболическое уравнение, для которого справедливы утвер­
ждения, аналогичные леммам 2 и 3. 
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Напомним [1] определения псевдохарактера и квазихарактера на группе. 
О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1. Пусть S — (полу)группа. Вещественная функция / на 5* 

называется вещественным квазихарактером на S, если множество {f{st) — 
f{s) — f{t) : s,t G S} ограничено. Вещественный квазихарактер f usi S на­
зывается вещественным псевдохарактером на S, если f{x^) = nf{x) для всех 
X Е S ж всех п Е N. 

Напомним также, что справедлива следующая 


