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РЕГУЛЯРНОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ С ДВУСТОРОННИМ 
ОГРАНИЧЕНИЕМ НА ГРАНИЦЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

И ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

В данной работе доказывается предельная гладкость решения краевой 
задачи с двусторонним ограничением на границе области для линейных эллип­
тических и параболических уравнений второго порядка (см. ниже постановку 
задач (1), (2) и (24)—(26)). Регулярность решений подобных задач с односторон­
ним ограничением на границе (задач с условием Синьорини) к настоящему 
времени достаточно полно изучена.„Для линейных эллиптических и параболи­
ческих уравнений доказана предельно возможная гладкость решения таких 
задач — непрерывность по Гельдеру первых производных решения вплоть 
до границы рассматриваемой области (см. [1—3]). Кроме того, доказана огра­
ниченность первых производных решения задачи с односторонним ограниче­
нием для квазилинейных эллиптических и параболических операторов [4, 5 ] . 
Задачи с двусторонним ограничением на границе, т. е. в ситуации, когда для 
решения задачи и на границе выполняются неравенства ф < и < где ф 
и \|) — заданные функции-препятствия, имеют свою специфику в том случае, 
когда множество точек границы, где ф = -ф, не пусто, т. е. препятствия на гра­
нице могут «склеиваться». Именно этот случай и рассматривается в данной работе-

Работа состоит из двух частей. В первой части рассматривается задача 
с двусторонним ограничением для линейных эллиптических уравнений. Основ­
ной результат сформулирован в теореме 1. Отметим, что сделанные в этой 
теореме предположения о гладкости коэффициентов оператора и других данных 
задачи точны в том смысле, что они являются необходимыми для доказатель­
ства аналогичной гладкости решения классических задач. (Решение нашей 
задачи на некоторых участках границы может удовлетворять условию Дирихле 
или Неймана.) Доказательство теоремы 1 для модельного случая приведено 
нами в заметке [6]. Во второй части рассматривается нестационарный аналог 
задачи с двумя ограничениями на границе. Основной результат сформулирован 
в теореме 2. Чтобы избежать громоздких выкладок, здесь мы считаем данные 
задачи достаточно гладкими. В работе используются обозначения и некоторые 
результаты монографий [7, 8 ] . 

I . Рассмотрим ограниченную область £2czR n , п ^ 2, с гладкой границей S, 
п (х) — внешняя по отношению к ß нормаль в точке х £ 5 . На поверхности S 
определены функции ф и ф <: Далее производные обозначаем следующим 
образом: 

ди п п 
U*i = "яГ" > их = (их их ) , и% = 2 и%, ulx = S и х х . 

i 0Xi v i п/ г i t y = 1 г j 
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Везде в работе через q обозначено некоторое число, большее размерности п; 
v_ = min {v, 0\, Ü+ = max {v, 0}. 

Изучим регулярность решения и (х) следующей краевой задачи: 

Lu = - (аа (х) ux.)Xj + bt (х) их. + Ь (х) и = / в Q; (1) 

ди 
~дпА 

ди 
Ф < и < г|), (и - ср)(ы - iß = 0, 

Здесь 

ди Л ^ х ди г. ^ -gjj— s>0 при и < \ | ) , < 0 при а > ф 

Ö " =-û/y ( * ) И*. COS (îl, X / ) 

на 5 . (2) 

— конормальная производная функции и в точке х Ç S; / — заданная в Q 
функция. Обобщенное решение задачи (1), (2) является решением вариацион­
ного неравенства 

{Lu, v — u)=\ [аиих. (р - u)Xj + biUx. (v-u)-{- bu (v - и)] dx ^ 
Q 

^\f(v-u)dx, Yv Ç К, и £ K, (3Ï 

где К = {и £ W\ (Q) I ф < и < t|> п. в. на 5 } . 
Справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а 1. Пусть: 1) функции ац Ç (Q), ft,, b £ Lg (Q) с некото­

рым q > n; 
2) û A - ^ v | g | 2 , v > 0 , V Ê € R " , ^ f i ; 

3 ) / 6 M Û ) , Ф, t € ^ 5 ( S ) , s ç c 2 . 
Тогда решение и задачи (3) принадлежит W\ (Ü) f) С 1 + а (Q). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Регулярность решения и (х) задачи (3) докажем 

методом штрафа. Далее, не умаляя общности, будем считать ф = 0. Рассмот­
рим для всякого 8 Ç (0, 1 ] краевые задачи 

Lxu* = f~\-(X — b)u в fi, (4) 

• ^ + ß i ( " 8 ) + ß 2 ( ^ - ^ ) = 0 на 5 , (5) 

где L% = L + X — b (x), X > 1, а и = а (х) — решение задачи (3). Функции 
Pi (*) = ßj (т), * = 1, 2; ßx (т) = т_, ß2 (т) = т + . Таким образом, штраф­
ные функции ßi (т) — липшицевы на R 1 , причем ß; (т) ^ 0. Отметим сразу, 
что и (х) — ограниченная в fi функция, так как является ограниченным на S 
решением уравнения Lu = f (см. [7], гл. I I I , теорема 13.1), а значит, правая 
часть уравнений (4) / + (X — Ь) и £ Lq (fi). 

При сделанных в теореме предположениях о данных задачи для любого 
фиксированного е > 0 существует решение ие Ç Wl (fi) П (fi) задачи 
(4), (5) с некоторым ß Ç (0, 1). Равномерные по е £ (0, 1 ] оценки 

max I ие (х) J < с, J (w*)2 dx <: с, (6) 

а также оценка штрафных функций 

max(|fc(w«)|+fc(a« — 40) < с (7) 



легко получаются из энергетического тождества, соответствующего задаче (4), 
(5), а для вывода (7) привлекаются также решения задач: 

1) Ьф = F, х ç Q, 2) LKz = F, х Ç Q, 

ft = г|>, д: Ç 5 ; z = 0 , x Ç S ; 
F (x) = f (x) + %u (x) — b(x) и (x). 

(Здесь и далее через с обозначены некоторые положительные постоянные, не 
зависящие о т е £ (0, 1 ]; для краткости будем писать: ß x = ß x (иг)у ß 2 = ß 2 (ие — 
— г|))). Мы не приводим здесь вывод оценок (6), (7), так как это сделано нами 
достаточно подробно в [6] и, кроме того, аналогичные оценки будут получены 
ниже для параболических уравнений. Функции ие при 8 0 слабо сходятся 
к решению и £ W\ {Q) вариационного неравенства (3) (см. [9], гл. 3, §5) . 

Следующий этап состоит в получении оценок 

Ilи& Wwl (Û) < С> M * X I u l I < с> Ve £ (0, 1 ]. (8) 

Так как параметр s входит только в граничное условие, достаточно проводить 
рассмотрения в окрестности граничных точек. Вывод оценок (8) проведен нами 
для модельного случая в заметке [6] достаточно подробно, в общем случае 
доказательство проводится точно так же, если заметить, что преобразованием 
независимых переменных можно свести рассмотрение к случаю, когда часть 
границы плоская и на ней 

д = _д__ 
дпА дп 

Поясним этот факт. Зафиксируем произвольную точку xQ Ç 5 и рассмотрим 
отображение у = у (х) класса С 2, переводящее множество Qi = V (х0) (] ß , 
V (хо) — окрестность х0 в в полушар BR = \у Ç R" | \у | < R, уп < 0}, 
а множество 5 Х = 5 П V (х0) — в yR = {у £ R" | \у \ < /?, уп = 0}. 

В новых переменных рассмотрим задачу 
дуп — àijUy.y.+ BiUy. + Би ==F 

где 
S / i / ^ . + ß l + f e 

<*U = «An 

0 на Y/?> 

в В Ri 

дхъ дхп дх 

(ûftm) 
dyô dyj 

^ дхп dxh » + ûfcn 
ton 

-1 
5 = 1 

дх > дх 

таким образом, после преобразования все заданные функции сохраняют ука­
занную в теореме гладкость. Теперь можно так выбрать координаты в Вр\ , 
что на yR änn = 1 и апх = 0, V T = 1, я — 1. Действительно, введем 
в ß£ (J yR новые координаты 

Ч = z ü (У 7 ' Уя), у' = (Уъ - - *' Уп-i), Vf* ^ л . 

гп = Уп(апп(у\ 0))~i/ 2 

и потребуем, чтобы функции г д удовлетворяли условиям 

^ №п=о — Уд» 3 ^ = ^пя (У', 0) 
änn (у'у 0) ' 

Так как 
fog 
^ 7 1 



то существует продолжение функций cyR в BR класса W\ (BR), причем оно 
не вырождено по определению на 7# и по непрерывности в BR, если R не 
очень велико. Коэффициенты при старших производных в новых перемен­
ных z при уп = 0 имеют вид: 

А я dzn dzn _ ~ / dzn \ 2 « 
йПп - аи ^ ^ - a n n = 1, 

л ~ Ö 2 n ^ _ ~ / ~ 4 - 1 / 2 о ц , ~ / л 4 - 1 / 2 Ô 2 H _ Л 

а«м. = ач ~Щ = \апп) о х + а л п (а™) — и. 

Таким образом, сохраняя старые обозначения за функциями и переменными, 
считая для удобства R = 4, можно исследовать локально краевые задачи со 
штрафом в следующей форме: 

- (flMx, + biül. = F* в ВТ, (9) 

uln + ßi(" E ) + ß 2 (и 8 - = 0 на Y4, (10) 

Г де f e — некоторая функция из Lq (fi), равномерно ограниченная по е £ 
£ (0, 1 ] в этой норме. 

Итак, считая полученными для ие оценки (6)—(8), покажем, что производные 
их I = 1, . . . , я , предельной функции и из класса W\ (fi) П №~ (fi) непре­
рывны по Гельдеру в U 72. Для этого установим сначала неравенства вида: 

\ vll2dx<c \ (v-k)l£dx + c(mes ÂktP)^
2/tf, (11) 

A k , p A h , 0 

где в качестве функций v будут фигурировать производные функции и (х). 
Здесь Ak,p = {х £ ß p (хо) fl Я? h (*) > = ix Ç ß p (x0) П 
П 5 ï | t ; ( x ) ^ Ä J ; точка x 0 £73; P (E (0, 1); £ — срезающая функция для 
JBP (x0) (BP (XQ) — шар радиуса p с центром в точке х0); выбор допустимых 
значений k уточним ниже. Справедлива следующая лемма. 

Л е м м а 1.1° . Функции v = ±их удовлетворяют неравенствам (11) при 
любом k ^ 0. 

2°. При x = 1, . . ., п — 1 неравенства (11) справедливы: 
а) для v = ±их% при k 5> 0, ео/ш я < Ф на ур (хо) = у± () Вр (х0); 
б) для v = ± ( ^ х т — Фх т ) & ̂  0, если и > 0 на ур (х0); 
в) для v = ±их% и v = ±(иХх — ^Хх) при k ^ k0 = c0pß, ß = (q — n + 

+ l)/(2<7 — n + 1), с некоторой постоянной c0 > 0 во всех остальных случаях. 
Д л я доказательства леммы, как и в работе [6], сначала выведем неравенства 

J [(f 8 - k)+fx ?dx + I°<cl (fE - kf+ gdx + c (mes Л | , p) 1 " 2 '* , (12) 
BA BA 

в которых A%t p = {x Ç ß p (x0) П #4~| t> 8 (x) > k), a в качестве vs берутся 
производные функций ±us или ±(us—\|)). Через Iy мы обозначили интеграл 
по 74, он требует специального рассмотрения в каждом случае. 

Составим интегральное тождество, соответствующее уравнению (9): 

\ (atluXihXj + biulb) dx — \ u\h dy = J Fzh dx, 
BJ v4 Bi (13} 

\/h£WL

2(B7), spt h czB4; 
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затем, полагая h = (т])хп, проинтегрируем первое слагаемое слева по частям: 

n-l 

— 2 J Я д Х / Ь ч = — \ Fer)Xndx, spt r ) d Ä t . (14) 

Если в тождестве (14) положить т) = (ve—k)+ £2, ve = ±uz

x , нетрудно 

вывести неравенства (12) с I\= + S j адти£ [ у 8 ^ 2 + (v* — & ) + 2 £ Ц ] cty-
ILA, T = l V4 Х 

При ü e = ив и Ä 5> 0 на множестве Y*, Р = [х £ 7 Р (*0) | v B M > ^1 В С И Л У 
краевого условия (10) uln = —ßi — ß 2 = —ßi > 0, а следовательно, ие < 0 
на Y Ä E p- В этом случае / 8 можно преобразовать и оценить снизу следующим 
образом (знак суммирования по ji, т = 1, . . ., n — 1 опускаем): 

Iy = - j f-ßl^t 2 + К - *)+ 2К* 1 d7 ^ 
S * - J ( < - * ) 2 K . t r f T = /ï. 

v,n{«e<o} / + 

Аналогично для функции и 8 = — н а yk при & 0 имеем — и г = ß, + 
+ ß 2 > 0, т. е. —и*х = ß 2 (и 8 — if), а значит, и я 8 > г|); в этом случае справед­
лива оценка: 

П = J <ь («^ т ч ) ((- - *)+ с \ dv = 
= I { ^ ( " v - 4 ) [ - " v / + ( - " l - ^ ) + 2 ? m + 

+ [ ( - «5„ - k)+ С2],J dV ̂  j <V («^ - fcj ( - uln - k \ 2£Ц dV + 
V4 

+ J а и * [ ( - 4 N - * ) + S2] dY = /5 . 

V4 

Покажем, что lim /? = 0. Известно, что иг и ъ W\ (Y4), max \и%\ <g с, 

и 5> 0 на Y4» а на множестве, где я = 0, производные = 0, Ф п- Так как 
f ие(х)<0, ) 

m e s { * € Y p W > a W > 0 J l ^ O 
(см., например, [7], гл. I I , § 3), то имеем оценку: 

| Я | < С Д î К1КИ<М 1 KIKI d Y + 

v p ^ n ^ o } k^)n{«:<0

0'} 
+ J K I K H l ^ o -

Аналогично проверяется, что в выражении / | первое слагаемое стремится 
к нулю при 8 -*- 0. Второе слагаемое в выражении /f допускает оценку: 

J / ^ K [ ( - "** - *). c*k d Y I < с II 11̂1 к ) I (- - k)+ ? l H < 
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Таким образом, для ve = и% lim l\ ^ 0, а для а 8 = — и? 
71 п 

lim /? ^ - - J-1 (-иХп - k)+ £ 1̂ 1 № ) - cv(mes Л*, р) 1 " 2 " . 

Переходя теперь в неравенствах (12) к пределу по 8 0, получим справедли­
вость (11) для v = ±иХп, т. е. пункт Г леммы 1 доказан. 

Для доказательства пункта 2° обратимся к тождеству (13) с h = цх^ \i Ф п. 
Тогда после обращения к краевому условию (10) и интегрирования по частям 
в первом слагаемом и граничном интеграле получим: 

J + [(""К - ] "'F*) dX+ j 4Г + ^ = - J 

(15) 

Если u < \|) на Vp (x 0), то для e < 1 справедливо неравенство а 8 < г|) на Y P (х0) 
и, следовательно, на этом множестве ß2 = 0. Рассматривая тогда тождество 
(15) с т] = (ve — £)+ £2, k 5> 0, у 8 = ±*4 , выводим неравенства (12) с = 

= ± J "37"ßi ( у 8 — ^)+ £2^V = Jß i f 8 ( f 8 — £)+ £2^Y ^ 0 , а следовательно, 
7 4 ^ ? 4 

и неравенства (11) для v = ±иХ]х, Y\i Ф n, при любом k ^ 0. Чтобы рассмо­
треть случай, когда и > 0 на Y p (# 0), нужно интегральное тождество (15) пере­
писать относительно функции и& — \|), положить т| = (и8 — / г ) + £ 2 , k ^ 0, 
v& = — "Ф )̂» ^ п> и заметить, что при 8 <̂  1 на Yp (Л:0) выполняется 
неравенство иг > 0, т. е. ßx = 0 на этом множестве. В такой ситуации гра­
ничный интеграл 1у оказывается неотрицательным и неравенства (12), а зна­
чит, и (11) в случае б) пункта 2° леммы легко выводятся. Если условия а) и б) 
не выполняются, то существуют точки x, x Ç Yp (х0)9 такие, что и (х) = г|) (х), 
a и (х) = 0. 

п—1 

Обозначив L 0 = max {maxi \b I, essmax \ и\), где lu p = ü * > полу-
чаем, что в этом случае max г|) < 4L 0p. В силу мультипликативного неравен-

У (хо) 
ства, которое доказано отдельно (см. с. 12), имеем: 

\Ь(У)\<с(I^||[;5?4)ф (yf + ф (у)), V y 6 YP(*о), (16) 

ß = (9 — n + 1)/(2<7 — n + 1), а значит, max |г|э у | < c 0 p ß . Рассматривая 
*р Со) 

тождество (15) с т] = (У 8 — А), £2, и8 = иг , (х = 1, . . . , п— 1, получаем не-
равенство (12) с 

V4 

При k ^ kQ = с0р& интеграл / 8 ^ 0 и потому неравенства (12), а значит, и (11), 
при указанных k выполняются. Остальные ситуации в случае в) рассматри­
ваются аналогично. 

Неравенства (11) будут служить основой для получения оценки 

ose {и; QR/é} < max {(1 — x) ose {v; C\R^} (17) 

с некоторыми к Ç (0, 1), с± > 0, ß t Ç (0, 1) для любого R Ç (0, 1), QR = 
= B# (#o). При этом v есть либо либо их , V T я. Далее мы используем 
следующий вариант леммы 3.2 из работы [4]. 
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Л е м м а 2. Пусть х0 Ç у3, число R < 1 фиксированно. Если v £ Wl

2 (QR) f) 
П Loo (Йд) w оля некоторых ô, ô 0 £ (О, 1) выполняются неравенства 

k' = ess max v — ô ose {v; QR} ^ 0, (18') 
QR 

mes„_i {x Ç 7̂ /2 (x 0) 1f (x) = 0} ̂  ô 0 mesn-iyR/2 (x 0). (18") 

a я/ш любых k^k' up Ç [#/4, i?] для y выполняются неравенства (11), mo 
<Эля и справедлива оценка (17) с ß x = Г— n/q, а постоянные к и с1 определяются 
величинами ô, ô 0 и постоянной с из неравенств (11). 

В силу краевого условия (2) и выбора специальной системы координат 
на 7 4 почти везде выполняется равенство uXjux^ (и — -ф)^ = 0, т, |ы = 1, . . 
п — 1 (мы положили ф = 0), а тогда неравенство (18") с ô 0 = 1/3 выполняется 
либо для v = ±Ихп, либо для v = ±их у VM- Ф пУ л и б о для v = ±(и — У$)ХХ, 

у т Ф п. Кроме того, для любой из этих функций, согласно лемме 1, выпол­
няются неравенства (11) при k ^ k0 = c0R& и p Ç [RIA, R]. Возьмем ту функ­
цию v, для которой выполнено условие (18") с ô 0 = 1/3. Если (1/4) ose \v; QR\^z 
^ CQR&, ТО условие (18') справедливо для функции v или —v с S = 1/4, причем 
k' ^ k0, а тогда, по лемме 2, мы получаем для этой функции v оценку (17). 
Если же (1/4) ose {v; QR}< c0R$, то, очевидно, (17) верно при ß x = ß, сг = Ас0. 
Таким образом, справедлива следующая лемма. 

Л е м м а 3. Для фиксированной точки х0 £ 7 3 и пары шаров радиусов RIA, R , 
где R < 1, справедлива оценка (17) с ß x = min {1 — nlq, ß | либо для v = w^, 
л«бо оля и = их^, у \ 1 Ф п. (Оценка (17) для v = (и — гр)^ эквивалентна оценке 
для v = их%, у^хф ri). 

Свяжем теперь с точкой х0 и некоторым фиксированным p < 1 последова­
тельность шаров R M = . А~т, m = 0, 1, . . . , # + 1, где N — число, выбранное 
из условия RN+1 < p < RN. Тогда, по лемме 3, для R M справедлива оценка 
(17) либо для v = uXji, либо для v = uXv, VM' Ф п. Выберем ту функцию v , 
для которой по крайней мере в N12 шарах RI±, RiN выполняется оценка 
(17). Для выбранной v совершим итерационный процесс в неравенствах (17) 
по шарам R^, RiN (см. [7], гл. II , лемма 4.8). В результате получим 
оценку 

osetr, { f i p } < c p a (19) 

с некоторым положительным a < ß b где v выбирается в зависимости от р. 
Чтобы избавиться от этой зависимости, покажем теперь, что для функций uXjt 

справедливы неравенства 

I (Uxn)ldx < Ф"~ 2 + 2 а 1 > V p < 1, оц < а. (20) 
Йр/2 

Действительно, если при некотором р (19) верно для v == иХп, то оценка (20) 
с этим р и a i = a следует из того, что функция их удовлетворяет неравенствам 
(11) согласно утверждению Г леммы 1. 

Если же оценка (19) при фиксированном p < 1 выполняется для касатель­
ных производных, то сначала выведем неравенства 

2 I Ю 2 ^ < Ф " - 2 + 2 а 1 » (21) 

а затем, привлекая уравнение, получим (20). Чтобы вывести (21) при условии, 
что ose {UXVL; й р } <: сра, рассмотрим отдельно ситуации пункта 2° леммы 1. 
В случаях а) и б) оценку (21) c a ^ a легко можно вывести из неравенств (И). 
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Рассмотрим случай в), т. е. ситуацию, когда функция и на ур (х0) касается сразу 
двух препятствий. Как было отмечено выше, при этом max \tyy (у) | < k0 = 

(хо) 
= с0р&. Обозначим = essmin их , = essmax их . В случаях, когда 

Щ ^ ko или M», < —ko, оценка (21) выводится из (11) для v = их с k = 
и для v = — и х с k = Мц, соответственно. Отметим, что во всех остальных 
случаях essmax | Иц | < сра, где а > 0 из условия (19), и для вывода оценки 

(21) используем интегральное тождество (15) с функцией ц = иг

х £2, где £ — 
срезающая для Вр (лг0) функция, £ = 1 в Й р/2- Из тождества (15) при этом легко 
выводится неравенство: 

< с J ("У2 Ûdx + c (mes Q p ) 1 " 2 7 ' . (22) 

Граничный интеграл оценивается следующим образом: 

Yp <*°) Vp <*°) 

= — J ß2 (* V | A C a + Ф ^ Ч ) ^7 S* - с [ P ^ - " + P n ~ 2 + ß ] = - * (P)-
Yp <*°) 

Используя эту оценку, из (22) выведем неравенство, в котором 8 устремим 
к нулю. В результате получим, что для любого [x = 1, п — 1 

т г j с 2 d x < х
 ( р ) + с р п (1~2А7) + с I ( % ) 2 S d * ^ c P r t " 2 + 2 a i 

с некоторым осх £ (0, а ] . Таким образом, оценка (21), а следовательно, и (20) 
получена и в этом случае. 

Для внутренних шаров Вр (х°) c i Bî, p < 1, верны аналогичные неравенства 

J (uXh)2

xdx < cPQ-2aPn-2+2a, ро = dist {x°, y4], й = 1 д. 

Из этих неравенств для их и неравенств (20) на основании леммы Морри полу­
чаем оценку (19) для v = их с некоторым а 2 < а{ при любых х° £ ß ~ (J у 3 , 
p < 1. Если теперь посмотрим на а (х) как на решение задачи Неймана Lu = f 
в Вз, (ди/дпл) Ç то, согласно классическим результатам по задаче Ней­
мана, заключаем, что и все касательные производные их , \х Ф п, непрерывны 
по Гельдеру в U У 2-

Чтобы теорема была полностью доказана, осталось показать справедливость 
неравенства (16). 

П р е д л о ж е н и е . Пусть функция v Ç W% (Br)> Br a R m , q > m, функ­
ция v 0 в Br. Тогда для любой точки у £ ß r / 2 верна оценка 

I ^ С̂ /) 1 ^ ^ (Il ^ Л̂4°<:̂> ^ (г/)3^1-4-0* -К ^ С-/) , 

ß = l^--^-, c = c{q, m). • 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем точку у Ç 5 Г / 2 и выберем в каче­
стве 1 направление градиента функции v в точке у, т. е. 

^ = |v*ö,)|. 
Тогда 

/ \ / \ ! àv (z) dv (z) , Л % v(y) = v(x) + - ^ p ^ - - ^ p , x = y — pl z = y~ 9pl, 

Так как 
e ç (o, î), p ç (o, . 

I du (z) dv (y) I ,, n ft 

M A X " 1 Г " "~ " 5 Г " И c I ^ k <̂ > Pß> 

имеем неравенство 

где 

а следовательно, 
ü ( у ) I P — cMpl+t. 

Из полученного неравенства выводим оценку 

№т<^ + oMçfi = Ф (p), VP € (О, -£-] . (23) 

Если минимизировать функцию ф (р) в (23) по p Ç RJ., нетрудно убедиться, 
что ф (р) достигает минимума при 

Если р 0 < г/4, то 
I Vu GO I <! <Р (Po) < 1 / ( 1 + ß ) v G0ß/O+ß>; 

если же р 0 > г/4, то 

min Ф (р) - Ф ( V ) = + cAf r ß 4 ~ ß , 
p<r/4 \ * / Г 

и так как г < 4р 0 , то в этом случае 
I Vt; (у) I < 4У (у) Г-1 + с2М1М+М о (y)ß/<i+ß). 

Таким образом, в любом случае имеем нужную оценку, предложение доказано. 
Остается только отметить, что при доказательстве теоремы 1 мы использовали 
это утверждение с m = п — 1 и а = 

II . Прежде чем рассмотреть нестационарный вариант задачи с двумя пре­
пятствиями на границе, введем дополнительные обозначения. Пусть Qt = 
= Q X (0, t) — цилиндр с основанием Q в Rn+l; St = S X (0, t) — его боко­
вая поверхность, t £ (0, Т ] , число T > 0 фиксируем; Г г = S r U ^о» = 
— {(*> т ) £ R " + 1 I х € Щу * € [0> Т]. Для линейного параболического опера­
тора Mv = ^ — (ativx^)x. + + ос; рассматривается краевая задача: 

Ala = / в Q r ; (24) 

Ф < ы < \ | > , — ( и —ф)(« —ij)) = 0, 

- 0 при и < ф , — < 0 при а > ф 
на ST; (25) 

и | / = = 0 = Фо на Q 0 , (26) 
Функция f определена в QT; Ф, ^ — н а Sfl функция ф 0 — в й , причем ф ^ 
^ Фо ^ ^ на S при t = 0, ф < г|) на ST. Как и в эллиптическом случае, препят-
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ствия ф и гр могут «склеиваться», т. е. множество {(x, t) Ç ST ] Ф = может 
быть не пусто. 

Обобщенное решение задачи (24)—(26) является решением следующего ва­
риационного неравенства: 

(Ми, v — u)= \[ut(v — u)-\- аИих. (v — ü)Xj + Ь(их. (v — и) + bu (v — и)] dQ ^ 
QT 

^ \f(v-u)dQ, yjv e Ж> U G X, зщ £ L2 (QT), (27) 
QT 

и \t=o = фо, 

где Ж = {v £ WL2 ° (С т ) |ф < ^ < ^ п. в. на ST). (Можно определить и более 
слабое обобщенное решение задачи (24)—(26), не имеющее производных 
по t). Сформулируем основной результат относительно регулярности реше­
ния (27), считая данные задачи достаточно гладкими. 

Т е о р е м а 2. Предположим, что: 
1) функции ац G Wlo(QT)\ bt, b Ç Lœ (Q r ), существуют (bt)t, bt Ç Lœ(Qr); 
2) atj(x, t)lilj^v\l\2, v > 0 , VÊ £ R"» (*. t) £ Q r ; 
3) / £ L o o ( Q r ) , существует ft Ç L o o ( Q r ) ; ф, i|) ç WL(Sr), 5 ç C2; 
4) Ф 0 6 ^ 2 о о ^ Ф < Ф 0 < Ф на S при / = 0. 
Тогда решение и (x, t) вариационного неравенства (27) имеет ограниченные 

производные щ в QT, производные ихх, uxt^L2 (Qr)> et производные u x ç 
ç. C«> а/(1+а> (QT) С некоторым а > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не умаляя общности, можно считать, что функ­
ции ф и \р продолжены в QT так, что ф (х, 0) <: ф 0 (х) < г|) (х, 0), x £ ß , а функ­
ция ф = 0 в Qj. 

Рассмотрим краевые задачи со штрафом е Ç (0, 1 ]: 

Мви& = Л4ае + £w e = в Q r , (28) 

+ ßi И + ß» (" е - *) = 0 на ST, (29) 

и 8 |*=о = Фо (*)« x ç Q; (30) 
здесь F = Ви + f, число ß = essmax ((2/v) fc? (x, f) — (ft (x, t))—); и— решение 

Qr 
вариационного неравенства (27); функции штрафа & = (1/е) ß̂ , где, как и 
выше, ßi (т) = т., ß2 (т) = т + . Нетрудно показать, что функция и (x, t) огра­
ничена в Qr. Для этого достаточно заметить, что и— обобщенное решение урав­
нения Mu = f в Qr и и\гТ —ограниченная функция (см. [8], гл. III § 7). 
Таким образом, F = Bu + f £ L o o ( Q r ) . При сделанных в теореме 2 предполо­
жениях относительно данных задачи можно утверждать существование реше­
ния ие при всяком фиксированном & > 0, при этом и* Ç (Q r ) , гг8^, Ç 
6 £2 (Qr), a t4 £ C ß ' ß / 2 / (Qj) с некоторым ß Ç (0, 1). Как и в эллиптическом 

случае, доказательство регулярности функции и сводится к получению равно­
мерных по 8 £ (0, 1 ] оценок тех или иных норм функций ие. 

Если рассмотреть интегральное тождество, соответствующее задаче (28)— 
(30) 

{ [и?Л + л / Ä „ , + + (5 + Ь) u&h) dQ + J ( ß 1 + ß2) h dS = 
s t 

= j* FAdQ, 6 (0, T], уЛ € Wi' ° (Qr), (31) 
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и положить в нем h = иг, то, имея в виду неравенство (ßi + ß 2 ) ^ 8 ^ 0 на Sit 
легко получить оценку 

< | J f r ] l l " e ^ W + I " 5 L ( Q r ) < c , V e e ( 0 , 1]. (32) 

(Как и выше, постоянные с > 0 не зависят от е). Кроме того, из интегрального 
тождества (31) нетрудно вывести оценку 

max I и* (х, 0 | < с , Ve Ç (0, 1]. (33) 

Действительно, рассмотрев тождество (31) с h = (ие — k)+ при k ^ k0 = max \|) 

и обозначив через Ak (t) множество точек x £ Q, в которых и 8 (х, /) > k, не­
трудно вывести неравенства 

(w 8 ) 2 d ; tdT< 
Û, О (т) 

< с { (ие - k)\ dQ + ck* \ mes Ak(x)dx, Yt^T; 
QT о 

при выводе мы используем неотрицательность граничного интеграла. Полу­
ченные неравенства гарантируют (см. [8], гл. I I I , § 7) оценку иг (x, t) < с в QT. 
Оценка иг снизу в QT получается аналогично из тождества (31) относительно 
функции—и* с h = (—и8 + k)+, Yk <: 0. Таким образом, оценка (33) получена. 

Чтобы оценить равномерно по 8 Ç (0, 1 ] более сильные нормы функций иг, 
рассмотрим две вспомогательные начально-краевые задачи: 

1) MBw = F в Qr, 2) MBz = F в Q r , 
W\TT = 0; г\тт=$. 

При сделанных в теореме 2 предположениях существуют решения до, z Ç 
€ W 2 , 1 (Qr), Vp < + o o , задач 1) и 2) (см., например, [8], гл. IV, § 9). Ис­
пользуя функции до и z, докажем следующий важный факт. 

Л е м м а 4. Справедлива оценка штрафных функций: 

max (I ß x (a 8) I + ß 2 (a 8 - г|))) < с, Ve ç (0, 1]. (34) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Составим интегральное тождество относительно 
функции us — до в Qr (ОУ — решение задачи 1): 

j [(" 8 - аО* А + ai ; ("* - «0«, Ц + bt (и 8 - до)А. Л + (В + &) (и« - до) h) dQ + 
QT 

+ J(pi+fe)AdS + \-^LhdS = 0, vh£WL20(QT). 

Положив в нем h = ß x (a 8 — до) |ßi (а 8 — до) |^~ 2, /? ^ 2, и заметив, что ß x (а 8 — 
— до)8г = ß x (а е ) , a ßxß2 = 0 на STf получим равенство (аргументы штрафных 
функций опускаем): 

j (и& - до), ß t I ß / - 2 dQ + (p - 1) j a« (" £ - до),, (и* - w)Xj ßl I ß! | p " 2 dQ + 
Q r Qr 

+ j [&f (" 8 - W)X. ßA I ß x | P - 2 + (ß + 6) (a 8 - ДО) ß x I ß x |^- 2 ] dQ + 
Qr 

+ J | b | " d S + J ^ - ß 1 . | ß 1 M d S = 0. 
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Отметим, что интеграл 
т 

J* ( и ' - в О Д I & \"-4Q= j" j 4 I Pi lp<**d* = 

= ± . j j ß> | P dx ^ 0, (ßi (и« - а») |/=o = ßi (Фо) = 0). 
Вспоминая теперь определение числа ß , с помощью неравенства Коши 

выводим неравенство 
dw - ^ = ^ j (" Е - w)l I ß, Г2 dQ + 4- J I ft I" dS < с (p) J a n 

Qr 5 r ST \ A 

PdS, 

a следовательно, и оценка 

| ß 1 | k p ( s r ) < c ( ^ | | ^ - | L p ( S r ) -

Из этой оценки при р + о о получаем, что 

max I ßi I -<с max dw 
dnA 

Чтобы оценить max ß 2 (ß 2 = 1 J)» следует рассмотреть интегральное тожде-
sT 

ство, составленное относительно функции ие — z, где z — решение краевой 
задачи 2, и» положив в нем пробную функцию ft = p 2 P—провести аналогич­
ные рассуждения. 

Наличие оценки (34) позволяет легко доказать следующий результат. 
Л е м м а 5. 1. Для решений ие краевых задач (28)—(30) справедлива равно­

мерная по е £ (0, 1 ] оценка 

max \иХ1%т+№1%(ят)<с. (35) 
t£[o, т] 

2. Функции иг слабо сходятся в Wl'1 (QT) при s 0 к решению и вариационного 
неравенства (27). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая в тождестве (31) h = и*, мы легко вы­
водим неравенство 

•Y f W d x + j (и?)2 dQ + J (ft + ß2) uUS < с ( 1 + J K ) 2 dQ 
ß t Q, S t \ Q t 

Граничный интеграл оценим следующим образом: 

j (ßi + ß 2 K d S = -f- J 4 (ßi + ßi) dS + J ß2ifc dS = 

5 t S , 

= ^ J ( ß l + ß 2 ) d S | o + J ß 2 * / r f S ^ - J | ß 2 | | ^ | d S ^ - C . 

Теперь, имея в виду оценку (32), легко получаем (35). Равномерная ограничен­
ность по е £ (0, 1 ] функций и в норме W\*1 (QT) позволяет сделать слабый 
предельный переход по некоторой последовательности значений 8 0. То, 
что в пределе получается решение и вариационного неравенства (27), доказы­
вается стандартно (см., например, [9], гл. 3, § 6). Лемма 5 доказана. 

Более сильные нормы иг оценим локально, в приграничных областях. Как 
и в эллиптическом случае, часть области Q переведем в полушар BR так, что 
участок границы 5 перейдет в yR = [у Ç R" 11 у \ < R, уп = 0}. Штрафные 
задачи будем изучать в полуцилиндре QT (R) = В# X (0, Т). Вместо перемен-
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ных (у, t) Ç QT (R) можно рассмотреть новые переменные (z, *)» z = z (у, t) 
в Qf (R), такие, что 

_ Опц (у', О» t) 

Zn = ann (у, 0, t)yn9 

t = t. 
В новых переменных коэффициенты при вторых производных обозначим через 
âijy на yR X (О, Т) имеем: ânli= 0, y/\i Ф n, ânn= 1. Младшие члены в урав­
нении несколько изменятся, но их структура и гладкость будут такими же, 
как в формулировке теоремы 2. Таким образом, сохраняя старые обозначения 
за функциями и переменными, будем изучать краевые задачи со штрафом 
в следующем виде: 

и? - (**/иу х + biul. = g в QT(R); (36) 

< + ßi + (и* - = 0 на S7 = X (О, Г); (37) 

и 8 |*=о = Фо. x Ç Я * , (38) 
где 

00п ад: g = (/ + ^ - ( ß + b ) ^ ) 
— ограниченная в Qr функция. 

Л е м м а 6. Для решений иг задач (36)—(38) справедливы оценки: 

max \их(х, t)\<cu (39) 
QT(r) 
I t t « t 2 ( Q - ( r ) ) < c 2 ; (40) 

«шсло r < R фиксировано произвольно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г < R, оценим сначала высокие степени 

в QT (г). Для этого в интегральном тождестве, соответствующем уравне­
нию (36), 

J (ujÄ + a ^ f t , , + btulh) dQ - J | j L f t = 

= J fiMQ, 6 Wli0 (Q7(/?)), Л = 0 на dBR X (0, 7) , (41) 
Q~((R) 

положим h = т|* , VM- =5^ n> Л = 0 на d ß ^ X (0, Т), После обращения к крае­
вому условию (37) и интегрирования по частям получим: 

QJ(R) 

+ J 4 ; & + 1 1 d 5 = ~ 1 ̂ d Q ( 4 2 ) 

/г—1 

Положим в тождестве (42) т] = и « J и£ | 2 / ~ 2 £ 2, Г Д е l l 4 | 2 = S ("5 Y> 
/ s* 1; £ = Б (х) — срезающая для функция, £ = 1 в B;t, n £ (г, /?). Затем 
оценим граничный интеграл: 

J 4 r 1 |2'"2 $2 d 5 ̂ 0 ;
 l-k ф 2 ) КI " î I 2 '" 2 =F Ч I M ç 2 d S ̂  

^ J 4: ^ Ч 1 ь | 2 ' ~ 2 ? 2 D S = - 1 ß» ( % I I 2 ' - 2 £ \ D S ^ - C -

2 Зак. 1546 17 



Теперь из (42) с выбранной функцией ц нетрудно вывести неравенство 

\\uey\2ll2dx + v J ( 0 2 К | 2 ' - Ч 2 Л Э < С \\Ы,\"?ах + 
Qt QJ(R) Qo 

+ c j {H\2l{tl + l2) + \gfll2)dQ, Q, = {(x, f)\x£B-R}. (43) 
Q t (Я) 

Аналогичное неравенство получим теперь для функций иг . Положим в тож-
71 

дестве (41) h = ч\Хп и проинтегрируем по частям в первых двух слагаемых: 

J {и^ц + аииЕ

ХПХ.У]Х. + [(аи)Хп - ЬХ] и%%т^} dQ -Q7 (R) 
n—l 

- j aft - J I a^u\4X[dS = — J g r | * n d Q . (44) 
S7 S» 57 Q7 (R) 

Положив в (44) т| = I uXjl | 2 / ~ 2 £2 (x), где С — такая же, как и выше, 
срезающая функция, оценим полученные граничные интегралы: 

•Л = — \№n\»ljl-2£{x)ds = J«?<p, + ß 2 ) I ß, + ß 2 f-2£ds = 

= J «?ßi I ßi I 2 ' " 2 1 % dS + j («J =F tfc) ßS'"'? ^ ±- j I ß, I 2 ' t dy l + 

+ W J <№' ? ^ l + J dS ^ - J I v|)t I ( ß > - ' C 2 dS ^ - c ; 
V « SJ Sj 

+ u k I «ï» Г - 2 sa*JdS = ( 2 / - !) j a^u\ 4: & + ^ К Г " 2 £ 2 d S -

(здесь мы опустили знак суммирования по Ô, ц и воспользовались неотрицатель­
ностью формы аьцХьХр, £ R " - 1 ) . 

В выражении, которое оценивает снизу интеграл / 2> преобразуем оба ин­
теграла: в первом проинтегрируем по частям, а второй представим в виде объем­
ного интеграла. В результате получим: 

J ^ - \ К* А I ß 2 | 2 ' - dS- \ JL- ( a Ô ^ 6 4 N I uln I 2 ' " 2 ( £ 2 ) * > S . 
•S/ (/?) 

Используя оценки граничных интегралов Jt и J2i нетрудно вывести неравенство 

й * QF (Л) 

<с + с J ( | g | 2 4 2 + l ^ | 2 4 C 2 + Ö + Ö,))dQ. (45) 
(R) 
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Из неравенств (43) и (45) при / = 1 в силу оценки (32) получаем равномерную 
ограниченность по е £ (0, 1 ] норм 

I «Î \QJ ( r l } = j max J (ux)2 dx + J (ue

xx)2 dQ ' " 
l^[o .T] ш Q - ( r i ) 

где = \(xy t) I x Ç Brt)9 откуда, согласно теореме вложения, следует равно­

мерная ограниченность интегралов J \их\ч* qQ, g* = 2 (n + 2)/л (см. 
«Г Pi) 

[8], гл. II, § 3). Таким образом, мы получаем возможность рассматривать 
неравенства (43) и (45) с / = (п + 2)1 п и функцией g, равной единице в Вг2У 

где г < г2 < г1У выражения в правых частях неравенств будут при этом равно­
мерно ограничены по е Ç (0, 1] . Продолжая рассуждения (см. аналог в [8], 
гл. I I I , § 11), мы за конечное число шагов покажем, что для любого фиксиро­
ванного p s> 2 и некоторого rp Ç (г, 7?), ( r p \ г): 

max j |*4(х, t)\p dx<Cc(p). (46) 
' € to, n B-

p 

Кроме того, из неравенств (43) и (45) при I = 1 следует справедливость оценки 
(40). 

Таким образом, осталось показать, что если (46) верно, то имеет место 
оценка (39). Касательные производные оцениваются из тождества (42) с т) = 
= их (v — k)+ С, v = (uSy)2

 £2, Ф n, £ — срезающая для шара Bf 

функция, £ = 1 в Br, t = гр при некотором р > 2 (п + 2), k 5> ko = 
= (max I tfcg I + max | (q>0)«|). При указанном выборе k0 граничные Инте­

лу, Q 

гралы в тождестве будут неотрицательными и легко выводятся неравенства 

j (p (x, t) - k)\ Çdx+ J [(v - k)+]l ÇdQ^c J (v- k)\ ( g + V) dQ + 
BJ OJ (f) QJ (f) 

+ cmes{(Xy t) ç QTV)\v>b}l~4/p, p > 2 ( n + 2), yk^k0. 

Из этих неравенств выводится ограниченность функции v, точнее, оценка 
п—\ 

max S Ve € (0, 1] 

(см. [8], гл. II, § 6). 
Чтобы показать равномерную ограниченность по е Ç (0, 1 ] нормальной 

производной функций ие, продифференцируем формально уравнение (36) по хп 

и рассмотрим его относительно функции w = uXji; отметим сразу, что в силу 
оценки (34) w ограничена на Sf. Оценка (46) гарантирует, что коэффициенты 
и свободный член полученного уравнения суммируются с достаточно высокой 
степенью равномерно по 8, чтобы утверждать, что 

max [ w | < с , 
QT ( Г ) 

следовательно, справедлива оценка (39). 
Следующий этап доказательства теоремы 2 состоит в оценке производной 

по t функций ие. 
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Л е м м а 7. Для решений ие задач (36)—(38) справедлива следующая оценка 
при любом фиксированном p < R: 

J Ю 2 dQ + essmax | и) | < с, V e G (О, 1]. (47) 
QfiQ) *Т ( р ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При фиксированном е > 0 функцию w= и* 
можно рассмотреть как ограниченное обобщенное решение начально-краевой 
задачи: 

wt — (aywXi)xj + biWx. = Ф + в Q~T (R), 

Wxn + Ж $l + = 0 н а 

^ |/=o = Фо на B~R, 

— имеющее конечную «жирную» норму (\w\2

Q = max || w ||I2 (Q> + J wx ||I2 (Q), 
* ç [о,л 

Q == Q x (0, T)). Функция Ф = gt — (bi)t ul., ее гладкость по существу опре­
деляет слагаемое But, входящее в выражение gt, т. е. Ф £ L 2 (Q? (7?)); Ф; = 
= (atj)t ulj Ç L o o (Qr" (7?)), функция фо ограничена в силу предположений отно­
сительно функции ф 0 . 

Для такого обобщенного решения интегральное тождество имеет вид (ср. 
[8], гл. I I I , соотношение 2.12): 

j { « V I + (aiJWxt + Щн 4xj + - ®)н Л } dQ + 

Qt (R) 

+ J ( i T ^ + M)h4dS = 0, (Фп \s7 = 0); (48) 

здесь r\ — функция с конечной «жирной» нормой, г| = 0 на dBR X (0, Т); 
t-\-h 

1 Г 

t € (0, T — h); h > 0; через vh (x, t) = J y (x, T) dr обозначено усредне-
t 

ние функции v по t. Положим в (48) ц = wh\wh | / - 2 Ç 2 , Ç = £ (л*), spt £ с ß H , 
£ = 1 в Br, где p < r < R; l ^ 2. Представим первый интеграл в полученном 
равенстве следующим образом: 

J wMwh\wh\*-*l?dQ = ±- J | % | ' P d x | J ; 
QF (Я) ß£ 

затем в этом равенстве устремим h к нулю. 
Теперь нетрудно вывести неравенство 

\\w(x, t)H2dx+ j* wl\w\l~2?dQ + Is< 
BR Qf (R) 

<c(l+ \ (\wHe + U) + ml&dQ\9 (49) 

где граничный интеграл 

St 
допускает оценку: 

s 7 
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(последний переход получаем в результате интегрирования по частям с учетом 
оценки (34)). Таким образом, граничный интеграл Is в неравенстве (49) можно 
опустить, при этом изменится лишь постоянная с > 0 справа, и мы получаем 
неравенство 

\\w\l/2ï\2

Q7(R)Kc + c J ( | ш | Ч £ Ч Й ) + | Ф | Ч 2 ) ^ . (50) 

Как отмечено выше, Ф £ L 2 (QT (R))> а потому в силу оценки (35) правая 
часть неравенства (50) имеет смысл и равномерно ограничена по е £ (0, 1 ] 
при I = 2. Отсюда прежде всего следует, что J (ult)2 dQ < с, а также что 

QT 

J \ut\q* dQ < с, g* = 2 (n + 2)1 п. Как следствие получаем, что произ-
QT (Г) 

водная предельной функции щ, а значит, и Ф, принадлежит пространству 
Lq* (QT (Г))- Теперь можно утверждать, что правая часть неравенства (50) 
определена и равномерно ограничена по 8 £ (0, 1 ] при / = (п + 2)1 п, если 
spt £ ci Вг. Повторяя несколько раз приведенное выше рассуждение, мы 
можем повышать показатель / суммируемости функции w, уменьшая при этом 
радиус рассматриваемого цилиндра. В результате получим оценку 

max J I ue

t (x, t) |s dx < с (s), y s s> 2, (51) 
t € [o. 7-] B-

s 

с некоторым rs £ (p, R). 
Чтобы завершить доказательство леммы, положим в тождестве (48) ц = 

= (±wh — £ ) + £2, \fk ^ kQ = /max | (x, 0) | + max | ^ | \ , £ — срезающая 
\ sf J 

для ß r g функция, некоторое s > п + 2 фиксируем, Ç = 1 в Лр, число р — из 
условия леммы. Вычислив, как и выше, первый интеграл, перейдем в тождестве 
к пределу по h 0. Так как при указанном выборе k0 граничные интегралы 
в полученном тождестве неотрицательны, учитывая оценку (51), нетрудно 
вывести неравенства 

\(±w-k)U2dx+ j [(±w~k)+]lCdQ^ 
Qt QJ (r8) 

<ck2 mes {(x, t) £ QT(rs)\±w>k}l~2/s + J ( ± w - kf+ (Й + S2) dQ, 
«"('.) 

где 
ß* = {(*. f)\x£B7j, 

из которых (см. [8], гл. II, § 6) следует оценка (47). 
Чтобы завершить доказательство теоремы 2, зафиксируем t Ç (0, Т] и 

рассмотрим задачу (36), (37) как эллиптическую краевую задачу 

- K < L + btul =g-i4 в Q ( 0 = {(x, t)\x£B~}, 
\ ч*j 1 (52) 

^ n + ß i + ß 2 = 0 на y(t) = {(x, 0 | * € Ypb 

где число p < R фиксировано произвольно. В силу оценки (51) функция Ф = 
= S — u&t равномерно ограничена по 8 £ (0, 1 ] в норме Lq (Q (t)) при произ­
вольном q > п. Так как задача (52) является штрафной задачей для эллипти­
ческого вариационного неравенства и в силу результатов ч. I при 8 ->- 0 и 
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фиксированном t, функции иг сходятся к решению и вариационного неравенства 
(3) с / = g — щ, причем их ( • , * ) € с а ( Q ( О U У (0), V* £ l°> т 1> с некото­
рым а > 0. Кроме того, из оценок (39) и (47) следует, что функция и (x, t) — 
липшицева в Qr, а тогда, согласно лемме 3.1 (см. [8], гл. II), можно утвер­
ждать, что их. £ са»а/^+а> (Qr). То, что существуют производные ихх и uxt 
из L 2 (Qr), следует из оценок (40), (47) для функций и&. Таким образом, тео­
рема 2 полностью доказана. 
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