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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g�

S� V� Kisl�kov

PRODOL�ENIE OPERATOROV�

ZADANNYH NA REFLEKSIVNYH

PODPROSTRANSTVAH V L� ILI L�� H��

x�� Vvedenie

Tipiqnym primerom teorem o prodol�enii� sostavl��wih
predmet �to� stat�i� �vl�ets� sledu�wi� rezul�tat 	
 Bur�
ge�na �sm
 obzory 
�� ���
 Oboznaqim qerez Tediniqnu� okru��
nost� s normirovanno� mero� Lebega m
 Pod �operatorom� my
vsegda budem ponimat� line�ny� ograniqenny� operator


Teorema A� Pust� X � �to libo L����� libo L��T��H�
�� i pust�

E � refleksivnoe podprostranstvo v X� Togda vs�ki� operator
T � E � H� dopuskaet prodol	enie do operatora� de�stvu
wego
iz X v H��

�ta teorema byla dokazana v sv�zi s ustanovlennym neskol�ko
ranee �sm
 
��� analogom teoremy Grotendika dl� prostranstva
L��T��H�

� i pereformulirovko� utver�deni� teoremy Groten�
dika v terminah prodol�eni� operatorov �sm
 teoremu V ni�e�

Napomnim vkratce� o qem idet req�
 Teorema Grotendika glasit�
qto vs�ki� operator iz L���� v l� �vl�ets� ��summiru�wim �sm
�
naprimer� 
�� po povodu opredeleni� i svo�stv p�summiru�wih
operatorov�
 L�boe prostranstvo Y � na kotoro� perenosits�
�to svo�stvo prostranstva L����� nazyvaets� GT �prostranstvom

Napomnim ewe opredelenie prostranstv kotipa �� �to � rovno te�
v kotoryh dl� l�byh vektorov x�� � � � � xn vypoln�ets� neraven�
stvo �X

kxik
�
����

� c

�Z
�

���Xxiri�t�
��� dt�

gde frig � funkcii Rademahera� a posto�nna� c ne zavisit ni

Rabota vypolnena pri podder�ke RFFI �grant 	 

��������
�� FCP
integraci� �reg� 	 
����
� i Xvedsko� Korolevsko� Akademii nauk�

���
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ot vektorov xi� ni ot ih qisla
 Podprostranstvo v L���� ��� na�
t�nutoe na funkcii Rademahera� budem oboznaqat� qerez R
 V
silu neravenstva Hinqina �to podprostranstvo izomorfno pro�
stranstvu l� �v qastnosti� refleksivno�
 Sledu�wi� fakt byl
ustanovlen v 
�� �sm
 tak�e 
���


Teorema V� Dl� togo� qtoby banahovo prostranstvo Y bylo GT �
prostranstvom kotipa �� neobhodimo i dostatoqno� qtoby vs��
ki� operator T � R � Y � dopuskal prodol	enie do operatora�
de�stvu
wego iz L���� �� v Y ��

Iz privedenno� formulirovki vidno� qto teorema A soder�it
v kaqestve dovol�no qastnogo sluqa� utver�denie o tom� qto Y 	
L��T��H�

� � �GT ��prostranstvo kotipa �
 De�stvitel�no� Y � 	
H�� i dostatoqno primenit� teoremu A k podprostranstvu R v
L���� ��


V �to� stat�e my prisleduem dve celi
 Vo�pervyh� budet opi�
san obwi� podhod k dokazatel�stvu teorem o prodol�enii uka�
zannogo vyxe vida �sm
 x��
 Vot kak vygl�dit �tot podhod v si�
tuacii teoremy V
 Na prostranstve R �kvivalentny normy vseh
prostranstv Lp��� �� s � � p � � �neravenstvo Hinqina�
 Bolee
togo� pri p � � prostranstvo R dopoln�emo v Lp��� ��� po�tomu
rasxirenie na Lp �p � �� l�bogo operatora T � R� Y � ne vstre�
qaet nikakih prep�tstvi�
 Kak my uvidim� pri nekotoryh uslo�
vi�h ots�da s pomow�
 interpol�cionnyh soobra	eni� mo�no
vyvesti i prodol�imost� l�bogo operatora T � R� Y � na L�
 V
situacii teoremy A delo obstoit poho�im obrazom� prodol�e�
nie operatora na Lp��� �ili Lp�T��Hp

�� s nekotorym p � � to�e
okazyvaets� otnositel�no legko� zadaqe�� a zatem vstupa�t v
igru takie �e interpol�cionnye soobra�eni�


Vo�vtoryh �sm
 xx�� ��� my za�mems� voprosom o tom� do kako�
stepeni teoremu V mo�no v teh ili inyh konkretnyh sluqa�h ob�
obwit� v duhe teoremy A
 Imenno� pust� Y � GT �prostranstvo
kotipa �
 Dl� kakih refleksivnyh podprostranstv E v L����
�ili v L��T��H�

�� vs�ki� operator T � E � Y � prodol�aets� na
L���� �sootvetstvenno� na L��T��H�

��� Kogda �to tak dl� proiz�
vol�nogo refleksivnogo E�

V klassiqeskom sluqae� kogda Y 	 L����� otvet horoxo iz�
vesten� operatory so znaqeni�mi v Y � 	 L���� i zadannye gde
ugodno prodol�a�ts� kuda ugodno
 Istoriqeski pervym prime�
rom GT �prostranstv� otliqnyh ot L����� byli faktorprostran�
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stva L�����F � gde F refleksivno i beskoneqnomerno �sm
 
�� �� i
monografi� 
���
 �ti faktorprostranstva oblada�t i kotipom
�
 Kak my uvidim� dl� nih imeets� praktiqeski isqerpyva��
wi� otvet na postavlennye voprosy
 Upom�nutoe prodol�enie
vozmo�no s l�bogo refleksivnogo podprostranstva E �neva�no�
v L���� ili v L��T��H�

�� togda i tol�ko togda� kogda prostran�
stvo F � gil�bertovo i dl� ka�dogo p � ��� �� posle nadle�awe�
zameny plotnosti stanovits� dopoln�emym podprostranstvom v
Lp �toqna� formulirovka dana v x��
 Analogiqnye rezul�taty
verny i dl� faktorprostranstv prostranstva L��T��H�

� po ego
refleksivnym podprostranstvam
 Takie faktory de�stvitel�no
�vl��ts� GT �prostranstvami kotipa � v silu 
�� Glava �� d �

Vproqem� podhod nasto�we� stat�i pozvol�et proverit� �to ne�
zavisimym obrazom �sm
 sledstvie � k teoreme �� x��


Vo vseh �tih rassmotreni�h obwa� teorema o prodol�enii iz
x� budet igrat� ves�ma zametnu� rol�


x�� Predvaritel�nye svedeni�

���� Konstanty kp�X�� Napomnim� qto po teoreme Piqa operator
T � X � Y �vl�ets� p�summiru�wim togda i tol�ko togda� kogda
on dopuskaet faktorizaci� vida

T � X
A
�� U

Ip��
�� V

B
�� Y�

gde � � nekotora� koneqnomerna� mera� Ip��� L
���� � Lp��� �

operator to�destvennogo vlo�eni�� a U � V � nekotorye podpro�
stranstva� sootvetstvenno� v L���� i Lp��� takie� qto Ip���U � �
V 
 Dl� naxih cele� �to svo�stvo mo�no prin�t� za opredelenie

Norma 	p�T � operatora T v klasse p�summiru�wih operatorov

vyqisl�ets� po formule 	p�T � 	 inf kAk k�k��pkBk� gde ni�n��
gran� berets� po vsem faktorizaci�m


Dalee� pust� �Y � Y � Y �� � kanoniqeskoe vlo�enie
 Operator
T � X � Y nazyvaets� p�integral�nym� esli kompozici� �Y T
dopuskaet faktorizaci� vida

�Y T � X
A
�� L����

Ip��
�� Lp���

B
�� Y ��


p�integral�na� norma operatora T vyqisl�ets� po formule
ip�T � 	 inf kAk k�k��pkBk �ni�n�� gran� snova berets� po vsem
faktorizaci�m�
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Nakonec� dl� banahova prostranstva X opredelim veliqi�
nu kp�X�� sqitaem ee beskoneqno�� esli na X suwestvuet p�
summiru�wi�� no ne p�integral�ny� operator �s kako� ugodno
oblast�� znaqeni��� v protivnom �e sluqae polo�im kp�X� 	
sup�ip�T ��	p�T ��� gde verhn�� gran� berets� po vsevozmo�nym ne�
nulevym p�summiru�wim operatoram T � X � Y i vsevozmo�nym
prostranstvam Y 


Konstanty kp�X� byli vvedeny v 
��
 Napomnim nekotorye ih
svo�stva� ograniqivxis� sluqaem� kogda � � p � �� sm
 
� � po
povodu dokazatel�stv
 Naibolee suwestvenno sledu�wee utver�
�denie� kp�X� �� togda i tol�ko togda� kogda dl� vs�kogo pod�

prostranstva E v Lp
�

�
� vs�ki� operator T � E � X dopuskaet

prodol�enie eT � Lp
�

�
� � X�� �bolee akkuratno bylo by govo�
rit� o prodol�enii operatora �XT � zdes� i ni�e p� � pokaza�
tel�� sopr��enny� s p�
 Pri �tom kp�X� 	 supfinf k eTk � kTk 	 �g�
gde verhn�� gran� berets� po vsem E i T � a ni�n�� gran� v fi�

gurnyh skobkah � po vsem prodol�eni�m eT 
 Dalee� esli � � r � p
ili p � r � �� to kr�X� � kp�X�
 Nakonec� kp�H�� � maxfp� p�g�
poskol�ku H� � sopr��ennoe prostranstvo� ots�da sleduet� qto
vs�ki� operator� zadanny� na podprostranstve v Lp �� � p ���
i prinima�wi� znaqeni� v H�� prodol�aets� na vs! Lp


Podqerknem� qto� hot� polnoe dokazatel�stvo upom�nutyh
svo�stv prostranstva H� ne oqen� korotko� ono poqti celikom
provodits� �m�gkimi� ��soft�� metodami funkcional�nogo ana�
liza
 Iz klassiqeskogo analiza berets� lix� odno neslo�noe
rassu�denie� ispol�zu�wee nepreryvnost� proektora Rissa v
Lp�T� pri � � p � � i konstrukci� vnexne� funkcii
 Sm
 
�� i

� �


���� Refleksivnye prostranstva v L����� Meru � my budem
sqitat� koneqno� i ne qisto diskretno� �i qasto � vero�tnost�
no��
 Dokazatel�stva bol�xinstva privedennyh ni�e utver�de�
ni� mo�no na�ti� naprimer� v 
� �


Prostranstvo E � L���� refleksivno togda i tol�ko togda�
kogda ono izomorfno podprostranstvu v Lp s nekotorym p � ��� ��

V b"ol�xih podrobnost�h delo obstoit tak
 Oboznaqim qerez t�E�
verhn�� gran� takih qisel q� qto dl� l�byh vektorov fxjg � E�
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dl� kotoryh
P
kxjkq 	 �� veliqina

�Z
�

���X rj�t�xj

��� dt
koneqna �tak nazyvaemy� �pokazatel� rademaherova tipa pro�
stranstva E��
 Vsegda � � t�E� � �� esli E � L����� to reflek�
sivnost� prostranstva E �kvivalentna neravenstvu t�E� � �


Plotnost�
 nazovem l�bu� polo�itel�nu� funkci� a iz
L����
 Otobra�enie f �� f�a �vl�ets� izometrie� prostranstva
L���� na L��a��
 Okazyvaets�� qto esli E refleksivno� to dl�
l�bogo p � ��� t�E�� mo�no na�ti plotnost� a taku�� qto nor�
my prostranstv L��a�� i Lp�a�� budut �kvivalentny na obra�
ze prostranstva E pod de�stviem opisanno� izometrii
 �Inymi
slovami� vlo�enie v Lp dostigaets� zameno� plotnosti�
 V ta�
kom sluqae budem nazyvat� meru a� p�dopustimo� dl� E
 Esli
t�E� 	 �� to v privedennom utver�denii mo�no vz�t� p 	 � �ta�
kim obrazom� suwestvu�t ��dopustimye mery i E gil�bertovo�

Obratno� t�H� 	 � dl� l�bogo gil�bertova prostranstva H


Imeets� �zyk� pozvol��wi� ne upominat� �vno zamenu plot�
nosti v �tih voprosah
 Imenno� realizuem L���� kak prostran�
stvo C�K�
 Togda L���� vkladyvaets� estestvennym obrazom v
prostranstvo C�K�� 	 M �K�� po�tomu E mo�no rassmatrivat�
kak nekoe prostranstvo mer na K
 Dl� � � M �K� my budem pi�
sat� E � L���� esli vse mery iz E absol�tno nepreryvny ot�
nositel�no �
 Taku� meru � sqitaem p�dopustimo� dl� E� esli
normy prostranstv L���� i Lp��� �kvivalentny na E


Nakonec� otmetim sledu�wi� fakt


Lemma �� Pust� E � dopoln�emoe podprostranstvo v Lr��� �� �
r � ��� priqem normy prostranstv Lr��� i L���� �kvivalentny na
E� Togda E izomorfno gil�bertovu prostranstvu�

Dokazatel	stvo� Pri r 	 � dokazyvat� neqego
 Pust� r � �

Oqevidno� qto sopr��ennoe E� izomorfno nekotoromu podpro�

stranstvu U v Lr
�

���
 Soglasno rezul�tatam stat�i 
���� esli
U ne izomorfno gil�bertovu prostranstvu� to v U imeets� do�

poln�emoe podprostranstvo� izomorfnoe lr
�


 Sledovatel�no� v E
imeets� dopoln�emoe podprostranstvo� izomorfnoe lr 
 Odnako na
takom prostranstve normy k	k� i k	kr ne mogut byt� �kvivalent�
ny� sm
� naprimer� 
���
 �
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Zameqanie� Vmesto 
��� mo�no vospol�zovat�s� rezul�tatami
stat�i 
��� � oni da�t luqxee predstavlenie o vzaimozavisi�
mosti nekotoryh koliqestvennyh harakteristik� skryva�wihs�
za kaqestvenno� formulirovko� lemmy


��
� Refleksivnye podprostranstva v L��T��H�
�� Pust� 	 �

L��T�� L��T��H�
� � kanoniqeskoe faktorotobra�enie


Teorema �Burge�n� 
�� sledstvie �
����� Esli E � refleksivnoe
podprostranstvo v L��T��H�

�� to suwestvuet tako� operator i �
E � L��T�� qto �	i�e 	 e� e � E�

Oboznaqim F 	 i�E�� togda F � refleksivnoe podprostran�
stvo v L��T�� priqem 	 izomorfno otobra�aet F na E
 Napo�
mnim� qto normirovanna� mera Lebega na T oboznaqaets� qe�
rez m
 Plotnost� a nazyvaets� p�dopustimo� dl� E �p � ���
esli mera am p�dopustima dl� F 
 Uveliqiv slegka funkci� a
�pri uveliqenii plotnosti ona ostaets� p�dopustimo��� my mo�
�em sqitat�� qto loga � L��T�
 �Mo�no da�e obespeqit� vkl��
qenie log a � BMO� sm
� naprimer� obzor 
���
 �to ponadobit�
s� v dal�ne�xem
� Pust� A � vnexn�� funkci�� dl� kotoro�
jAj 	 a� A 	 exp�loga 
 iH�log a��� gde H � operator garmoni�
qeskogo sopr��eni�
 Otobra�enie f �� f�A est� izometri� pro�
stranstva L� na L��am�� perevod�wa� H�

� na H�
� �am�
 Obraz F�

prostranstva F pri �to� izometrii le�it v Lp�am�
 Obozna�
qim qerez E� estestvennu� proekci� prostranstva F� v fak�
torprostranstvo Lp�am��Hp

� �am�
 Togda estestvenna� in#ekci�
j � Lp�am��Hp

� �am�� L��am��H�
� �am�� oqevidno� budet izomorfno

otobra�at� E� na A�� 	E

Inymi slovami� my prixli k kartine� analogiqno� to�� qto

byla v sluqae xkoly Lp

Esli log a � BMO� to iz interpol�cionnyh soobra�eni� �K�

zamknutost� v xkale Hs
��a�� sm
� naprimer� 
���� sleduet� qto i

pri � � � prostranstva H�
� �a� i F� obrazu�t pr�moe razlo�enie

ih vektorno� summy v L��a�

Otmetim ewe� qto pri p � � faktorprostranstvo Lp�a��Hp

� �a�
izomorfno prostranstvu Lp�T�


���� Prostranstva vektornoznaqnyh funkci�� My svobodno
pol�zuems� pon�tiem proektivnogo �grotendikovskogo� tenzor�
nogo proizvedeni� Ab
B dvuh banahovyh prostranstv
 Napomnim
kanoniqeskoe oto�destvlenie L����b
B 	 L��B� ��
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Pust� E � podprostranstvo v L����
 Qerez E
�B my oboznaqa�
em zamknutoe podprostranstvo v L��B� ��� poro�dennoe �lemen�
tami vida e
 b� gde e � E� b � B
 Esli G 	 E� � L����� to qerez
G � B� oboznaqim annul�tor prostranstva E 
�B v L��B� ���

Legko videt�� qto G�B� 	 ��L�����E�b
B��
 Po�tomu G�B� oto�
�destvl�ets� s prostranstvom ograniqennyh biline�nyh form
na �L�����E�� B� t
e
 s prostranstvom operatorov iz B v G
 Po
opredeleni�� polo�im L��B�� �� 	 L��B� ��� 	 �L����b
B��
 Qa�
sto �i praktiqeski vo vseh sluqa�h� kotorye nam vstret�ts��
prostranstva L��B�� �� mo�no rassmatrivat� kak prostranstvo
B��znaqnyh w��izmerimyh ograniqennyh funkci�


x�� Prodol�enie i interpol�ci�

V �tom paragrafe my doka�em odno obwee utver�denie teh�
niqeskogo haraktera o prodol�enii operatorov


Pust� �U�� U�� � sovmestima� para banahovyh prostranstv
�termin �sovmestima�� oznaqaet� qto U� i U� line�no i ne�
preryvno vlo�eny v nekoe ob#eml�wee line�no�topologiqeskoe
prostranstvo�
 Pust� V�� V� � zamknutye podprostranstva v U�

i U� sootvetstvenno
 Para �V�� V�� nazyvaets� K�zamknuto� v
�U�� U��� esli dl� vs�kogo �lementa v � V� 
 V� i vs�kogo raz�
lo�eni� v 	 u� 
 u�� gde ui � Ui �i 	 �� ��� suwestvuet drugoe
razlo�enie v 	 v� 
 v�� gde vi � Vi i kvikUi

� CkuikUi
�i 	 �� ��

posto�nna� C ne zavisit ot uqastvu�wih vektorov�


Polezno otmetit�� qto prover�t� �to svo�stvo dostatoqno dl�
vektorov v� probega�wih kakoe�nibud� plotnoe podmno�estvo
summy V� 
 V�


Pust� U � prome�utoqnoe prostranstvo dl� pary �U�� U�� �t
e

U� � U� � U � U� 
 U��� i pust� � � � � �
 Govor�t� qto U�
prostranstvo interpol�cionnogo tipa �� esli

kxkU � Ckxk���U�
kxk�U�

� x � U� � U��

Polo�im V 	 closU�V� � V��
 Dokazatel�stvo sledu�we� izvest�
no� lemmy privodits� lix� radi polnoty


Lemma �� Esli para �V�� V�� K�zamknuta v �U�� U��� a U � pro�
stranstvo interpol�cionnogo tipa � dl� �U�� U��� to U�V est�
prostranstvo interpol�cionnogo tipa � dl� pary �U��V�� U��V���
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Dokazatel	stvo� Qtoby prevratit� paru �U��V�� U��V�� v sovme�
stimu�� dostatoqno vlo�it� estestvennym obrazom prostran�
stva U��V� i U��V� v �U� 
 U����V� 
 V��
 �Iz K�zamknutosti sle�
duet� qto podprostranstvo V� 
 V� zamknuto v summe U� 
 U��
i qto oba upom�nutyh vlo�eni� � in#ekcii
� Togda U�V leg�
ko interpretirovat� kak prome�utoqnoe prostranstvo dl� pary
�U��V�� U��V��
 Oboznaqim normy v prostranstvah U�V � U��V� i
U��V� qerez kj 	 kj� kj 	 kj� i kj 	 kj� sootvetstvenno


Pust� x � U� � U�
 Na�dem vektory v� � V� i v� � V� tak�
qtoby kjxkji � �kx � vikUi

�i 	 �� �� v levo� qasti neravenstva
ime�ts� v vidu normy faktor�klassov� poro�dennyh vektorom
x�
 Togda v��v� 	 �v��x�� �v��x�� i iz K�zamknutosti sleduet�
qto v� � v� 	 w� � w�� gde wi � Vi i kwiki � Ckx � viki �i 	 �� ��

Oboznaqim u 	 x� v� 
w� 	 x� v� 
 w�
 Togda

kjxkj � kukU � Ckuk���� kuk�� 	 Ckx� v� 
w�k
���
� kx� v� 
w�k

�
� �

� C�kjxkj���� kjxkj��� �

Sformuliruem teper� osnovnoe utver�denie �togo paragra�
fa
 Pust� �X�� X�� � sovmestima� para banahovyh prostranstv�
priqem pereseqenieX��X� plotno kak v X�� tak i v X�
 Operato�
ry� podle�awie prodol�eni�� budut prinimat� znaqeni� v ne�
kotorom w��zamknutom podprostranstve G prostranstva L�����
gde � � koneqna� mera
 Polo�im E 	 G� � L����
 Potrebuem ewe�
qtoby mno�estvo E
�X��X�� bylo plotno v �E
�X����E
�X��
po norme pereseqeni�
 �to tehniqeskoe uslovie vypolneno poqti
vsegda� no v obwem sluqae ono� vero�ttno� sv�zano s uslovi��
mi approksimacii v uqastvu�wih prostranstvah
 Odnako� esli
prostranstvo X� nepreryvno vlo�eno v X� � a tak budet vo vseh
prilo�eni�h v �to� stat�e� � ukazannoe trebovanie vypoln�ets�
oqevidnym obrazom


Predlo
enie �� Pust� Y � zamknutoe podprostranstvo v X� �
X� takoe� qto normy k 	 k� i k 	 k� �kvivalentny na Y � Pust� ewe
Z � nekotoroe prome	utoqnoe prostranstvo interpol�cionnogo
tipa � dl� pary �X�� X�� �� � ��� ���� Predpolo	im� qto para �E
�

X�� E 
� X�� K�zamknuta v �L��X�� ��� L
��X�� ����

Esli vs�ki� operator T � Y � G prodol	aets� do operatora iz
Z v G� to vs�ki� tako� operator T prodol	aets� do operatora
iz X� v G�
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Dokazatel	stvo� Sqitaem� qto E 
	 L���� �inaqe dokazyvat�
neqego�
 Krome togo� mo�no sqitat�� qto X� � X� plotno v Z
�esli net� zamenim prostranstvo Z zamykaniem v nem pereseqe�
ni� X� � X��
 Suwestvuet taka� posto�nna� a� qto vs�ki� ope�

rator T � Y � G dopuskaet prodol�enie eT � Z � G s ocenko�

k eTk � akTk
 Ots�da� v qastnosti� sleduet� qto na Y norma pro�
stranstva Z �kvivalentna normam k 	 k� i k 	 k�
 V dal�ne�xem
sqitaem� qto prostranstvo Y nadeleno normo�� inducirovanno�
iz Z


Iz neravenstva G!l�dera legko sleduet� qto L��Z� �� � pro�
stranstvo interpol�cionnogo tipa � dl� pary �L��X�� ��� L

��X��
���
 Iz lemmy � vytekaet� qto L��Z� ��

�
�E 
� Z� est� prostran�

stvo interpol�cionnogo tipa � dl� pary �L��X�� ��
�
�E 
� X���

L��X�� ��
�
�E
�X���
 De�stvitel�no� v naxe� situacii prostran�

stvo V � figuriru�wee v lemme �� sovpadaet s E 
�Z� vkl�qe�
nie V � E 
�Z vytekaet iz predpolo�eni� o plotnosti mno�e�
stva E 
 �X� � X�� v �E 
�X�� � �E 
�X��� a obratnoe vkl�qe�
nie � iz plotnosti pereseqeni� X� �X� v Z
 Ta �e plotnost� i
standartnoe primenenie dvo�stvennosti pokazyva�t� qto togda
G�Z� � �G�X�

� � G�X
�
� ����� t
e
 l�bo� �lement � iz ediniqnogo

xara prostranstva G� Z� dl� l�bogo t � � dopuskaet predsta�
vlenie vida

� 	 �� 
 ��� gde �� � G�X�
� � �� � G�X�

� �

k��kG�X�

�
� ct�� k��kG�X�

�
� ct����

���

Pust� T � Y � G � operator s normo� ne vyxe ��a
 Prodol�im
ego do operatora iz Z v G s normo� ne vyxe � i razlo�im so�
otvetstvu�wi� �lement � prostranstva G� Z� kak v ��� �qislo
t budet vybrano neskol�kimi strokami ni�e�
 Operator� soot�
vetstvu�wi� �lementu ��� de�stvuet iz X� v G i imeet normu
ne vyxe ct�
 Rassmotrim operator iz X� v G� sootvetstvu�wi�
�lementu ��� i oboznaqim qerez T� ego su�enie na Y 
 $sno� qto
kT�k � C �t��� � ����a�� esli qislo t zafiksirovano dostatoqno
bol�xim


Dokazatel�stvo zaverxaets� standartnymi iteraci�mi� pri�
men�em tu �e konstrukci� k T� i t
d
 �

Zameqanie� V predlo�enii � K�zamknutost� pary �E
�X�� E
�

X�� v �L��X�� ��� L��X�� ��� ravnosil�na K�zamknutosti pary �G�
X�

� � G�X�
� � v �L��X�

� � ��� L
��X�

� � ���� sm
 
��� ���
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x�� K	zamknutost�

V �tom paragrafe my privedem konkretny� nabor situaci��
v kotoryh primenimo predlo�enie �
 Netrivial�nym dl� pro�
verki �vl�ets� uslovie K�zamknutosti


V kaqestve E u nas budet figurirovat� podprostranstvo l��
bogo iz sledu�wih tipov v L�����

�a� E refleksivno�
�b� � 	 m� a E 	 H�

� � F � gde F refleksivno


Teorema �� Pust� E � takoe� kak vyxe� a t 	 t�E� v sluqae �a� i
t 	 t�F � v sluqae �b�� Togda para �E 
�X�� E 
�X�� K�zamknuta v
�L��X�� ��� L

��X�� ���� esli

�i� X� 	 L��
�� X� 	 Lr�
�� gde 
 � koneqna� mera i � �
r � t�

�ii� X� 	 L��w�
�
H�

��w�� X� 	 Lr�w�
�
Hr

��w�� gde � � r � t�
a plotnost� w na okru	nosti takova� qto logw �
BMO�

Otlo�im nenadolgo dokazatel�stvo i privedem dva sledstvi�
�drugie primeneni� budut dany v x��


Sledstvie �� Esli E � prostranstvo odnogo iz ukazannyh vyxe
tipov �a�� �b�� to L����

�
E � GT �prostranstvo kotipa ��

Kak u�e otmeqalos�� �tot fakt ne nov � ego novoe dokazatel��
stvo privodits� lix� kak ill�straci�
 V predlo�enii � polo�
�im X� 	 L���� ��� X� 	 Lr��� �� �r � kak v teoreme ��� Z 	 Ls��� ��
s � � s � r� a v kaqestve Y voz�mem prostranstvo� nat�nutoe na
funkcii Rademahera
 V silu utver�deni� �i� teoremy � i togo�
qto Y dopoln�emo v Z� vse uslovi� predlo�eni� � vypolneny�
tak qto vs�ki� operator iz Y v G 	 �L����

�
E�� 	 E� prodol�a�

ets� do operatora iz L���� �� v G
 Ostaets� soslat�s� na teoremu
V
 �

Sledstvie �� Pust� E � kak vyxe� a G 	 E� � L����� Sledu
wie
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uslovi� �kvivalentny�

�� Dl� vs�kogo refleksivnogo podprostranstva K v
L��
� 

 � ne qisto atomna� koneqna� mera� vs�ki�
operator T � K � G prodol	aets� do operatora iz
L��
� v G�

�� To 	e� s zameno� prostranstva L��
� na L��T�
�
H�

� �
�� kq�G� �� dl� vseh q � ��

Dokazatel	stvo� Utver�denie �� sleduet kak iz ��� tak i iz ��
� v silu opisani� konstant kp v terminah prodol�eni� opera�

torov v p
 �
� dostatoqno zametit�� qto Lq
�

vkladyvaets� izo�
morfno kak v L��
�� tak i v L��T�

�
H�

� 
 Doka�em obratnye impli�
kacii
 Pust� vypolneno uslovie ��� i pust� K � refleksivnoe
podprostranstvo v L��
�
 Soglasno p
 �
�� meru 
 mo�no sqitat�
p�dopustimo� dl� nekotorogo p � �
 V silu materiala p
 �
��
vs�ki� operator T � K � G prodol�aets� na Lr�
� pri vs��
kom fiksirovannom r � ��� p�
 Ostalos� soslat�s� na teoremu � i
predlo�enie �


Sluqa�� kogda K � refleksivnoe podprostranstvo v L��T�
�
H�

� �
rassmatrivaets� tak �e� no s ispol�zovaniem p
 �
�
 Nado zame�
tit� tol�ko� qto pri � � r � � prostranstvo Lr�wm�

�
Hr�wm�

izomorfno prostranstvu Lr�T�
 �

Pust� E � takoe� kak v p
 �b� vyxe
 Esli F 	 �� poluqaem
G 	 H�
 Tak kak kq�H�� � � pri � � q � � �sm
 ssylki v
p
 �
��� iz sledstvi� � vyvodits� teorema A iz Vvedeni�


Otmetim ewe� qto� soglasno p
 �
�� prostranstva vida L��m�
�
E�

gde E � takoe� kak v �b�� � �to v toqnosti vse faktory prostran�
stva L��m��H�

� po ego refleksivnym podprostranstvam


Pristupaem k dokazatel�stvu teoremy �
 Razob�em ego na
punkty v sootvetstvii s dvum� vozmo�nost�mi dl� prostranstva
E ��a� i �b�� i dvum� � dl� pary �X�� X�� ��i� i �ii��


�ia�Mo�no sqitat�� qto mera � r�dopustima dl� E
 Vospol�zu�
ems� tem� qto pri proverke K�zamknutosti mo�no ograniqit�s�
vektorami iz plotnogo podmno�estva summy sootvetstvu�wih
prostranstv
 Pust� funkci� f iz E 
 L��
� 
 E 
 Lr�
� pred�
stavlena v vide f 	 g 
 h� gde g � L��L��
�� ��� h � L��Lr�
�� ��

Oboznaqim normy funkci� g i h v ih prostranstvah qerez a i b
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Dalee� polo�im


�t� 	

Z
jg�u� t�jd��u�� ��t� 	

Z
jh�u� t�jd��u��

Togda
R
jf�u� t�jd��u� � 
�t� 
 ��t�
 Utver�daets�� qto funkcii

� 	 f

�
�

�� i � 	 f�

�
�

�� sostavl��t trebuemoe razlo�enie

funkcii f 

De�stvitel�no� obe funkcii predstavl��t sobo� koneqnye

summy vida
P

ej�u�xj�t�� gde ej � E
 Po�tomu dostatoqno oce�
nit� normy
 Tak kak

R
j��u� t�jd��u� � 
�t�� to k�kL��L������� � a


Qto kasaets� funkcii �� to soglasno neravenstvu G!l�dera

Z �Z
j��u� t�jrd
�t�

���r

d��u� �

�ZZ
j��u� t�jrd��u�d
�t�

���r

�

Tak kak ��	� t� � E pri p
v
 t� a mera � r�dopustima dl� E� to
vnutrenni� integral sprava ne prevoshodit qisla

Cr

�Z
j��u� t�jd��u�

�r
� Cr��t�r �

V rezul�tate poluqaem

k�kL��Lr������ � C

�Z
��t�rd
�t�

���r

	 C

����
Z
jh�u� 	�jd��u�

����
Lr���

�

C

Z
kh�u� 	�kLr���d��u� 	 C b� �

�ib� Na �to raz E 	 H�
� � F � gde prostranstvo F refleksivno


Pust� v � r�dopustimy� ves dl� F 
 Posle zameny plotnosti mo��
no sqitat�� qto my imeem delo s prostranstvom E 	 H�

� �vm��F �
L��vm�� gde normy prostranstv L��vm� i Lr�vm� �kvivalentny na
F 
 Pust� snova funkci� f iz E 
 L��
� 
 E 
 Lr�
� predstavle�
na v vide f 	 g 
 h �kak i v predyduwem punkte�� po�pre�nemu
oboznaqaem normy slagaemyh qerez a i b
 Oboznaqim qerez P
proektor iz E na F vdol� H�

� �vm�
 Opredelim 
 i � rovno temi
�e formulami� qto i v predyduwem sluqae
 Polo�im

� 	
�Pf�




 �
� � 	

�Pf��



 �
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�proektor P de�stvuet po pervo� peremenno��
 Tak kak funkcii

 i � zavis�t lix� ot vtoro� peremenno�� legko videt�� qtoZ

j��u� 	�jv�u�dm�u� �





 �

Z
j�Pf��u� 	�jv�u�dm�u� � kPk
�	�

i analogiqno Z
j��u� 	�jv�u�dm�u� � kPk��	��

Iz pervo� ocenki srazu sleduet� qto k�kL��vm��� � a
 Dalee�
de�stvu� kak v punkte �ia� i ispol�zu� vtoru� ocenku� nahodim�

Z �Z
j��u� t�jrd
�t�

���r

v�u�dm�u� �

� C

Z �Z
j��u� t�jv�u�dm�u�

�r
d
�t�

���r

�

� CkPk

�Z
�rd


���r

� C�b�

Itak� � � F 
 L��
�� � � F 
 Lr�
�� i normy �tih funkci� v
ukazannyh prostranstvah ime�t por�dok a i b sootvetstvenno

Funkci� f� 	 f � � � � le�it v H�

��v� 
 L��
� 
 H�
� �v� 
 Lr�
�� i

v ee razlo�enii f� 	 �g � �� 
 �h� �� slagaemye to�e por�dka a
i b
 Ostalos� soslat�s� na K�zamknutost� pary �H�

��v� 
�L
��
��

H�
� �v� 
�L

r�
�� v �L��L��
�� v�� L��Lr�
�� v��� sm
� naprimer� obzor

���
 �V poslednem utver�denii ves v ne igraet bol�xo� roli�
ibo ot nego mo�no izbavit�s� obratno� zameno� plotnosti
� �

�iia� Sqitaem� qto mera � r�dopustima dl� E
 Pust� snova
f 	 g 
h� gde f � E
X�
E
X�� a g � L��X�� ��� h � L��X�� ��
 So�
hranim oboznaqeni� a i b dl� sootvetstvu�wih norm
 Podnima�
�s� iz faktorov X� i X� v prostranstva L��w� i Lr�w�� prihodim
k razlo�eni�

F �u� t� 
 ��u� t� 	 G�u� t� 
H�u� t��

gde kGkL����wm� � �a� kHkL��Lr����wm� � �b� F � E 
 L��wm� 
E 

Lr�wm�� a

��u� 	� � H�
��w� 
Hr

��w� dl� p
v
 u� ���
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Nam nu�no zametit� funkcii G i H funkci�mi G� i H� s nor�
mami togo �e por�dka� no le�awimi v E
�L

��wm� i E
�L
r�wm�

sootvetstvenno� funkci� � mo�et pri tako� zamene izmenit�s��
no tak� qtoby sohranilos� sootnoxenie ���


Polo�im


��t� 	

Z
jG�	� t�jd�� ���t� 	

Z
jH�	� t�jd��

$sno� qto k
�kL��w� � �a� k��kLr�w� � �b
 Vospol�zuems� tem�

qto prostranstva L��w� i Lr�w� BMO�regul�rny �sm
� napri�
mer� 
����� i na�dem dve funkcii 
 i �� takie� qto 
 � 
�� � � ���
k
kL��w� � Ca� k�kLr�w� � Cb� k log
kBMO � C� k log�kBMO � C
�posto�nna� C zavisit lix� ot r i veliqiny k logwkBMO�
 Pust�
� � vnexn�� funkci�� dl� kotoro� j�j 	 

� p
v
 Iz 
��� x�� vy�
tekaet� qto funkci� � dopuskaet predstavlenie � 	 �
�� gde � i
� � funkcii iz klassa Smirnova� na granice udovletvor��wie
neravenstvam j�j � c
� j�j � c� �c zavisit ot teh �e parametrov�
qto i C vyxe�


Pust� ewe W � vnexn�� funkci� taka�� qto jW j 	 w
 Obo�
znaqim qerez Q ortogonal�ny� proektor prostranstva L��T� na
H��

� 
 Nakonec� polo�im

G� 	
��F 
 ��

�
� H��u� 	� 	 W �	����rQ

�
W �	���r

��	��F 
 ���u� 	�

��	�

�
�

���
Raznost� F � G� � H� est� funkci�� analitiqeska� po vto�

ro� peremenno� i obrazu�wa�s� v nol� v centre kruga
 Po�
�tomu dostatoqno ocenit� normy funkci� G� i H�
 Tak kakR
jF 
 �jd� � j�j� to

R
jG�jd� � j�j� po�tomuZZ

jG��u� t�jw�t�dm�t�d��u� � c

Z

�t�w�t�dt � c�a�

Qto kasaets� funkcii H�� napixemZ �Z
jH��u� t�j

rw�t�dm�t�

���r

d��u� �

�

�ZZ
jH��u� t�j

rd��u�w�t�dm�t�

���r

�
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Uqityva�� qto Q�W ��r������ 	 �� vidim� qto pri poqti ka�dom
t funkci� H��	� t� le�it v E
 Zafiksiruem � � ��� ��
 Tak kak mera
� r�dopustima dl� E� poluqaem ocenku

kH�kL��Lr�w���� � C

�����
�Z

jH��u� 	�j
�d�

����
�����
Lr�w�

	

	 C

�����
�Z

jQ�W ��r�����F 
 ���u� 	��j�d��u�

����
�����
Lr�T�

�

���

Po teoreme Burge�na �sm
 obzory 
�� ���� operator Q de�stvuet
iz Lr�L�����T� v Lr�L�����T�
 Po�tomu poslednee vyra�enie ne
prevoshodit qisla

C�kW ��r�����F 
 ��kLr�L�����T� � C��k�kLr�w� � C���b

�ibo
R
jF 
 �jd� � j�j�
 �

�iib� Teper� snova E 	 H�
� � F � gde F refleksivno
 Posle

zameny plotnosti �kak v naqale p
 �ib�� mo�no sqitat�� qto
E 	 H�

� �v� � F � L��v�� gde v � r�dopustima� plotnost� dl� F 

Kak ob#�sn�los� v x�� bez poteri obwnosti my mo�em predpo�
lo�it�� qto log v � BMO


Zafiksiruem � � ��� �� i oboznaqim qerez P proektor iz
H�

� �v� 
 F na F vdol� H�
� �v�
 Dalee de�stvuem kak v predydu�

wem punkte do formuly ��� vkl�qitel�no
 Nar�du s funkci�mi

G� i H� vvedem ewe funkci� eH��	� t� 	 PH��	� t�
 �to opredelenie
korrektno� poskol�ku� kak i v p
 �iia�� H��	� t� � E pri p
v
 t


Ocenka kG�kL��L��w��vm� � ca poluqaets� rovno tak �e� kak v

�iia�
 Poskol�ku eH��	� t� � F pri p
v
 t� vmesto ��� mo�no napisat�

k eH�kL��L��w��vm� � C

�����
�Z

j eH��u� 	�j
�v�u�dm�u�

����
�����
Lr�w�

�

� C�

�����
�Z

jH��u� 	�j
�v�u�dm�u�

����
�����
Lr�w�

�

qto� kak i v �iia�� vedet k ocenke kH�kL��Lr�w��vm� � C��b


Netrudno ubedit�s� v tom� qto Y
def
	 F � G� � eH� � H�

� �v� 
�

L��w� 
 L��v� 
�H
�
��w�
 Vernems� k faktor�klassam po modul�
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funkci�� analitiqeskih po vtoro� peremenno� i obrazu�wih�
s� v nul� v centre kruga �rezul�tat tako� faktorizacii budem
oboznaqat� kvadratnymi skobkami�
 Iz poslednego sootnoxeni�

vytekaet� qto y
def
	 �Y � � H�

� �v� 
�X� 	 H�
� �v� 
�X� 
 H�

��v� 
�X�

Krome togo�

y 	 g� 
 h�� gde g� 	 g � �G��� h� 	 h� �����

tak qto slagaemye ime�t normy por�dka a i b v prostranstvah
L��X�� v� i L��X�� v� sootvetstvenno
 Tak kak logw� logv � BMO�
iz 
��� sleduet� qto v �tom razlo�enii funkcii g� i h� mo�no
zamenit� funkci�mi togo �e por�dka� no le�awimi v H��v�
�X�

i H��v� 
�X� sootvetstvenno
 �to zaverxaet dokazatel�stvo
 �

x
� Prostranstva s refleksivnym annul�torom

Oboznaqim qerez X libo L����� gde � � ne qisto diskret�
na� vero�tnostna� mera� libo L��T�

�
H�

� 
 Pust� F � refleksiv�
noe podprostranstvo v X
 Togda X�F � GT �prostranstvo koti�
pa � �sm
 ssylki vo Vvvedenii ili sledstvie � v x��
 Polo�im
G 	 �X�F ��
 Togda o G mo�no dumat� kak o proizvol�nom w��
zamknutom podprostranstve v L���� ili H� s refleksivnym
annul�torom
 Nas interesuet� kogda utver�denie� analogiqnoe
teoreme A� verno s zameno� prostranstva H� na G
 V kako��to
mere otvet soder�its� v sledstvii � v x�
 Odnako v de�stvi�
tel�nosti mo�no skazat� gorazdo bol�xe


Teorema �� Pust� prostranstvo G � takoe� kak ukazano vyxe�
Sledu
wie uslovi� �kvivalentny�

�i� Dl� vs�kogo refleksivnogo podprostranstva E v L��
�


 � ne qisto atomna� vero�tnostna� mera� vs�ki�

operator T � E � G prodol	aets� do operatora eT �
L��
�� G�

�ii� To 	e� s zameno� prostranstva L��
� na L��T�
�
H�

� �
�iii� kp�G� �� dl� vs�kogo p � ������

�iv� Prostranstvo F 	 G� � X gil�bertovo� Krome togo�
esli � � q � � i � � l
ba� q�dopustima� mera dl� F

sootvetstvenno� a � l
ba� q�dopustima� plotnost�
dl� F � esli X 	 L��T�

�
H�

� �� to F dopoln�emo v Lq���


v Lq�a�
�
Hq

� �a���
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�v� Suwestvu
t q � ��� ��� skol� ugodno blizkie k edinice
i takie� qto dl� nekotorogo s � �q� �� prostranstvo F
obladaet s�dopustimo� mero� � 
s�dopustimo� plot�
nost�
 a tako�� qto loga � BMO�� dl� kotoryh F
dopoln�emo v Lq��� 
v Lq�a�

�
Hq

��a���

V utver�deni�h �iv� i �v� dopuwena nekotora� vol�nost� �
req� idet� razumeets�� o dopoln�emosti obraza prostranstva F
pri zamene plotnosti� sm
 x�


My vidim� qto utver�deni� �i� i �ii� neverny vs�ki� raz� kogda
F ne �vl�ets� gil�bertovym s toqnost�� do perenormirovki� a
tak�e vo mnogih sluqa�h� kogda F �vl�ets� takovym


Perehod� k dokazatel�stvu� otmetim� qto �kvivalentnosti
�i����iii� sostavl��t soder�anie sledstvi� � v x�
 Oqevidno�
qto �iv�	��v�
 My poka�em� qto �iii�	��iv�� �v�	��i� i �v�	��ii�
��to zaverxit dokazatel�stvo�


�iii�	��iv� Rassmotrim snaqala sluqa�� kogda G � podpro�
stranstvo v L���� s refleksivnym annul�torom F v L����
 Bu�
dem sqitat� samu meru � q�dopustimo� dl� F dl� nekotorogo
q � ��� ��
 Pust� p � pokazatel�� sopr��enny� s q
 Pust� i � to�
�destvennoe vlo�enie prostranstva G v ego zamykanie Gp�� v
Lp���
 Realizuem L���� kak prostranstvo C�K�
 Tak kak opera�
tor i p�summiru�wi� i kp�G� ��� to i �vl�ets� p�integral�nym
i potomu vkl�qaets� v sledu�wu� kommutativnu� diagrammu�

G
i

����� Gp��
j

����� Lp�����y x��u
C�K�

id
����� Lp���

���

Zdes� id i j � to�destvennye vlo�eni�� a u � ograniqenny�
operator
 Bez poteri obwnosti sqitaem� qto � � � �i k�k � ��

Togda d� 	 bd�� gde b � L����� � � b � �
 Rassmotrim operator
v 	 �ju��� Lq���� Lq���
 Esli g � C�K� i � � Lq���� toZ

v���gd� 	

Z
��ju��g�d� 	

Z
��ju��g�bd�� ���

Zastaviv g probegat� prostranstvo G �togda �ju�g 	 g�� my vi�
dim� qto mera �b� � v����d� ortogonal�na prostranstvu G� t
e

le�it v F � L����
 V qastnosti� vse takie mery ime�t nulevu�



�
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variaci� na nekotorom borelevskom nositele e singul�rno� qa�
sti mery � po otnoxeni� k �
 Sledovatel�no�

�Kneb
���b� � v����d� � G�

tak qto operator Q � � �� �Kneb
���b� � v���� otobra�aet pro�

stranstvo Lq��� v F 
 Tak kak obraz operatora u le�it v Gp���
iz formuly ��� sleduet� qto v��� 	 �� esli � � F 
 Znaqit� Q �
proektor iz Lq��� na F 
 Ostalos� soslat�s� na lemmu � �p
 �
��


Pust� teper� G � podpprostranstvo v H� �tak qto F �
L��T�

�
H�

��
 Oboznaqim qerez G� pereseqenie prostranstva G
s disk�algebro� CA �esli standartnym obrazom vlo�it� pro�
stranstvo L��T�

�
H�

� v C�A� G� oka�ets� annul�torom prostran�
stva F v CA�
 Prostranstvo G��� est� pr�ma� summa prostran�
stva G i nekotorogo L��prostranstva� otkuda vidno �sm
 
����
qto kp�G

�� � kp�G� ��� � � p ��

Pust� p � �� q � pokazatel�� sopr��enny� s p� a a � q�

dopustimy� ves dl� F 
 Sdelav zamenu plotnosti kak v p
 �
�� my
mo�em sqitat� F podprostranstvom v L��a�

�
H�

��a�� proobraz �to�
go podprostranstva pri faktorotobra�enii raspadaets� v pr��
mu� summuH�

� �a��F�� gde na F� �kvivalentny normy prostranstv
L��a� i Lq�a�
 Oboznaqim qerez P proektor iz H�

� �a� 
 F� na F�

vdol� H�
� �a�
 Pust� A � vnexn�� funkci�� dl� kotoro� jAj 	 a

p
v
 Dvo�stvennost� me�du C�T� i L��a� budem zadavat� s pomo�
w�� biline�no� formy hf� gi 	

R
fgAdm
 Togda G� sovpadet s

annul�torom prostranstva H�
��a� � F� � L��a�


Pust� Gp�a � zamykanie prostranstva G� v Lp�a�� i � G� � Gp�a

� to�destvennoe vlo�enie
 Voznikaet diagramma� analogiqna�
diagramme ����

G�
i

����� Gp�a
j

����� Lp�a���y x��u
C�T� ����� Lp����

Kak i ranee� zdes� � � am
 Vyberem borelevsku� funkci� b�
� � jbj � �� taku� qto Am 	 b�
 Prodol�a�� kak v predydu�
wem sluqae� pridem k otobra�eni� Q � � �� �Tneb

���b� � v����A

prostranstva Lq�a� v H�
� �am� � F�
 Legko videt�� qto operator

PQ proektiruet Lq�a� na F� �i perevodit v nul� prostranstvo
H�

� �a��
 Dal�ne�xee oqevidno
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Dl� dokazatel�stva implikaci� �v�	��i� i �v�	��ii� ponado�
bits� sledu�wa� lemma


Lemma 
� Pust� l
boe iz prostranstv X i Y � �to libo L����

� � ne qisto atomna� vero�tnostna� mera�� libo L��T�

�
H�

� � i
pust� A i B � refleksivnye podprostranstva v X i Y � Rassmo�
trim annul�tory A� i B� v X� i Y �� sootvetstvenno� Sledu
�
wie utver	deni� �kvivalentny�

�a� Vs�ki� operator T � A� B� dopuskaet prodol	enieeT � X � B��
�b� Vs�ki� operator T � B � A� dopuskaet prodol	enieeT � Y � A��

Dokazatel	stvo� Predpolo�im� qto verno utver�denie �a�
 Ras�
smotrim operator T � B � A�
 Ego mo�no prodol�it� lo ope�
ratora S � Y � X� ��to trivial�no� esli X� 	 L����� esli �e
X� 	 H�� nu�no primenit� teoremu A�
 Nam nu�no izmenit�
S tak� qtoby znaqeni� novogo operatora ne vyhodili za prede�
ly prostranstva A�
 Dl� �togo rassmotrim faktorotobra�enie
� � X� � X�

�
A� i zametim� qto �S jB	 �
 Sledovatel�no �sm


diagrammu�� �S 	 S��� gde � � Y � Y�B � faktorotobra�enie� a
S� � nekotory� operator


Y
S

����� X���y� S��
��y�

Y�B
S������X��A�

Utver�daets�� qto S� mo�no podn�t� do operatora S� �kak uka�
zano na diagramme� S� 	 �S��
 Esli �to ustanovleno� polo�imeT 	 S �S��
 Togda eT prodol�aet T �poskol�ku S�� jB	 �� i pri�

nimaet znaqeni� v A� �poskol�ku �eT 	 �S��S�� 	 �S�S�� 	 ��

Qtoby postroit� S�� pere�dem k sopr��ennym operatoram�

uqityva�� qto prostranstvo X��A� refleksivno�

X

R

� � j

B�
S�

���A



�
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Zdes� j � to�destvennoe vlo�enie� a prodol�enie R suwestvuet
v silu uslovi� �a�
 Ostalos� polo�it� S� 	 R� j�Y�B�


Teper� implikacii �v�	��i� i �v�	��ii� legko poluqa�ts��
lemma pokazyvaet� qto vmesto togo� qtoby prodol�at� na L��
�
�ili L��T�

�
H�

�� vse operatory� de�stvu�wie iz E v G� mo�no

prodol�at� na L���� �na L��T�
�
H�

� � na vse operatory� de�stvu��

wie iz F v E�
 Poskol�ku F dopoln�emo v Lq��� �v Lq�a�
�
Hq

��a���
poslednee vozmo�no vvidu predlo�eni� �


Zameqanie� V sluqae X 	 L���� teorema � byla opublikovana
v preprinte 
���
 Netrudno sformulirovat� i dokazat� vari�
ant teoremy �� v kotorom uslovi� �i� i �ii� vypolneny lix� dl�
podprostranstv E� udovletvor��wih trebovani� t�E� � r �r �
fiksirovannoe qislo iz otrezka ��� ���� a proqie uslovi� izme�
neny sootvetstvu�wim obrazom
 Dl� sluqa� X 	 L���� taka�
formulirovka byla dana v 
���
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