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О КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ ВИДА ABA 

Я. П. СЫСАК 

Группа, представимая в виде произведения АЗА своих подгрупп А 

и D , называется ABA- группой. Изучению конечных ABA —групп с абе — 

левыми подгруппами А и В посвящены работы ряда авторов, в том чис — 

ле Горенстейна Ql, 2^] , Гутермана ]^3^) , Сепа и Цаппы Р̂ З и 

И. П. Докторова Е_5, 6 ^ ] . Как видно из Qjl — 3 l ] , при определении стро­

ения ABA -групп, у котдрых подгруппы А и 3 циклические или абелевы 

взаимно—простых порядков, в частности, при установлении признаков раз — 

решимости таких групп, важную роль играет тот факт, что у них каждая 

А -инвариантная подгруппа, порядок которой взаимно-^трост с порядком 

подгруппы А , нильпотентна Cl, теоремы 9 и 3, теорема 3. . В 

настоящей работе ^удет показано, что это справедливо для конечных 

рупп с произвольной абелевой подгруппой л и произвольной ниль — 

потентной подгруппой В . 

ТЕОРЕМА 1. В к о н е ч н о й р у п п е Ь- с 

а б е л е в о й п о д г р у п п о й А и н и л ь п о т е н т — 

н о й п о д г р у п п о й 3 к а ж д а я А - и н в а р и а н т — 

н а я п о д г р у п п а , п о р я д о к к о т о р о й в з а ­

и м н о - п р о с т с п о р я д к о м п о д г р у п п ы А , 

н и л ь п о т е н т н а . 

Замечая, что конечная разрешимая группа с абелевой холловой ^ - п о д ­

группой имеет единичную ^Г-длину, и применяя теорему 1, можно полно -

стью описать конечные разрешимые АВк—группы с абелевыуи холловыми 

подгруппами А и б , а также установить, что в неразрешимой группе 

такого рода подгруппа А имеет нечетный порядок, а подгруппа 3 — чет -

ный, и тем самым завершить исследования, начатые в Q4, 5 1 . 

ТЕОРЕМА 2. П у с т ь Lr - к о н е ч н а я АВА-г р у п п а 
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с а б е л е в ы м и х о л л о в ы м и п о д г р у п п а м и 

А и 3 . Т о г д а в ы п о л н я е т с я о д н о и з 

с л е д у ю щ и х д в у х у т в е р ж д е н и й : 

( 1 ) Л М *А ,3 , ) , г д е # = &(А)П0Г(В), А -
ST ST' ST' лг 

х о л л о в а ^ / Г - п о д г р у п п а в л ; А^, и й , — х о л л о -
в ы ^Г' - п о д г р у п п ы в А и б с о о т в е т с т в е н н о ; 

R — а б е л е в а х о л п о в а п о д г р у п п а в Q , 

п р и ч е м с и п о в с к и е п о д г р у п п ы и з Я 

э л е м е н т а р н ы е а б е л е в ы , /4 д е й с т в у е т н а 

R. б е з н е п о д в и ж н ы х т о ч е к и в С (В ) 

и м е е т с я т а к о й э л е м е н т Ъ , ч т о п <^ о 

( 2 ) г р у п п а £ н е р а з р е ш и м а , п о р я д о к 

п о д г р у п п ы Л н е ч е т е н , а п о р я д о к п о д ­

г р у п п ы $ ч е т е н . 

Частными случаями теоремы 2 являются теорема 2. 3 из [j4~] i т е ­

орема 2 из [^5П И теорема 1 из П§3 • ^ 3 теоремы 2' непосредственно 

вытекает также следующее утверждение, частным случаем которого является 

теорема 1 из р 5 ^ • 

СЛЕДСТВИЕ 1. П у с т ь G = ABA = ВА В • - к о н е ч -

н а л г р у п п а , А « 3 - е е а б е л е в ы х о Л л о в ы 

п о д г р у п п ы . Т о г д а г р у п п а (j р а з р е ш и м а . 

Учитывая, что в разрешимой ABA -группе Q с абелевымн под -

группами А и й взаимно—простых порядков подгруппа А холпова в Q-

и что /!бА-группа с абелевыми подгруппами А н В взаимно—простых 

порядков разрешима, если порядок подгруппы В нечетен СЗ, тооромл 

4 . l3 , получаем 

СЛЕДСТВИЕ 2. П у с т ь £ = ABA = BAB, где,4 и В - а б е -

л е в ы п о д г р у п п ы в з а и м н о — п р о с т ы х п о ­

р я д к о в г р у п п ы (? . Т о г д а & ~ А В. 

Частным случаем следствия 2 является теорема, анонсированная 

И, П. Докторовым C^Zl . 

Отметим в заключение, что, пользуясь теоремой 2 и классификацией 

конечных неразрешимых групп с абелевыми силовскт.п 2—подгруппами CeJ , 

можно показать, что неразрешимая АВА-п 

lyiina (j с абелевы.\:н холло — 

вымн подгруппами А и б разлагается в прямое произведение 
& - AAA *А&А*. > А В А 

° о о 1 1 1 п. а п.' 
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где ^ А , S. &f 04^1^/Ъу А^в^Ад - разрешимая группа, удовлет­

воряющая утверждению ( 1 ) теоремы 2, и 
Oil/ 

V 

В работе рассматриваются только конечные группы. Используемые оп­

ределения и обозначения в основном общеприняты, их можно найти, например, 

в |НЭ, 103 . Следующие свойства группы 0 очевидны, применяются н е ­

однократно и без специальных оговорок: если G = АЗА, А 4 Н4 & и 

G - гомоморфный образ группы С , то IGt^MI^/B! Н А(&ПН)А 

и S" - Ш . . . 

§ 1. Предварительные леммы 

ЛЕММА 1 . 1 . П у с т ь К X X - к о н е ч н ы е 
Г А 5 

м н о ж е с т в а . Т о г д а 

I их,!=DXJ-£L ix.nx.i-S£ £|х.пх.пхк.+нГ1х п..;'пх 1. 

Доказательство осушесiвляется индукцией по числу .S . 

ЛЕММА 1. 2 . П у с т ь А - р е г у л я р н а я г р у п п а 

п о д с т а н о в о к н а м н о ж е с т в е Q = - [ i ) 2 , . . . , s } и 

п у с т ь Д = { £ , . . . , 5 j . Т о г д а д л я л ю б ы х р а з ­

л и ч н ы х э л е м е н т о в Он . О/ . . , . CL г р у п п ы А 

4' • 2' ' к 
с п р а в е д л и в о 

1ДЛ ( П Д^П ... П Д**! = S - к С f ̂  К 4 3 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как = Q - {i^}, то Д^1 П Д^П.. 

. . . П Д 4 " " " й — \ й > г- f ^ * } . Но /I регулярна на Q , и потому 

все элементы i ^ ' f f . , i ^к различны. Следовательно, | Д 1 П Д^П. 

. . . n A ^ I - I Q l - I O ^ , , л * 
Лемма доказана. 

ЛЕММА 1 .3 . П у с т ь Р — Р *• р х ф х /> - п р я м о е 
• * г " 5 

п р о и з в е д е н и е и з о м о р ф н ы х г р у п п п о ­
р я д к а / 1 ^ - / и п у с т ь /4 — г р у п п а а в т о м о р -
ф и з м о в г_ р у п п ы ^ , и н д у ц и р у ю щ а я р е г у ­
л я р н у ю г р у п п у п о д с т а н о в о к н а м н о ­
ж е с т в е г р у п п \ Р . Р . . Р \ П о л о ж и м Р = Р * 

http://ix.nx.i-S
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. . . X Р Т о г д а I (J Р \ n>S-(П ~ 1)S и, в ч а с т н о е -

т и, | J Р+ ф Р. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть f Д, - элементы из Л . и н ­

дуцирующие различные подстановки на множестве . { / ^ , , . . . , Р^ } . Тогда 

U ^ H ^ U ^ V . - U Р Ч , по лемме 1, 

I U P ^ H E I P ^ I - S Z : 1 />* 'ПР^ | + 

r S £ £ [Р а *пР л ' ' пР а ' к | - + H ) s " ' | p " 1 n P ^ n п ^ Ч 
i-l^'-W * * * * * , , , l i r i • 

Но, в сипу леммы 2 , 1Р ЛЧ= ! Р ^ П Р Ч = / г ^ | / ^ ' П Р а / П 

n P ^ I - f t ^ . J P ^ O P ^ n n P ^ I - . l Поэтому 

i U P > ^ E f - ^ - 2 £ i : r + ^ 5 ^ 2 £ : ± , - . . . + г _ о 5 - ' = 

= ( i ) ^ - ( | ) ^ - V ( f ) ^ - 3 - . . . т н П Я = / г 5 - to-,)5. 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 1 ,4 . П у с т ь б " Т М , г д « Г и А - п о д 

г р у п п ы г р у п п ы G в з а и м н о - п р о с т ы х п о -

р я д к о в . П у с т ь , д а л е е , С.(Т)— ~ i , п о а 
А 

г р у п п а / н е н и л ь п о т е н т н а , а в с е с о б с т ­

в е н н ы е А - и н в а р и а н т н ы е п о д г р у п п ы в Т 

н и п ь п о т е н т н ы . Т о г д а G=PX(Q SA) . г д е Р- с а -

м о ц е н т р а л и з у е м а я м и н и м а л ь н а я н о р -

м а л ь н а я £ ) — п о д г р у п п а г р у п п ы Q , Q — м и н и ­

м а л ь н а я / 4 — и н в а р и а н т н а я ^ - п о д г р у п п а в 

т " р т4 9 • 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Убедимся сначала, что подгру.па Т разреши­

ма. Пусть, напротив, Т неразрешима. Тогда Т не имеет неединич -

ных разрешимых норма„ьных подгрупп. В самом деле, если TQ _ такая 

подгруппа, то ^10 1&&А У — содержащаяся в Т нееднничная разрешимая 

нормальная подгруппа группы G и, энач..т, 7~ содержит неединпчную 

нормальную в \7 абелеву подгруппу п . Но тогда, ввиду 

(1Т1,|АП = У , имеем G=*M^(TSA) CJ9, гл. Ш, лемма 4 . 4^] для 
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некоторой А -инвариантной подгруппы Г из Г и, стало быть, Т 

разрешима, ибо, по условию леммы, Т нильпотентна. Поэтому норма — 

пизатор в Т каждой неединичной /(-инвариантной примерной подгруппы 

из Т нильпотентен. Учитывая теперь, ччо для каждого простогоp&tfl(T) 

группа Т обладает / \ -инвариантной силовской у9-подгруппой [jL О, 

с. 224] , получаем, по теореме Томпсона С 9, гл, 1У, теорема 6. , 

что в Т силовские подгруппы нечетных порядков обладают нормальными 

дополнениями и, следовательно, Т разрешима, вопреки предположению. 

Итак, подгру.ла 7* разрешима. Пусть Р - ми)шмальная нор­

мальная р -подгруппа группы & . Согласно условию леммы, Р-^- Т , поэ­

тому Qr ~ /^ЛСОЛД) Для некоторой А -инвариантной подгруппы Q из Т . 

Так как, по условию леммы, Q нильпотентна, то фактор-группа 

нильпотентна и, значит, Р - единственная минимальная нормальная под -

группа группы {у . Но тогда ССР) = Р , и из условий леммы выте -

к_ ет, что Q - минимальная А -инвариантная -подгруппа в ~ [ для 

-некоторого ^=р . 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 1. 5. П у с т ь Q = P^(QXA) = ABA - р а з р е -

ш и м а я г р у п п а ; Р - е е с а м о ц е н т р а л и з у ­

е м а я м и н и м а л ь н а я н о р м а л ь н а я р — п о д -

г р у п п а ; А и В - а б е л е в ы р - п о д г р у п п ы , 

п р и ч е м А х о л л о в а в Q- , и п у с т ь п о д -

г р у п п а Q о б л а д а е т т а к о й QA -и н в а р и -

а н т н о й а б е л е в о й п о д г р у п п о й R. , ч т о 

С(£) = C(Q). т о г д а п о д г р у п п а ^ И ^ ^ ) д е й -
О А 

с т в у е т н а г н е п р и в о д и м о и, в ч а с т -

н о с т и , я в л я е т с я ц и к л и ч е с к о й г р у п п о й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, В =3 *3 , где ( \ 3 | = / 

TIL & 1 О ' 4 

и В ^ А " Д п я некоторых JC-£ Р* ц£ Q . В силу ^ 3 , теорема 3. _з) 

и условии леммы. Положим 
Легко 

О 0 0
 л0 Q о _ У 

видеть, что С (А) - С (А) А (О ХА) и, следовательно1, 3? * к 
^ G 0 Р 0 О 1 

^ Q0 ° для некоторого X 6 С ( Л , Поэтому 8 = 3 * 3 4 А^* 

- (A0Q) "Л, таким образом, & ~ ABA = A(Afif'*^A. Но тогда 

\PWQU\=iG\4lA\llAnQ) , откуда 1Р\4)ШШ Д а п е в 1 так 

как &nQA±(AfiJ****r\QA4(AoQjt, „ QA = A(BnQA)A-A(A0Q)*A. 
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Отсюда IQHAI >\А(АС$\ - ' д 1 У ( ' ^ • Однако л П (Aft)* <АП 

ПХ(УАгС(р).Поэтому, обозначая А =• С CQ) , имеем \Q\\A\ > 

? |д | , откуда > | / | ' Следовательно, ] А-7! ^ 

^ 1Л1 ^ и пЛ | 1л1,т' е « I " I **1Я11л I . Оценим теперь поря -

док подгруппы Р снизу. 

Так как Р*А^ - нормальная абелева подгруппа в QA , то, с о ­

гласно теореме Клиффорда QlO, с. 7 0 j , Р — Р * .. * Р , где все Р., 

, РА -неприводимы и все фактор-группы А Я /С (Р.) цикли -

ческие порядка, делящего \Р. \ ~ i . Однако А <^ X(QA) , а дейст -
_ Ь . 1 

вует на ' точно и неприводимо. Поэтому л действует на Р без не— 
f 

подвижных точек QlO, с. 64Q . Следовательно, u ^(Р) ~ ^ Р 0 -

ме того, Но тогда \Р\>\А Я/С (Р)НАЯ/С(Р.)\ 

откуда 

\Р\= П1Я! > |А \ S lR\ Далее, так как, 

по условию, А = С(Я) , то А//4 действует на точно и, эна -

чит, |Д| > IA/АЧ - ^ j . Поэтому \P\>\Af\£\>\A)S~'\M. Учиты¬ 

вая неравенство , доказанное выше, получаем 

Н А Г Ml или J Н А Г , что возможно лишь при 5 — i . Послед­

нее и означает, что подгруппа R. * А̂  действует на Р неприводимо, А 

поскольку она абелева и действует точно на Р , то является 

Циклической группой. 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 1 .6 . П у с т ь G-^-T>^A=AA А > г д е Т и 

А - п о д г р у п п ы в з а и м н о - п р о с т ы х п о — 

р я д к о в г р у п п ы Q , А а б е л е в а и 

Т о г д а ЯРС&) ^ А . В ч а с т н о с т и , е с л и £ ^ ( 7 " ) = , / 1 

т о ЯК® = /. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как А ПФ(£) 4 G , <P(G/А П <P(G)) -

и фак юр-группа удовлетворяет услови­

ям леммы, то достаточно показать, 4iO из вытекает 

= { . Но если 
= CLQs CL д л я некоторых 

а,,а0, 0^ из л 1 , откуда Те Цсь^^сььа,у=°^(ш0^ А , т. е. 

Ь - Ь У < Ъ \ = 6°"* Ь \ Поэтому ^ у = Ь ^ Ч ^ е Ш ) влечет 

и, следовательно, элемент Л действует тождественно 
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на фактор-rpyiint Q /ЯРС&) . Но тогда CL€ Z,(&) [j9, гл. Ш, теоре ­

ма 3, 1 в П И, стало быть, t^~t " £ = /. 

Лемма доказана. 

§ 2. Доказательство теоремы 1 

Пусть & - минимальный контрпример к теореме 1. Так как каждая 

подгруппа группы Q , содержащая подгруппу А , также удовлетворяет у с ­

ловию теоремы, то (j — А ~ А 3>А , где Т - ненипьпотентная А -ин­

вариантная подгруппа, порядок которой взаимно-прост с порядком подгруппы 

А и у которой все собственные А —инвариантные подгруппы нильпотент-

ны. Кроме того, по теореме Ш. 3. 5 из , ФССт) ~ i . Поэтому, по 

лемме 1. 4, 

G-PMQ hA) - ABA, 

где Р - самоцентрализуемая минимальная нормальная р -подгруппа груп­

пы £ , Q - минимальная нормальная -подгруппа в QA , pf и (рК^, 

Разобьем теперь доказательство на ряд лемм. 

ЛЕММА 2. 1. Д л я н е к о т о р о г о э л е м е н т а 

г р у п п ы с п р а в е д л и в о 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, В = &л * В * В , где В - /7-под-
jXi 0 1 2 . Z I 

группа, В - #-подгруппа и В А » для некоторых Х ^ г и Ц & Q'. В 
,_ 1 I - о А о Ч 

силу I 3, теорема 3. 3 1, О Г 5 7 . Положим Д О " . Нетрудно 
О 0 0 —t -4 

л U Л. 
видеть, что и, следовательно, D" 6= 

для некоторо.о & е С (А) и В* <С(АУ Но поскольку 

Q о о р о Z Р О 

и О - минимальная нормальная подгруппа в то 

либо либо СлА ) ~ Q • Покажем, что вторая возможность 

исключается, т. е. что ^(А^) = 4. 

Пусть, напротив, С^ЛА^) = Q. Очевидно, тогда С (А ~) = i и, 

быть, йi - i . Следовательно, 3 - В -В 4 А? * Q**f- (A Qf*t 
стало 

Отсюда В П < Mfl<? ) ̂  П ̂  - ft^)*- C ^ j W , и, 

значит, (J/l =A(BClQA)A "АС^аА. Но, по лемме Ь 5, подгруппа 

<?*С^ циклическая, и, в частое-.и, |<?| - Ц . Поэтому С ^ х ) ^ и, 

образом, (A0Qf°*t=Ay *qm Так как & - /15/1 -УЦЭД)^ то 

Q & , откуда С CP) — Р . Противоречие. 
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Итак, С 04 ) = i . Следовательно, В — / . Поэтому 3 —3 х 

Q 0 1 ° 
л б ^lA^^C (А (A CiAyft, и, таким образом, чтобы доказать лем-

2 0 Р о О Р о 
му, остается показать, что С (A^j ~ i , Пусть ^-р(А^) ^ 1, Пока -

жем, что тогда 
QA-ACJzJtA и РА - АР*А. Так как QA-A(Bn 

"О 0 

f\QA)A ,РА=А(ВПРА)А , B^(AoP0)*f то достаточно пока -
зать, что 

(А Р)**П0А * С (x,)t „ (А Р)"?П РА + р*. 
о о /\ оо о 

пусть ke(A0P0)*tr\QA. тога*h,=(&*0)**-uCLj , гт&оеАо, 
&Р0, fitQ ша,бА , откуда qaэ<$%ьга$ЦбР. 
. е. OufufflX'f = i . Поэтому П3/„,ЛЦ — Z 1 6 Р и, стало быть, О О О *— 0' о о 

£L коммутирует с jj2< .Ям- ^ ° т о г д а д л я любого натурального числа ГЬ 

т 

Г- Л ~1 Г Н а г ~ - i l ^ o 1 / 

, — , Л j . Следовательно, &\ = 1 , и, 
значит, Г & , Д Л - п . Отсюда X = / и Д, £ С JX) . Поэтому /l™ 

о о о А0

 0 0 

= (Хд € С и, таким образом, QA — АС.(£$А . Перейдем к 
С 24J О 

доказательству второго включения. Так как p*=pt < (А Р)^пРА, то 
г О О О о ' 

(AQPg)^Р] РА = Р^(А^^ РА) и остается убедиться в том, ч т о / | ^ П РА-4. 
Пусть (Х^б РА для некоторого QsQ G Aq . Тогда — Qj^-j . 

где Q, в А, Я, &Р , откуда fa c£?Cffi&! - 6 QA , т. е. 

&fCUj = / , Но тогда (Ц= 0/дё Сд(^), А поскольку, по доказанное, 

QA—AC(&iA, то С Ш) 4zZ(QA). Поэтому [I действует на Р без О 
к точек. Следовательно, • , '•"^J 

(AP)XfnPA = Pf , и, значит, /VI = ДР*/4. 

неподвижных точек. Следовательно, ft^— •/ , ибо C P , — / * Таким о б ­

разом, .. . . . . , 
о о о о 

Покажем теперь, что Р = (J Ср(^)^1

ш Так как Р/|=/1Р$, 
P = U ^ , откуда Р = Ъ \ Р * Ъ P t . Но тогда Р = 

и, стало быть, нам достаточно установить вклю -

чение PJ П Р-4. Gp(ij). Так как ^ 6 9 » (?И=/1СА(Х)М , то легк. 

проверяется,- что у. = (LQ,Lj~\ для некоторых (2^6/4^ a Q,6А . Поэтому 

U t l J U l и мь/имеем Р / П ^ С р ^ ) П С р ^ ) = С;(<^,/10>) 4 

Р= l̂ J (2 ((!•) В то же время, по теореме Клнффор-Итак 

Р обладает таким разложением Р— Р Р , что все /?'f ^4 ^4 , 
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поте— Q -инвариантны, I ф/С (̂Р/; 1= ^ и А индуцирует транзитивную {а 

му регулярную) группу подстановок на | Pf. . ., Р^ ] . Но тогда либо СрСи)"* 
= i) либо Ср/у) — ^ • А т а к к а к CqIP) ~* У И, очевидно, С^^)—• 

С Ш ) * .. ' ХС т о Qjfl/^ ~ ' / д л я некоторого i , скажем, 1 ^ 1 . 

МСШ) 1ГР*..А=Р и, значит, P = U Cjlfifi-Vlfib п

 р < 
Поэтому 

a,,a.,£A* * 

вопреки лемме 1, 3, Противоречие. 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 2. 2 . И м е е м: А ~"А * А, , А~С .(Q ) - ц и к л и -
1 е.' 1 а 

ч е с к а я г р у п п а , э л е м е н т ы к о т о р о й д е й ­

с т в у ю т н а Р б е з н е п о д в и ж н ы х т о ч е к , 
п р и ч е м \Р\=р^ Щ\=3,\Ау pm-i\Al,\~z,p%-<Mi)K т > 4 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как, по лемме 2 . 1, $4. A f Для некото­

рого , то в силу основного результата работы^! , теорема 9 ^ под­

группа А нециклическая. Положим Н ~ Q^A, A=C^(Q) и Z—\A/A\., 
По лемме 1 .5 , подгруппа A^Q циклическая и действует неприводимо (и 

точно) на Р . В частности, , и, стало быть, Ч, делит (j — 4, 

Далее, так как А ~ Х.(И), т о , по теореме Клиффорда, Р~Р^ * .. .* Р^, где 

все Р. / ^ 6 ̂  S , А изоморфны и, в частности, одного и того же 
' д а г* порядка, скажем, для н е к о т о р о г о / Л . . Но тогда, согласно L9, 

лемма 1 1 . 3. 11^] , мы можем рассматривать Р как векторное прост — 

ранство размерности 3 над полем из р элементов, а И - как группу 

линейных преобразований этого пространства. Более того, поскольку под -

группа QA действует на Р неприводимо и С (QA ) = О А , то, в 

силу чой же леммы, мы можем рассматривать l~j как некоторую группу 

однородных полулинейных преобразований над полем из р элементов, в 

которой подгруппа QA состоит из всех содержащихся в hj линейных пре­

образований над тем же полем. Поэтому IА^ I делит р"1— / , | QA^ j делит 

рт— 1 и | Н | делит (pmS— l) S , откуда M l ^ р^ , а %, делит $ , 

так ш i ^ . l G U \A\ZIB\ и \А\, тог/АГ< 

^ртГ4^рПЦрЩША\г^гг1А\1 и, значит, \A\b~Z<: г . Ввиду того, 

что \А\ 4 и Ь > f , последнее неравенство возможно либо при Ъ = 2. и 

произвольном 1А(1 , либо праЪ=3 к\А\—2.. Но поскольку Ъ делит 

^ ~ / и р *<2 < fc^lA^I , то легко убедиться, что последний случай 

невозможен. Поэтому Ъ~2 и, следовательно, А ~ А * А , г д е \ А J = 
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= Z. Пусть <lAj - р"1- 7 , К У j , Так как ^ 3 а^(к\А^ 1* ) * = 

= ^ Ъ*\А\2 - Ц|АГ , то 1*К< ^ - щ , что 

возможно лишь при К — 4 , ~ 3 . Но тогда |/4̂  I = ^ т ' — 4 г \Q \ ~ 3 и 

5=2 , т . е . \Р\ = p Z " ^ Кроме того, поскольку I QA I " 3Yp"~~'0 делит 

\P\-j = р*П-4 , то 3 делит рП+4 , т. е. рП=. - \(ГЯ0&3). 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 2. 3. Д л я н е к о т о р ы х э л е м е н т о в 

С^, & и з / 1 и Л и з (5", и м е е т м е с т о Q-~A U. 

И А А Л И А ^ А И А Ж п р и ч е м AnAif=A,. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Во-первых, ввиду леммы 2, 1, Д Л Я 4 

некоторого элемента &€r PQ , Далее, П —Э?£ , где 4ф&£Р и / ^ 

f ^ f . Так как QA= А{А9Ш)АъАЩА= A^QA*^, ,оС^)Ф 

*р \ И, значит, по лемме 2. 2,1 Сд(£) \ — 2., Пусть Q/ я $ — инволю­

ции из Д и ClJy) соответственно. Так как. по лемме 2 . 2 , \А \=рПг—4 

то А^ , как группа подстановок, действует регулярно на множестве всех 

неединичных элементов подгруппы 

С/1 ,ЛЗ из Р . Поэтому для произволь— 

ного неединичного элемента СЬ из А найдется такой элемент £• А > 

что Ou (L. —[&, (L ) • Отсюда &, = (% 0 и, следовательно, 

Ьъ\К-^-Ь(о^П-Аь"А-Ш. далее, А^бШ-АЩГА-
=hd44 =A(o^)%cA-Aaxc6cA-A(aSrA-АША. 

Но тогда из А-А (J A f£ вытекает £ = /4A?A^U A(JA ЦАШАц А&А 

и , кьлме того, ввиду — i) , имеем A C\pft^=A П А — 
= сА(ПС) = САЩ)=АГ 

Лемма доказана. 
Завершим теперь доказательство чеоремы. По лемме 2 . 2 , И1™ 

= 2(р^)и \Q:A\-5p?no лемме 2 . 3, IG : A I ̂  1 + IА : А П ЛЕЖАЛИ 
ПАЫ)Ш.\Ш+г\А\-т2. = 3+Ч(рт--1). Следовательно, 3 f / ^ , ) < 
•4.^(рП— "О , откуда iCp"1-^ j) ^ ^ . Противоречие. 

Теорема доказана. 

§ 3. Доказательство теоремы 2 

Пусть Q- - группа, удовлетворяющая условию теоремы 2 . 

ЛЕММА 3. 1. Е с л и г р у п п а G р а з р е ш и м а , 

т о в ы п о л н я е т с я у т в е р ж д е н и е ( 1 ) т е о р е — 

file:///P/-j
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м ы 2 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / - максимальная по включению нор­

мальная подгруппа в G" , порядок которой взаимно-прост с порядком под­

группы А • Тогда, по теореме 1, подгруппа Т нильпотентна. Следова­

тельно, , причем , поскольку ВпТ-

холлова подгруппа в Т . Далее, по теореме 6. 3. 2 из О-ОП < TA^.Q, 
и, значит, & *= / Nq(A), Очевидно, NJ>A) ~ ANJA). Поэтому (т ~ 

и, стало быть , Я - холлова под — 
группа группы & . Пусть Sf — 

- холлова М -подгруп­
па в А и А_. В. - холловы -подгруппы в А и В соответственно. 

Я Я л * " 
Очевидно, 

Для некоторого элемента 

* из Я . В частности, *04&.ДТак как АЛ/4- /МвП#4>4= 
"™ АА А , то легко проверяется, что Rr= {Ъ ̂  £<̂ 1 <2.Jr А_, } . Бо -

лее того, в силу леммы 1. 6, , и потому Я - абелева х о л ­

лова подгруппа в Q- , сиповские подгруппы которой элементарные абелевы. 

Рассмотрим теперь централиза iop С^А^) подгруппы А̂ . в группе Q. 

Так как Gj^A^—AC^AJjA и, очевидно, 

4= АЬ , . Кроме того, из Л ^ 5 вытекает 5 * ^ £ (А У Поэтому 

i и, таким образом, CJA)-A*A В_. В частности, 

С^Г/у"° / , Т. е. А действует на ^ без неподвижных точек. Далее, так 

как - холловы подгруппы в , то найдется такой 

элемент S из R , что (А* J ~А^ * 3^ , откуда А̂ . ~А^ и D^, m Ь^, . 

Но тогда St 1 £ N„(AJ = CJ-A ) —1. Поэтому t ^ i и, стало быть, 8 , *" В .. 
Следовательно. b&NlB )*=C(& } , и, таким образом, Q-^R Х(А "A 

R. JC R Я" Ж Я « 
группа, удовлетворяющая утверждению ( 1 ) теоремы 2 . Лемма доказана. 

IAI 
ЛЕММА 3. 2 . Е с л и ч а с т н о е г—— н е ч е т н о , 

(IAI, |В|) 
т о г р у п п а р а з р е ш и м а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G- — контрпример минимального порядка 

к лемме. Очевидно, группа От не содержит неединичных разрешимых нор­

мальных подгрупп. В частности, А О Ъ~ \ . Кроме того, (IA 1,161) + 4, 
поскольку в противном случае порядок подгруппы В нечетвп, и, следова — 

тельно, по теореме 3. 4 из П 33» группа Q- разрешима. Поэтому 

Обозначим через А̂ , и В^ холловы Ш -подгруппы в 

А и р соответственно. Ясно, что А и В - неединичные абелевы 
Я Я 

холловы §\ —подгруппы группы (jr . Следовательно, по теореме Виландта 

^ 9 , гл . Ш, теорема 5. S~J , А̂  = В$ для некоторою элемента из Сг . 
Отсюда 4NJA ) . Так как — абелева холлова MB) -подгруппа в 



О конечных группах вида А6А 355 

NL.(А ") , то, по той же теореме Виландта, подгруппа A-N'(AJ) , буду-
Q. ЗГ Я о Я 

чи JltSj—подгруппой, содержится в некоторой холповой 4Г(В) -подгруппе С 

из №^.А ) , которая сопряжена в ^^А^1 с подгруппой 3^ . Но т о г ­

да NJA) —AN (А )А = АСА — собственная подгруппа группы С , удо -
& 3* о Я 

влетворяюшая условию доказываемой леммы. Поэтому подгруппа NjtAJ) 

разрешима и, следовательно, по лемме 3. 1, Н (А) - ВС , где U -
у (т Л 

холлова Л" -подгруппа в А . Положим теперь 8-NJA) и покажем, что 

8 < UN (О). ° 3 

О Q. 
Так как подгруппа /4 характеристична в подгруппах 3 ч С , то, 

.л" 
во-первых, и, во-вторых, N (С) < ^.СА ) . Но тогда 
Np-CNJC), и п о т о м у ^ / У ^ О З ^ С . С другой стороны, по -

скольку D йА%, то Cfi , /VpfС1 И 4 Д Поэтому [5 0 , А / ^ С ] 1 « / ? П С " i 
и, таким образом, В ^ ^ f /V fO) . 

Пусть 'С - гомоморфизм переноса группы Q- в подгруппу Q и 

пусть п - ядро этого гомоморфизма. Тогда фактор-группа абелева 

и, следовательно, АИ 4\ G~ • Далее, так как 3^ ~ 8 0-1> лемма l ] , 
о о 

то 8 f l П Н = { . Покажем, что б0 л A H = i . В самом деле, пусть 
. Тогда 6 = ah , где аеА nieH , Следовательно, 

для любого натурального числа /Ъ . В частнос­

ти, если П равно порядку элемента (X • то б^еН . Однако С/А1,/б|)= 

~ •/ , поскольку А - холлова подгруппа в Gr , Ad 8 e i и 8^™ ^^"А). 

Поэтому порядок элемента $ взаимно-прост с Л и, стало быть, из 

Ь 6Н вытекает б^Н . Н о тогд а АвНП 8 = У и, таким об— 
О 

разом, 

Если 8о f i , то АН - собственная нормальная подгруппа группы 

v , фактор—группа по которой абелева. А так как АН=А(ВпАН)А , 
ВЛАН - холлова подгруппа в АН и (1А|,1в|)=(/А1,18пАН1. , то 

подгруппа АН , по предположению, разрешима и, значит, группа Q-

также разрешима, вопреки этому предположению. Поэтому 3^ = 4 . Но 

тогда и, следовательно, А обладает нормальным допол­

нением в G . Так как, по теореме 1, это дополнение нильпотентно, то 

группа G~ опять оказывается разрешимой. Снова противоречие. 

Лемма доказана. 

Итак, если группа Q- неразрешима, то, согласно лемме 3. 2, \В\ А частное , , , . . „ , v — четно. Но поскольку А а 3 - холловы под -
UAU&n 

группы группы Q , то это означает, 4iO порядок подгруппы А нечетен, 

а порядок подгруппы 8 четен, т. е. имеет место утверждение ( 2 ) теоремы 
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2. Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Как видно из доказательства леммы 3. 1, в ней, по 

существу, доказано следующее: 

если (г - разрешимая ABA -группа с абелевой холловой подгруппой 

А и нипьпотентной холловой подгруппой В , то (j- - группа из утвер­

ждения ( 1 ) теоремы 2. 

Отметим, однако, что если и подгруппа А нильпотентна, то это 

уже не так. Простейший пример - группа S , которая представима в виде 

произведения ABA своих различных сиповских 2-подгрупп А и В , Я В ­

ЛЯЮЩИХСЯ группами диеДра порядка 8. 
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