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Таким образом, скорость сходимости в этом случае определяется начальным 
приближением и соседними с ним собственными значениями. Скорость сходимости 
к последнему собственному вектору следует из неравенства 

и оценки (16) . 
З а м е ч а н и е . При доказательстве мы предполагали конечномерность гильбер­

т о в о ю пространства, однако полученные результаты справедливы, если выполняется 
условие 

(<?*/, у)Ч*>{Ау,.y)>4i(Qv,y), 7i>0, 

где А и Q - самосопряженные, положительно-определенные и вполне-непрерывные 
операторы в вещественном гильбертовом пространстве с плотными в нем областями 
определения, а у2 и - постоянные. 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ К Р А Е В Ы Х ЗАДАЧ 
С НАКЛОННЫМИ Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А М И ПОСТОЯННОГО ЗНАКА 

С . Ж. СЕРДЮКОВ А 

(Дубна) 

Для разностных краевых задач с наклонными характеристиками по­
стоянного знака получена оценка l!G nll<Ci при л < е х р ( c 2 N ) , G - опера­
тор перехода от слоя к слою. 

Рассматривается разностная краевая задача 

(1) 
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Vm(t)= CfmVj{t), 7 И = - г 1 + 1 , . . . , 1 . О, 

3=1 

(1) 

vN+i(f) = ^ л л _ ; К О > z = = o , 1 , . . . , г 2 - 1 . 

Здесь y v - векторы размерности Cjm, Djt - постоянные матрицы, A-ri, ^4 Г 2 — 
невырожденные матрицы. Обозначим через G оператор перехода от слоя к слою. 
Предполагается, что устойчивы следующие три задачи: а) задача Коши, б) левая 
краевая задача, в) правая краевая задача. В [ 4 ] построены примеры неустойчивых 
краевых задач с двумя границами, которым отвечают устойчивые задачи а ) - в ) . 
При этом в примерах для «гиперболических» систем предполагается наличие наклон­
ных характеристик разного знака. 

В предлагаемой работе рассматривается подкласс «гиперболических» систем с на­
клонными характеристиками постоянного знака. Для этого подкласса удается дока­
зать оценку l!G nll<Ci при га<ехр (c2N), с 2 > 0 . Построен пример краевой задачи с 
двумя границами, для которого IIG nll>exp (cnoN), о < 1 , с > 0 . Этот пример доказывает 
неулучшаемость приведенной выше оценки для выделенного подкласса «гиперболи­
ческих» систем. Устойчивость удается доказать при дополнительном ограничении: 
краевые матрицы Z i _ 1 Z 2 , Кс1Кз (см. [*]) не должны иметь особенностей в точках 
единичной окружности. Устойчивые полубесконечные задачи допускают в верхних 
rl-k—li строках матрицы Ki^iK2 и нижних r2-k—l2 строках матрицы Х 4

- 1 К3 особен­
ности первого порядка [ 2 ] . 

Т е о р е м а 1. Пусть для каждой определяющей точки единичной окружности 
все собственные значения (с.з.) характеристической матрицы задачи Коши имеют 
наклонные характеристики постоянного знака. Ъогда если задачи а) — в) устойчивы, 
то I I G n i l < C i при т г<ехр (c2N), с 2 > 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При исследовании устойчивости краевых задач с у щ е ­
ственно используется явный вид резольвенты (G—zI)~l в окрестности единичной 
окружности \z\=l (см. [ 1 , 2 ] _ ) . При этом резольвента краевой задачи с двумя грани­
цами, в отличие от резольвент полубесконёчных 'задач, содержит ряд возмущений: 

N+l N—l 

2 2 Кк~*КзМц KrlK2)' 

Здесь Ми, Мгг — блоки канонической формы резольвентной матрицы M(z) [*]: 

1 

тмт- ч! \ 

\ * I 

V 
I Иг 

, z = e*, | ф - Ф о | < р 

С.з. Mi, M 2

_ I по модулю строго меньше 1 при 1<р-ф 0 1<р. С.з. А, С~1 по м о д у л ю 
меньше 1 при 1 ф - ф 0 1 < р П Ы > 1 , но стремятся к предельным значениям, равным по. 
модулю 1 при ф->-фо. Известно [ 3 ] , что если задача К о ш и устойчива, то с.з. ее харак-
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теристической матрицы в окрестности определяющих точек допускают разложение 
вида 

2.U 

A(I[))= ехр | *<ро'+ 1"'у(ф-'фо)+ *'V a i ( ^ ~ ^ o ) ; ' - f H ^ - ^ o ) 2 t A + . . . j , 

3=Р 
Im а , = 0 , , £ > 0 . 

Так как по условию все 7 ^ 0 , каждому А отвечает [ 2 ] единственное с.з. резольвент­
ной матрицы 

Х ( ф ) = [ ф—фо Р 1 

+ i - Р ( ф - ф о ) + • ( ф - ф о ) 2 ц + . . . I, 
Т f й + 1 J Р ( ф - ф о ) - многочлен с вещественными коэффициентами, Р ( 0 ) — 1 . Из структуры х 

видно, что X с «уходящими» характеристиками, 7 < 0 , порождают х с 1x1 < 1 при \z\> 
> 1 , а А с «приходящими» характеристиками, 7 > 0 , порождают х с при \z\>l. 
Таким образом, А С 7 < 0 порождают х, которые попадают в М ц , a l e Y > r } порожда­
ю т х, которые попадают в М 2 2 . Следовательно, если все ^ одного знака, то один из 
блоков М и , М 2 2

- 1 имеет спектр, расположенный строго внутри единичного круга при 
1 ф - ф 0 1 < р . Теперь довольно просто можно получить искомую оценку Gn. В интеграле 

Gn = — S (G-zI)-izndz, 
2ni У 

выделим часть €f(n), содержащую М—Е. Для &{п) на ф-плоскости в окрестности то­
чек вырождения К^Кх-в. качестве Г берем обходящие петли (см. фигуру) . Отрезки 
1~р, - б ] , [б, р] лежат на вещественной оси, б выбирается ниже. Из устойчивости 

1 1 

-P.
 4 V. 

задач б ) , в) следует [ 2 ] , что все краевые матрицы, в частности матрицы i £ i - 1 i £ 2 , 
Л^~1К3, в точках единичной окружности \z 1 = 1 могут иметь особенности не выше 
первого порядка. Отсюда получаем оценку 

\\G(п) \\2<N ^JpA osN6~2s-tenb ^ t а < 1 , £ < 2 + max2u.. 

Далее получаем такую оценку: 

(л) ||2 < Ne2nb < е2, п < б" 1
 = д - ^ 4 * 2 ^ . 

( l _ Q i V g - 2 ) 2 

Остается заметить, что из устойчивости задач б), в) следует равномерная по п 
ограниченность \\Gn-G(n) II. Теорема 1 доказана. 

Приведем пример разностной краевой задачи с HG n l l>exp (cnoN), с > 0 , а < 1 ; 
задачи а) - в) устойчивы. 

Рассматривается разностная аппроксимация простейшего гиперболического урав­
нения щ+их=0: 

п п п п 

( n+l Kv+i + ttv-2 \ U v + i — ttv_2 / h \ 
U v \ T - i + / i V = о v=l , 2 , . . . , , N-L 

2 J 3h \ 2 т / 
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Граничные значения находим из краевых условий 
п п 

Щп = CiQUin + C2QU2

n, U N

n = U N - U U-i = Ci, -iUin + C2> - i U 2

n . 

Параметры сю, c 2 0 , ci, _ 4 , c 2 ) _ i подбираются ниже. Исследуем устойчивость задачи 
Коши 

т 
— = ос, 

п+1 1 п п 
Uv = ( t t v + i + H V - 2 ) 

2 ( Т 1 \ n тг 
• I ( B v + | - » v - 2 ) , 

3h 6 / 

( 2 а \ / 1 а \ 

Т - Т ) Е Г Ф + ( Т + Т) Е " 2 ": при а < 2 задача К о ш и устойчива, 1 / ( ^ ) 1 < 1 . Положим а = 3 / 2 , получаем такую схему : 
п + 1 тг п . 

a v = i i v + i / 6 + 5 a v - 2 / 6 , . v = l , 2 , . . . , i V - 1 , , 

n 

И 0

П = Ci 0 t t i n + C 2 0 U 2

N , WJV 7 1 = u N - U 

в ^ 1 п = С 1 , _ i H i n + c 2 > _ i i i 2

n . 

Далее исследуем устойчивость полубесконечных задач. Для этого строим резоль­
вентную матрицу M(z) и исследуем ее спектр: 

M(z) = 
6z О 
г О 
О 1 

С.з. Ж"(z) удовлетворяют уравнению x 3 - 6 z x 2 + 5 = 0 . Так как задача К о ш и устойчива, 
M(z) не имеют 1х г-(з)1=1 при Ы > 1 . Резольвентная матрица M(z) не имеет кратных 
с.з. при U l ^ l . 

При ф = 0 , ± 2 л / 3 резольвентная матрица имеет с.з., равные по модулю 1. При 
Ф = 0 резольвентная матрица имеет такие с.з,: 

5+У45 5 -У45 
х 4 ( 0 ) = 1 , х 2 ( 0 ) = - > 5 , х 3 ( 0 ) = + — < 0 , | х 3 ( 0 ) | < 1 . 

В окрестности ф = 0 
Xi (<p )=exp { - 2 г ф / 3 + 0 ( Ф

2 ) } , Jxi(<P)\<1 при; lz\>i. 

При Ы ^ 1 определено невырожденное аналитическое преобразование подобия T(z), 
которое приводит М(z) к диагональному виду: 

Хз 0 0 
0 Xi 0 
0 0 Х2 

Г - 1 = 

«.2 v 2 I л»2 
Х 3 X l * Х 2 

Хз Xl j Х2 
1 1 } 1 ; 

при Ы > 1 будет 1хз1<1, l x i l < l , l x 2 f > l . 
Далее строим краевые матрицы [ 2 ] 

v = r i 

К2== - Т22- +| \ 1 &Т2г-Мы\ 

1 v = r l 
! «2 

Яз = - Г ц - + ^ DvTn-Mn-v, К, = Ti2- DvTi2-M22-

v = r 2 y = r 2 

r l = 5 l = 2 , r 2 = s 2 = l , 
| | c 2 0 Сю 

C l = П т # 1 = 1. 
II С 2 , _ i Ci, - i 

1 
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После подстановки получаем такие матрицы 

К, 

К2 = 

Х з - С 2 о К з " * - с 1 0 и 3 ' 

1 - C 2 J - I X 3

3 - C I _ i X 3

2 l - C 2 ) - i X i 3 - C i _ i X i 2 

2 

- l + C 2 ) - l X 2 3 + C l , - l X 2 2 

^ з = Ц х з ( 1 - Х з ) Х з ( 1 - И з ) И , 

# 4 = > c 2 ( x 2 - l ) , i £ 4 ( z ) ^ 0 при lz 1^1 . Следовательно, правая краевая задача устойчива. 
Положим с 2 0 = с 2 > - 1 = 0 , с 1 0 = [ х 3 ( 0 ) ] - 1 , Ci, - i — [ х 3

2 ( 0 ) J"1, тогда 

D e t Z i = f 1 -/ 1 — \ ( 1 — V ( Х з - X i ) . 
\ М О ) / \ *з (0) / 

При \z\>l нет кратных точек спектра, поэтому Х з - ' - х ^ О при \z\>i. Далее, так 
как x i ( z ) ^ x 3 ( 0 ) при Ы>1 и x 3 ( z ) = x 3 ( 0 ) лишь при z = l , то D e t # i ( z ) ^ 0 при Ы ^ 1 , 

Таким образом, левая краевая задача не имеет точек спектра при Ы > 1 и на 
единичной окружности есть единственная точка вырождения #1(2) , z—1. Посмотрим, 
какие особенности имеют элементы X i - 1 : 

Кг*-
X 3 - X i 

х 3 ( 0 ) + х 4 X i x 3 ( 0 ) 

х з ( 0 ) - Хз х 3 ( 0 ) - хз ! , 

х 3 ( 0 ) + х 2 х 3 х з ( 0 ) 

Х з ( 0 ) - Xi 

Хз (0) - Хз = 

, ; х 3 ( 0 ) - xt 

2£фх 3 (0) 

4 - х 3 ( 0 ) 
[1 + 0 ( Ф 2 ) ] . 

Таким образом, при ф = 0 элементы верхней строки К г 1 имеют особенности первого 
порядка, элементы нижней строки не имеют особеностей. Следовательно, левая крае­
вая задача устойчива. 

Далее строим ряд возмущений, который здесь является скалярным функциональ­
ным рядом: 

оо 

М = У (М22 Кг'КзМ,, Кг1К2)* = 

= У Ф" в [ф1(ф)х 2 хз + ф 2 р 2 ( ф ) х 2 Xi ] 3 , 

р1(ф)» Рг(ф) - аналитические в окрестности ф = 0 функции, 

/ л ' [ % 2 ( 0 ) - Х з ( 0 ) ] [ 4 - х 3 ( 0 ) ] 
Pi(0) = ^ — — = d>0. 

2 х 2 ( 0 ) 

При £ v = 0 , v^=3, gz (0) = Г - i (0) 

0 

0 

hi 

имеем^ (см. [ 4 ] , стр. 5) 

— — — - К 2 ( ф ) ф Р ( ф ) ) , - 1 ц Кг1КгЯ | —— х 2 
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р(ф) ограничена в окрестности ф=0. Отсюда следует, что Gn растет не медленнее 
такого интеграла: 

в 
1 V i 

hn = — — | ф _ 1 Х з ( ф ) Ж ( ф ) е г п * ^ ф . 
2л t J 

Порядок роста Ivn определяется вычетом относительно ф = 0 : 

v - i Д { г х 3 ( 0 ) 1 N~l U 1 
R e s v n ( 0 ) = x 3 (0) V I ~ d \ — : [ r c + o 3 ( v - l ) + G ) s ( i V - l ) p j — , 

s = 0 4 • ' 
. 2 

СО = 0 ) 3 - 0 ) 2 . 
х г ( 0 ) - 4 

При TV четном 

и 3 ( 0 ) -Г KaW I 

1 МО) J 
0 < а < 1 . 

Напомним, что и 3 (0) < 0 , к2 (0) > 5 , I к3 (0) I < 1 . 
Таким образом, для четных N имеем 

оо 

Resvn (0) = хГ* (0) ^ ^ — j asN [п+со3 ( v - 1 ) + cos (ЛГ - 1 ) ' ] * —.̂  
= 0 

Покажем, что существует с > 0 такое, что 

|ReSv«(0) | > | x3

V^* (0) I ехр (сгга^). | 

Разобьем 2о°° на два слагаемых: 2i+2 2; Si берется по таким s, для которых п/2> 
> - o ) 3 ( v — 1 ) - co5 ( iV—1) , со<0 , соз<0. Справедлива оценка 

Z CcZa^-16|co|iVs)s / i /2+co 3 (vr l ) п 
, S 0 = > — : •-

s\ - c o ( i V - l ) 3iV|co| 
S^SQ 

при TZ>67VICO3I, s!>e~S5S. Отсюда получаем, что для достаточно больших N 

1 2 2 К о п / 6 1 Ч '. 

Далее оцениваем снизу 2 4 : ' . 
Sn—1 

d \ s osN
 i п \ s

 I dn 

£ ( T ) ' ^ ) V 

( d v s o a s o N / П \ S° \~1 / d \ $ °SN I n \ 3 

отсюда получаем, что l ^ l ^ o 7 1 / 6 1 ® 1 . Искомая оценка Res V n(0) получена: I R e s V n ( 0 ) I > 
> l x 3

v _ 1 ( 0 ) ! е х р ( с / г о ^ ) . Так как 1 х 3 ( 0 ) 1 < 1 , отсюда следует, что №n\\>exp(cnaN). 
Т е о р е м а 2. Если выполнены условия теоремы 1 и матрицы К1~1К2, К!к~*Кз 

не имеют особенностей в точках единичной окружности Ы —1, то (1) устойчива. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если к Кг1Кг, К^-{К3 не имеют особенностей в точках 

единичной окружности Ы = 1, то ряд возмущения быстро сходится в окрестности 
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единичной окружности 1 — е < Ы < 1 + е . Отсюда следует, что асимптотики интегралов, 
возникающих при исследовании (1 ) , отличаются от асимптотик интегралов, рассмат­
риваемых при исследований полубесконечных задач, постоянными множителями, не 
меняющими оценок сверху. 

Поступила в редакцию 2.01.1974 
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РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ ЗАДАЧИ СТЕФАНА 

Р. П. ФЕДОРЕНКО 

(Москва) 

Для приближенного решения задачи Стефана предлагаются две схе­
мы сквозного счета - явная и неявная, с итерациями на верхнем слое. 
Эффективность иллюстрируется модельными расчетами. 

Задачей Стефана называется задача об изменении температуры среды, которая 
может находиться в двух (или более) фазовых состояниях, и о движении границ, 
разделяющих зоны с разными фазовыми состояниями. Задача Стефана формулирует­
ся, например, так (см. [V] ) : 

ди д ди 
= X i , u>Q, х<%, 

dt дх дх 
(1) 

ди д ди 
— - = — х 2 , и < 0 , ж > £ . 

dt дх дх 
Движение границы фаз (точки и==0) описывается уравнением вида 

ди, j dl ди 

dt дх - p i — 
l+o ox I i-Для численного решения этой задачи были предложены некоторые методы, выделя­

ю щ и е границу £(£) и аккуратно учитывающие ее движение [ 2 > 3 ] . Однако такие 
методы были логически довЪльно сложны; при переходе, например, к двумерным 
задачам (в х, у, t) эти сложности существенно возрастали. В связи с этим возникло 
стремление создать методы, в которых счет велся бы единообразно, без специально­
го выделения границы раздела фаз. Такие разностные методы были предложены 
одновременно в [ 4 , 5 ] ; обе работы основаны на одной и той же идее. Именно, запи­
шем уравнение распространения тепловой энергии в виде 

дЕ(и) д ди 
(3) — = — . 

dt дх дх 


