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Работа посвящена изучению переопределенной системы дифференциальных 
уравнений с частными производными 

(1) bj{z)= 2 dsf(z)pk(z), k=ï,...,n, z e C " , 

которая является многомерным аналогом уравнения Бельтрами Э/ = pdf, описы­
вающего квазиконформные отображения областей в комплексной плоскости [1—4]. 
Предполагая, что коэффициенты системы (1) заданы во всем пространстве С", доста­
точно малы по модулю и обладают обобщенными производными, мы доказываем 
теорему, которая показывает, что уравнения (1) имеют такое решение/: С" ->С", 
которое является гомеоморфизмом. Эта теорема позволяет описать основные качест­
венные свойства решений системы (1). 

Пусть р — отображение области 2) С С" со значениями в пространстве комп­
лексных (п X л)-матриц. Предположим,'что функции pk,k, s = 1 , . . . , п, — элементы 
р — измеримы и принадлежат классу Lœ(3)) . Обозначим \ р | = (tr pp*)1^2 ((p*)s = 
= /Ufc, s,k=l,...,n),n пусть 

Il j " IL = 11 l j u | l l L e e (* )< l . 
Локально суммируемое отображение / : 2)-»- С, имеющее обобщенные произ­

водные в смысле С.Л. Соболева dkf, bkf, k- 1, , . . , и, назовем решением системы 
уравнений (1), если bkf, bkf удовлетворяют соотношениям (1) почти всюду в 3). 
Система (1) переопределена. Известно [5], что в том случае, когда функции рк 
достаточно гладкие, необходимым условием существования п линейно-независимых 
решений уравнений (1) является выполнение равенств 

п 
(2) bjpk-bkHj= 2 {prjbrps

k~pkdrpSj), i,k,s=\,. .. ,п. 

Если элементы матрицы д являются функциями класса С2", то, как показано Нью-
лендером и Ниренбергом в работе [5], посвященной доказательству локальной тео­
ремы существования решений системы (1) и ее приложениям к изучению интегри­
руемых почти комплексных структур на гладких многообразиях, выполнения усло­
вий (2) достаточно для локального существования п линейно-независимых решений 
системы (1). Результаты, связанные с теоремой Ньюлендера и Ниренберга, получили 
дальнейшее развитие в работах Нейенхейса и Вольфа [6], Кона [7], Хермандера [8], 
Мальгранжа [9] и других математиков. Устойчивость решений подобных, но более 
общих систем уравнений изучалась в работах А.П. Копылова [10]. В статьях [11, 12] 
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была получена теорема существования решений системы (1) в предположении, что 
матрица ß задана во всем С" и ее элементы обладают обобщенными производными. 

1. Уточним используемые в дальнейшем о п р е д е л е н и я и о б о з н а ч е ­
н и я . Пусть Lp' и Lp' ,р> 1, —пространства комплексных дифференциальных 
форм бистепеней (0, 1) и (1, 0) с коэффициентами класса Lp(С") (относительно 
базисных форм dz1,... ,dzn для Lp ' и относительно форм dz1,.. . ,dz" для Lp ' ) . 

Если форма со = Б cokdzk принадлежит Lp' , то полагаем || со ||р = || | со | Hz, (с")> гДе 

/ » V / 2 

co|(z)=( 2 |co fc(z)l2) . 
\ f = i / 

Для форм со, принадлежащих L p ' , выражения | со 
смысл. При доказательстве приводимых ниже результатов используется интеграль­
ный оператор/: Lp ' ~+Li\oe(Cn), p > 1, который определяется равенством 

( 1 - 1 ) ! " /Zfc-Tfc \ — 

coGLp'1. Здесь/fc(f) = ?feIf Г 2 " , е с л и | П > 1 , и 4 ( П = Г Л , е с л и т < 1 . 0 п е р а т о р 
/ при всех р > 1 действует непрерывно из L p ' в пространство L j i 0 c ( C ) , снабжен­
ное топологией L1 (АГ)-сходимости на всяком компактном подмножестве К С С". 
Если дифференциальная форма со принадлежит классу L p ' , р > 1, и Э-замкнута, то 
функция / = /со удовлетворяет уравнению bf = со [12]. Для произвольной формы со 
из Lp' , р > 1, функция /со обладает обобщенными дифференциалами Э/со = Псо, 
Э/со = 5со. Операторы П, 5 суть сингулярные интегральные операторы, действующие 
непрерывно из L p ' , р > 1, в пространства Lp' и L p ' соответственно [12]. Обозна­
чим символом Ар норму оператора П: Lp ' -» Lp ' . Можно показать, что Лр > 1, 
причем Лр = 1 в том и только том случае, когда р-1. 

2. Пусть в С" задана функция /и, принимающая значения в пространстве комп­
лексных (и X и)-матриц, для которой ее элементы /и£, к, s = 1 , . . . , п, обладают обоб­
щенными производными и удовлетворяют равенствам (2). Определим дифферен­
циальные операторы Dk, полагая 

- " s 
Dh<p=bk<f- S jufe3iVj, ^eW\>loc(C"), k=\,...,n. 

. 5 = 1 

Используя операторы Dk, систему (1) можно записать как Dkf = 0, к = 1 и, 
а необходимые условия интегрируемости (2) в терминах операторов Dk выражаются 
равенствами DkDs = DsDk, к, s = 1 , . . . , п. Будем писать ц G МР)Г, если для некото­
рых р а г, р > г > 1 , выполняются условия: 1) цк S Lp, s, к = 1 , . . . , л; 2) || ц \\ж Ар< 
< 1; 3) || ju ILA, < Ц(2у/п^\)\ 4) Э,А4 e l , П Lr, /, s, к = 1,. . . , я., где q = грЦр - г) 
Здесь и в дальнейшем Lp=Lp(Cn). 

Справедлива следующая 
Т е о р е м а . Пусть ц € Мр<г, ade р > г > 2п, Предположим, что функции 

bjHk принадлежат пространству Lp и обладают обобщенными производными класса 
Lq П Lr, q = prj(p -г), j,s,k=\,... ,п. Тогда существует единственное гомео-
морфное отображение / : С" -*• С ", удовлетворяющее условиям нормировки 

Д0) = 0, f(z) = z + 0(\z\1-2n'p), z^°°, 
чьи координатные функции fk, к = 1, . . . , п являются решениями системы уравнений 
920 



(1). При этом производные bsfk, bsfk ограничены ubsfk,bsfk - 8S G Lp. Функции 
fk имеют вторые обобщенные производные класса L r . 

В основе доказательства этой теоремы лежит следующая 
Л е м м а 1. Пусть ß G Мрг. Тогда для каждой системы функций Gk G Lp, 

k = 1 , . . . ,n, имеющих производные bsGk 6 1 , Г\ Lr ,q = pr/(p - r ) , и удовлетво­
ряющих условиям DkGs = DsGk, существует единственное решение <р G W\>loc(Cn) 
системы уравнений L\<p = Gk,k = 1 , . . . , и, такое, что Ъку, дк*р G Lp, k= 1 , . . . , и, и 

f <p(zjdzAdz = 0. 
I z | < l 

Решение у обладает вторыми обобщенными производными класса Lr. _ 
По лемме 1 для каждого к = 1 и найдется решение <pfc(z) = zfc + I(dipk) 

системы (1), Ъук G Lp ' , обладающее вторыми обобщенными производными класса 
Lr. Полагаем / ( z ) = ( У О ) - < А 0 ) , . . .,</>"(* ) - <р"(0)). Так как Э/ G b " ' 1 И 
р > 2и, то / ( z ) = z + 0 ( | z |1 _ 2"/Р) и / (0 ) = 0. Покажем, что / - гомеоморфизм. 
Рассмотрим матрицу (^sfk)s^i,'...,n и пусть/— ее определитель. Справедлива 

Л е м м а 2. Функция J удовлетворяет системе уравнений 

(3) bkJ= S ßt^J+T.J, 

где 
n 

ГА= 2 3j/Ufc, fc= 1,. . . ,и . 

Нам понадобится также _ 
Л е м м а 3. Пусть Ф G L a , ЭФ G Lp ' , где а > 1, р > 2п. Тогда функция Ф ог­

раничена и 
|Ф( г ) |<« | |ФНь в ( в ( 1 > 1 ) ) + * | |ЭФ| |р , 
Ä(z , l )={wGC": | w - z | < l | , 

где a, b - постянные, зависящие от а и р, При этом если а > р, то Ф(г) ->0 при 
z ->°°. 

Применяя лемму 3, заключаем, что / — 1 G Lp и Э/G L9 ' O L , ' , функция 
/ непрерывна, ограничена и стремится к единице при z -*• °°. Рассмотрим систему 
дифференциальных уравнений 
(4) Dk(\)=Tk, k=l,...,n. 
Используя условия (2), несложно показать, что DkTs = DsTk, k, s = 1 , . . . , и. На ос­
новании леммы 1 делаем вывод о том, что система (4) обладает решением X класса 
Lp, имеющим обобщенные производные из Lr . Так как р > г > 2и, то по лемме 3 
функция X ограничена по модулю и X(z) -> 0 при z ->• °°. Функция Л = ехр X удовлет­
воряет системе (3), и поэтому отношение у = (/— Л)/Л является решением систе­
мы (1). Кроме того, if G Lp. Отсюда, учитывая то, что <р — решение системы (1), 
следует равенство <р = const. Поэтому / = С ехр X, где постоянная С отлична от нуля. 
Теперь заметим, что J (z,f) — якобиан отображения / - выражается через J и д: 

/ ( z , / )= l / ( z ) l 2 de t (£ - ju(z)M'(z)), 

Е - единичная матрица размера и, и в силу неравенства J(z) Ф 0, условия 
det(£" - цр*)Ф0, непрерывности д, вытекающих из включения р G Мр г и теорем 
вложения С.Л. Соболева [13], отличен от нуля. Мы приходим к выводу, что якобиан 
отображения / всюду положителен, а значит, / — локальный гомеоморфизм. Отсюда, 
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пользуясь известной теоремой Адамара о гомеоморфности локально-гомеоморфных 
отображений / : С" -*С", стремящихся к бесконечности при z ->°°, заключаем, ч т о / — 
гомеоморфизм. 

Из доказанной теоремы о существовании гомеоморфного решения системы 
уравнений (1) получаем 

С л е д с т в и е . Пусть в С" задана система уравнений (1 ) , для которой матри­
ца ß удовлетворяет всем условиям теоремы о существовании гомеоморфного реше­
ния. Пусть 3) - область в С" и у. 2>̂ >-С - решение системы (1) в Ж). Тогда функция 
<р допускает представление tp = g°f, где f - гомеоморфное решение системы (1) 
и g: / (25) -> С - аналитическая функция. 

Для доказательства этого следствия достаточно заметить, что функция g = 
= ip of'1 удовлетворяет соотношению dg = 0, т.е. является аналитической функцией 
в области / ( 2 ) ) . 

Основываясь на этом следствии и общих теоремах теории аналитических 
функций многих комплексных переменных [8, 14], получаем дальнейшие следст­
вия: теоремы единственности, принцип максимума модуля, теорему о стирании 
компактных особенностей и другие утверждения. 
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