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Введение 

В цилиндре Qo o=(0, оо)хй , где Q — ограниченная область n-мерно­
го евклидова пространства Rn

x, х= (хи . . . , xN), рассмотрим квазилиней­
ные параболические системы вида: 

ди-
—*- = йДи* + Fi {uv . . . , uN), di = const > 0, i = 1, . . . , N, (1) 
ot 

с условиями 
Яг/. I 

= 0, i= 1,2, . . . , N (2) 
duf 

M0,x) = aj(x)>0, -r*-
(o.oo)xdQ 

(здесь и далее v — внешняя нормаль к dQ). 
Предполагаем, что функции F{ непрерывно дифференцируемы в про­

странстве Ru9 u= (ии . . . , uN), и при и4:^0, . . . , uN^0 выполнены сле­
дующие условия: 

A. ^ < 0 ; 

dF, dF{ B. — - > 0 при 1Ф], причем если и / > 0 , то > 0 ; 
dtij diij 

C. F,(0,0, . . . , 0 ) = 0 ; 
N 

д. 2/=ж*..-, м==о. 

Считаем также, что w°(x)<=C2+a(Q), dQ^C 2 + a и выполнены условия со­
гласования: 

dv 
= 0 0 = 1 , 2 , . . . , N). 

Обозначения для пространств и классов Гёльдера Ch+a, Cft+a употреб­
ляются в том же смысле, в каком они употребляются в книге (*). 

15* 
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В работе (2) установлено, что при любом Г > 0 в цилиндре QT= 
= (О, T]XQ существует единственное в C2+a(Qr) решение и= 
'=(Ui(t, х), ..., uN(t9 х)) задачи (1), (2), причем оценки функций 
Ui(t9 х), . . . , uN(t, x) в норме £2 + а(й) не зависят от L 

В настоящей работе доказано, что при t->oo функции u^t, x), . . . 
. . . , uN(t, x) стремятся равномерно п о й к константам k^0y ..., kN^0 
(соответственно), удовлетворяющим алгебраической системе 

Ftih, . . . , kN) = 0 ( i = l , 2 , . . . , N), 
kx+ . . . + kN = м > о, 

где 

\(и\(х) + • •• + u%(x))dx, 
mes Q 

Q 

а также дана оценка скорости стабилизации решения задачи (1), (2). 

§ 1. Стабилизация решения задачи (1), (2) при t-^oo 

ЛЕММА 1. Пусть t0^zO, функции vt(ty x), . . . , vN(t, x) и Vi(t, x), . . . 
. . . , vN(t, x) при любом T>t0 принадлежат пространству C2+a([t0, T\X 
XQ) и в области (t0, о о ) х й удовлетворяют системе (1) с условиями: 

dvf 
vt (t0, х) = »• (х) > О, 

dv 

— —A dvf 
vt(t0,x)s=v!{x)>0, —l-

ov 

= 0, 
(t<„oo)xdQ 

= 0, 
l(^,oo)x5Q 

i= 1,2, . . 

i ' = l , 2 , . 

. , N, 

. . , N, 

и пусть 
max max | vt (t0, x) — vt (t0, x) | < e ̂  1. 

1 *<=o~ 

Тогда при любом t> tQ 

i 
«+1 max max | t;t- (t, x) — v( (t, x) | ^ сгг 

где, как и всюду далее, через с{ обозначаются не зависящие от t кон­
станты. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В области (t0, oo)xQ рассмотрим функции 
Wi(t, x)^Cz+a,([toy oo)xQ), удовлетворяющие системе (1) с условиями 

w{(t0, x)=vUx) + e, —^ 
1 dv 

= 0, i = l , 2 f ...,N. (1.1) 
Hto,oo)XdQ 

Заметим, что в силу теоремы 2 из (2) в области (/0, oo)XQ сущест­
вует единственное решение задачи (1), (1.1) из C2+a((t0, о о ) х й ) , при­
чем оценки функций Wi(t, x) в норме Cz+a(Q) не зависят от t. 
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В силу сделанных предположений Vi0(x)^Wi(t09 x) ( t = l , 2, . . . , N)y 
а значит, по лемме 1 из (2), Vi(t, x)^Wi(t, x) при любом t>tQ. Из усло­
вия Д и однородности граничных условий (2) следует равенство: 

JL j (их ( * , * ) + . . . + uN (t, x)) dx - 0, (1.2) 

которое получится, если сложить уравнения системы (1) и проинтегри­
ровать по Q полученную сумму. Очевидно, равенство вида (1.2) спра­
ведливо и для функций vt(t9 x), Vi(t, x) и w{(t9 x). Отсюда следует, что 

N __ N 

2 J №dt, x) —vi ('. *)) dx = У, f (i>° (x) - u? (x) + e) dx < 2Лге mesQ. 

Теперь, учитывая независимость от / оценок функций w{{t, x) и Vi{t, x) 
в норме С2+а(й) и применяя интерполяционное неравенство (лемма 2.3 
из (3)), получаем, что при t^t0y г ^ 1 

1 1 

max max | wt (t, x) — vt (t, x)\^ с2гп+1 + с3г ̂  c4en+1. (1.3) 

Аналогично доказывается, что при t^t0 

1 

max max | wt (t, x) — о* (f, я)) ^ съгп+1. (1.4) 

Из (1.3), (1.4) и следует доказываемая лемма. 
Из леммы 1 вытекает, что каждое неотрицательное стационарное ре­

шение системы (1) устойчиво. 
ЛЕММА 2. Пусть ku . . . , kN и &/, . . . , k/ — неотрицательные кон­

станты, удовлетворяющие неравенствам ki^k/, k2^.k2
f, . . . , k^k/, 

kj+i^k'j+ly . . . , kN^k/. Тогда 

S Ft(ki; . . . , fev)>S F,(fe;, . . . , ^ ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку u / O f c ^ O , в силу условий В, Д 
при любом y^(ku k/] 

л ' , N я 

***-! Аг дУ 

Следовательно, 

^ Ft (*i, • • • , М < 2 ^ (*i. & k'N). 
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Но, в силу А, Д, В, при любых и^О, . . . , uN^0 
д I 

-—2 Fifa, . . . , uN)<^0 при m < / 
т * = 1 

z—2 Fi(uv ••• > UN)>0 при m > / ; 
m * = i 

значит, 
/ / 

3 F,(^ , . . . , k'N)< 2 ^ (* i , *2, • • • , М ^ 

/ / 
^ S ^ ̂ ' • • •' */' ̂ +1' • • •' ^ ^ S "̂ ̂ ' •" ' ^' 

1 = 1 * = 1 

Лемма доказана. 
ЛЕММА 3. При любом ЛОО существует неотрицательное решение 

алгебраической системы 

(Ft(yv..., yN) = 0 ( / - 1 , 2 , . . . , АО, ( 1 5 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

( N 

ftv-i = \у = (у±, . . . , ito): й > 0, 2 й = ' 

и предположим противное. Тогда существуют е > 0 и такая точка у0 = 
= (#оь . • . , #w) E f l V - i , ЧТО 

2 |F,(y0)| = e, 2 \Ь(у)\>е 
t = i t = i 

для любого y^Qflt-i' He нарушая общности, можно считать, что 
% ) < 0 при i < / ( 0 < / < # ) , /7

<(y0)=0 при / < * < / + / ( 0 < / < # — / ) 
и Fi(y0)>0 при j + l<.i^N. Из условия Л(Уо);<0 и В, С следует, что 
*/«н>0. Очевидно, существует такое 6 > 0 , что #£ = (y0i—б, г/02, . • •, #о* + 
+ 6 ) e Q k i H F<(#$)<0 при i < / , F , ( J / | } ) > 0 при j + l<i<^N. Можно 
считать, что Р{(у6

0)<.0 при / < t ^ / + /i ( 0 ^ / ^ / ) и Р{(уб
0)^>0 при /+• 

+ h<i^N (этого всегда можно добиться соответствующим изменени­
ем нумерации функций F{ и их аргументов). Тогда 

r = i i = i i = / + / i + i 
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По лемме 2 

я значит, 

Отсюда 

1=1 1=1 

t = i i = / + / i + i i==i 

Полученное противоречие доказывает лемму. 
ЛЕММА 4. Неотрицательное решение системы (1.5) единственно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное. Пусть k=(ku ...kN) 

и kf= (fe/, . . . , kN') —два не равных между собой неотрицательных ре-
N N 

шения системы (1.5). Поскольку ^ ^ = S **' = t / ^ и ^ ^ ^ т о м о ж н о 

* = i t = i 

считать, что й4</г/, k2^k2\ . . . , k^k/, kj+l^kj+1, . . . , kN^kN' ( 0 < 
<Cj<iN). Но по лемме 2 

3F,(*)>SFt(fe'). 
* i = l f=sl 

что противоречит предположению 
/ / 

2Fi(fe) = 2/7^fe') = °-
1 = 1 t = l 

Лемма доказана. 
На интервале (t0y оо) рассмотрим систему обыкновенных дифферен­

циальных уравнений 

^L^Fi(u1,...,uN) (i— 1,2 АО (1.6) 
at 

с условиями 

М*о) = и ? > 0 , 2 и? = J£. (1.7) 
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Очевидно, задача (1.6), (1.7) является частным случаем задачи (1), 
(2), а значит, она имеет единственное решение ui(t)^0, . . . , uN(t)^0 

N 

и 2 ut(t)=Jt. 

ЛЕММА 5. Компоненты ut(t) (i=l, 2, . . . , N) решения задачи (1.6), 
(1.7) при t->oo стремятся соответственно к константам k^O, удовлетво­
ряющим системе (1.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию G(t) ==V(u(t)), где 
V(u) = \ul—ki\+...+ \ UN &N |. Она непрерывна по Липшицу и в каж­
дой точке t>t0 имеет правую производную. Фиксируем ti>tQ и пока­
жем, что 

dG(t) 
dt 

< 0 , 
l/i+O 

N __ 
если u(ti) = (ui(ti), . . . , uN(ti))=£k= ( & b . . . , kN). Так кш ^щ^)-

t = i 

= ^ ^ ™ «^ и u (^i) ^ ^ т о можно считать, что 

Тогда 

Ui{ti)>ku . . . , M j(/1)>^ i , Uj+i(ti)=kj+u . . . , Uj+i(ti)=^ki+ly 

K i+i+1(/i)<£J+,+1, . . . , uxittXkx (0<f<N, 0^l<N—j). 

dG 
dt 

du 

•7i+0 

— / *fal 
+ 

du.-
+ -L + 

dt 

du/+1 

dt + 
du '/+/ 
# 

7+Z+i 

<tf '/=/» 
^ i ("&)) + ' •• + F / ( " & ) ) + 

+ | F /+1 (a (tx)) | + • • • + | / > / (tt ft) | - /> / + 1 (a &)) F* (" &)). 

Так как ui{ti)>ki при 0<i^j, Ui(ti)=ki при j<i^j+l и ui(ti)<ki при 
j + l<i^N, то по лемме 2 

2 F, (и (/J) + % | F< («&)) | - 3 F, (и &)) < 
1=1 t=/+i i—f+l+i 

<%Ft(k)+ 2 \Ft(k)\- ^ F,(*) = 0. 
t = l Г==/+1 i—j+l+l 

В силу произвольности /4 получаем, что — < 0 при любом tf>/e. 

Нетрудно проверить, что функция V(u) является функцией Ляпуно-
ва в смысле определения, данного в работе (4). Применяя теорему 7 из 
(4), получаем доказываемую лемму. 

В области (t09 оо)х£2 рассмотрим функции ;%•(/, x)(i=l, 2, . . . , N) 
из C2+a((t0, T]XQ) при любом T>t99 удовлетворяющие системе (1) с 
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условиями: 

= 0 (1 = 1,2, . . . , АО, 
(tQ,oo)Xd& 

(1.8) 

fi(*)eCM(Q), 4г 
dv 

- 0 . 
dQ 

Такие функции существуют, поскольку существует единственное реше­
ние задачи (1), (1.8) H3C2+a(Uo, Oo)XQ) (СМ. (2)). 

ЛЕММА 6. Если не все функции fi(x) —константы, то существуют 
такие константы б±^>0, б 2 >0, что при любом t>t0

J\r8i 
N N 

^ max щ (t, х) < ^ max ft (x) — ба. (1.9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В лемме 2 из (2) доказано, что при t>U 
N ~ N 

^ max ui(t, x) ^ ^ maxfi(x). 

Пусть функции ui(t) удовлетворяют системе (1.6) с условиями 
Ui(U)=maxfi(x). По лемме 1 из (2) Ui(t)*^ui{t, x) при t>t0. Пусть 

fj(x) =7̂ =const. Справедливо равенство: 

д(и{ — и}) — ~ 

- ^ Д dFf ~ - - - -
+ (wy — My) — i (uv . . . , иу-х, теу + (1 — т) и,-, uI+1, . . . , uN) dx + 

J <?"/ 
0 ' 

N xdF ~ _ _ ~ _ -
+ ^ Г L{UV . . . , Mfe-x, ТО/г + (1 — T) Uk, Uk+1, . . . , UN) dX. 

Учитывая, что uh^uk, из условий А, В, получаем: 
р\ ___ fmm, ^ ^ 

— (uj — Uj) > фД (му — Uj) — Оу (*, х) (UJ — uf), (1.10) 

где УД*,х)>0. 
Фиксируем 6 i > 0 и покажем, что в цилиндре Q6 l=(/0 , f0+64]XQr 

функция {uj—Uj) не может принимать нулевые значения. Предположим 
противное. Пусть в некоторой точке {t0, xQ)^Q6l {uj—uj) {t0, x0)=0; 
это означает, что 

{Uj —Tij) {t0, x0) = min (иу — Uj). 
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К функции Uj—uj применим аналог теоремы 7 из (5) (вариант леммы 
о нормальной производной с неравенством (1.10), которая доказыва­
ется точно так же, как и теорема 7 в (5)). Следовательно, если xQ^dQy 

d(Uj-Uj) 
то • < 0 , что противоречит условию-

«**> dv 
= 0. Зна-ду 

чит, х0фд£1 и (t0, х0) — точка внутреннего минимума функции щ—щ в 
Q6r Но в этом случае из теоремы 5, § 2, гл. II в (') следует, что 
(Uj—£j)=0 в Q6l, а это противоречит предположению /v^const. Следо­

вательно, существует такая константа 6 2 >0, что 

Uj (t0 + 6j) — max и/ (t0 + 8V x) > 82 > 0. 

Отсюда, учитывая, что при любом t>t0 

3 МО = ^ max/И*), 

получаем неравенство 
N ~ N 

^ max Si (̂ 0 +S,., * ) < 5 J тахД(*) — 62. (1.11) 
t = i ^£Q /__, ^ £ Q 

Согласно лемме 2 из (2) при / > / 0 + 6i 
N _ N ~ 
^ max щ (t, x) ^ y^ max 5i (̂ 0 + 8V x). (1.12) 

Из (1.11), (1.12) и следует доказываемая лемма. 
ТЕОРЕМА 1. Компоненты ut(t9 x) решения задачи (1), (2) при 
/-^оо стремятся по норме C0(Q) соответственно к константам k^O, 
удовлетворяющим системе (1.5) при 

м = —!_Г(ио(*)+ ... +^(x))dx. 
mes Q J * iV 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Семейство а4 (/, х), . . . , и* (̂ , х) ограничено 
в норме С2+а(Й), а значит, компактно в норме C2+ai(<Q) (a 4 <ia) ; отсю­
да следует, что существует последовательность {/т} такая, что tm*-*oo 
при т-мх> и Ui(tmi x)-^fi(x) по норме C2+ai(iQ). Очевидно, / Д ^ ) е 
еС а + в 1 (0) , 
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Для любого ео (0 , 1) (выбор будет сделан ниже) существует такой 
номер т е , что при т^тг 

maxmaxlMf(fm, х) — f{(x) | < s < 1. (1.13) 

В области (tme, оо)ХЙ рассмотрим функции щ(1, х), удовлетворяющие 
системе (1) с условиями (1.8). Если не все ft(x) —константы, то по 
лемме 6 существуют 6Ь б2 такие, что 

N ^ N 
У max щ (t, х) ^ у, max f{ (x) — б2 

при t>tmt +6i. Из леммы 1 и неравенства (1.13) следует, что при 

1 

max max | щ (t, x) —- щ (t, х) \ < сггп+1. 

Отсюда 
N г N 

У max щ (f, л) < qe"*1 + у max ft (я) — б2 

1 

при />tfm# + 81. Выберем s так, чтобы c^n+1 < — , тогда при ^ > / т е + б х в 2 

2 та_х щ (t, х) < ^ т а х fi (*) — Т ' 

что противоречит предположению м*_(£те, #)-*ft(*) при т->оо. 
Таким образом, показано, что fts==£/.=.const и функции iii(t, х) = 

= Ui(t) являются решением системы (1.6) с условиями 

Ui(tmJ = ki, где /e t->0, 

.-1 mes У J 

' 8 

Q 

Так как по лемме 5 ц* (/)->&* при /->оо и 

max max | щ (t, x) — щ (t) \ < сгг 
1 x<=Q 

i _ 

при t>iu, то в силу произвольности e получаем, что Ut(tm, x)-^ki при 
т-^оо по норме C0(Q). 

Покажем теперь, что иД/, x)-+k{ при t-^oo. По доказанному выше, 
для любого б > 0 существует такое mi(iS), что 

max max | щ (tm{^ х) — ki \ < 6л+\ 
1 *еа 
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В силу леммы 1 при любом t>tm(6) 

max max | щ (t, х) — k{ | < const • б, 

где const не зависит от б. Теорема доказана. 

§ 2. Оценка скорости стабилизации 

Пусть выполнены все условия теоремы 1, и пусть функции F{ дваж­
ды непрерывно дифференцируемы в пространстве RU

N. Тогда справед­
лива следующая 

ТЕОРЕМА 2. Существует такое Я>0, что 

max max [ щ (t, х) — kt | ^ сет**, 

где константы с и X зависят от пу N, Fu области Q и оценок функций 
Ui(t, x) в норме £2+а(£2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 1 для любого Y > 0 существует 
такое Т(у)>0, что при t>T(y) 

max max | щ (t, x) — kt\< у. 
1 лей 

Разлагая правые части по формуле Тейлора, получаем: 

d(tt'~ki) = dA (щ -кд+У\р-\ ("/ - */) + ̂  (2- J> 
ot '-* ой,- • / = i / i#=& 

где 
^ i Л ^ . ( e w + ( i - e ) ^ ) 
Л = т 2 srs; <"/-*/>(*-*<>• 

Заметим, что в силу условия В, &г>0, следовательно, все элементы мат-
(dF, (k)\ 

рицы { 1 отличны от нуля. В работе (2) доказано, что в этом слу-I ди! ) 
чае общее решение линейной системы 

Л dF. (k) 
Ъ—ir-Vl-* « = 1 , 2 , . . . , Л) 
/=1 / 

представляет собой однопараметрическое семейство yi=uix, . . . , yN = 
=<XNT, где а^>0. Не нарушая общности, можно считать, что .at—••• = 
= a j v = 1 (этого всегда можно добиться соответствующей заменой в си­
стеме (1)). 

Умножим каждое 1-е уравнение системы (2.1) на функцию {щ—k{)r 
проинтегрируем по Й и сложим полученные равенства; тогда получим: 
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i ! i - (и, - fey) (и, - *,) + 2 ^ ("* - fe<) d-
/ i = i J 

d] С (\ N 

— min Y J I S (Ui — kt)x 

N N dp 

t = l / s i 

Заметим, что 

каре 

Г N N ftp /y\ N 

f I ̂ J (t/j — fei) I dx = 0, следовательно, по неравенству Пуан-

| \ 2 / JV \ 2 /i N 

Q V 1=1 

что 

В предложении 3 из (2) доказано, что 
N N dFAk) 

причем равенство нулю возможно только тогда, когда 

Отсюда следует, что квадратичная форма 

d ( N \ 2 N N dF (k) 
-^niin-i- s (u,-k,)) +2 s -A-(«,-*,)(B/_ft/) 

\ / = i / i = i / = i / 
отрицательно определена, а значит, существует такое Xi>0, чт 

d I N \ 2 N N dF (k) 
- u m i n - i - J («/-*/) + S S - ^ ( « , - ^ ) ( н , - М < 

1 \ / = l / t = l / = l / 

N 
< - ^ ^ (Hf-fc)». 

t"=l 

Предполагая, что £>Т{у)9 получаем неравенство: 
N N N 

7 1 " j S ("' - *') ' dx^-X^^iUi- kef dx + уъ J 2 ("< - k)2 d». 

Выберем 7 так, чтобы yCi-<— , тогда при t>T(y) 

С N 

2 ("f (*.*) — hf dx s£ mes QAtyVM-rw). 
\ i - i 
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Теперь, используя независимость от t оценок функций иД/, х) в норме 
^2+а(Й) и интерполяционное неравенство (лемма 2.3 из (3)), получаем 
доказываемую теорему. 

В заключение выражаю глубокую благодарность С. Н. Кружкову 
за постоянное внимание к работе. 

Поступило 
19.IX.1980 
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