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О С У М М И Р У Е М О С Т И Р А З Л О Ж Е Н И Й 

ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЬЕХ И 

ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

И.Ю. Трушин 

Рассмотрим оператор L, порожденный обыкновенным дифференциаль­
ным выражением 

п-2 

jfc=0 

и распадающимися нормированными краевыми условиями 

fc=o 

причем 0 < si < • • • < S n - p < - 1, 0 < S n - p + i < • • • < S n < ^ 1-
Ладим определение суммируемости по Абелю разложений по собствен­

ным и присоединенным функциям (с.п.ф.) оператора, введенное В. Б. Лид-
ским [1]. 

Зафиксируем ту ветвь многозначной функции , что > О при А > 0. 
По разлагаемой функции f{x) построим ряд 

Ц х , 0 = - £ Res е-(-^)"*Ял(А)/ , 

где Ai, А2 , . . . - характеристические значения оператора А, R\{A) — {Е — 
\А)~^ А - резольвента Фредгольма оператора Л, а числа а и а выбраны 
так, что ряд при каждом t > О сходится. 
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Будем говорить, что ряд Фурье по системе с.п.ф. опе­
ратора А суммируется методом Абеля порядка а равномерно по х на от­
резке [0,6], если существует 

l i m | K x , O - / W I I = 0 . 

При предположении, чтор\^~^\х) G С[0,6] и |гг - 2р\ < 2 А.П. Хромов 
[2] доказал равномерную по х G [0,1] суммируемость по Абелю порядка 
1/п < а < 1/2 разложений по с.п.ф. оператора^. Затем А. Г. Костюченко 
и А. А. Шкаликов [3] доказали равномерную по аг Е [0,1] суммируемость 
по Абелю порядка 1/п < а < 1/ \п - 2р\ разложений по с.п.ф. оператора 
L в случае \п - 2р| < 4 для постоянных рк{х). 

В настоящей статье доказывается следующая теорема. 
Обозначим через DQ открытый четурехугольник в комплексной г-п л ос-

кости с вершинами [ О, а, а, а{1 - ехр(27гг/п))"^, а{1 - ехр(-27гг'/гг))~^], 
а через SQ - наименьшее из натуральных к таких, что 

m - f l / / m - l m + l \ 
к > cos тг / I cos тг — cos тг 1 (3) 

(здесь т = min (р, п — р)). 

Т Е О Р Е М А 1. Пусть pk{x) - аналитичны в Da и непрерывны вплоть 
до границ. Тогда для всякой функции из области определения опера­
тора L ^ где1=: 1-f-[(50 {2рп Л- {1 - р)р/2 -YA^^ « п - р + О + 1) / Ч ' Т'яд 

Фурье по системе с.п.ф. оператора L суммируется методом Абеля 
порядка 1/п < а < 1/ \п — 2р\ равномерно по х £ [0,1] при 

[а — 2р| < 4 -h min(p, п — р) и четном п, 
(4) 

~ 2р| < 3 4- min(p, п — р) и нечетном п. 

Здесь необходимо отметить, что условие (4) является точным и при 
его нарушении, вообще говоря, невозможно суммирование на всем отрезке 
[0,1] методом Абеля какого-либо порядка. 

Отметим также, что в случае |п — 2р| < 2 в теореме 1 можно ослабить 
ограничения на коэффициенты дифференциального выражения и требо­
вать шлтъpk{x) G i>(0,1). 

В статье также рассматривается интегральный оператор вида 

( Л / ) ( х ) = (М/)(х)+5] / / (Ог ;*тЬ'^(^) ' 0 < ^ < 1 . (5) 
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г д е ( М / ) ( х ) - / ; м ( х , 0 / т . 
Тгисие операторы были впервые введены А. П. Хромовым и были по­

дробно изучены в работах [4], [5] и других. 
Оператор, обратный оператору (1), (2), имеет вид (5) и теорема 1 не­

посредственно вытекает из доказательства приведенной ниже теоремы 2. 
Отметим далее, что рассмотренный в работе [3] оператор свертки на ко­
нечном интервале с ядром, определенным на всей вещественной оси как 
преобразование Фурье рациональной функции, также может быть пред­
ставлен в виде (5). 

Обозначим через V пирамиду с вертикальной t-осъю и горизонтальной 
^-плоскостью: V = {{t,z): О < ^ < 1, z G ^ i - t } . 

д' 
Пусть функции -—^ Мо (tyz), 0 < z < n - h l , определены и непрерывны в 

oV 
пирамиде V. при фиксированном^ являются аналитическими по г в 
и 

^ М о ( 0 , г ) = г,-,„_1, 0 < г < г г . 

Предположим, что 
М ( х , 0 = М о ( х - ^ , 0 , (6) 

а Vk{x), дк{х) - непрерывные при О < х < 1 функции, имеющие представ­
ление 

t;^b(x).= ( l - x ) " ' ^ 4 - o ( ( l - x ) " ^ ) , при 

дк{х) = akx^^-\-о{х^^), ^ О, при х - > О, (7) 

причем в системах целых неотрицательных чисел { x i , . . . , X m } и 
{Xi) • •) Xm} все числа различны и не могут отличаться друг от друга 
на целое кратное п. 

Обозначим X = YlTzni i^k -f Xfc), «о - наименьший из натуральных А; 
таких, что выполняется.неравенство (3). 

Сформулируем основную теорему статьи (здесь для определенности 
считаем т нечетным; случай четного m изучается аналогично). 

Т Е О Р Е М А 2. Пусть оператор Л удовлетворяет условиям (6), (7) и 

(гг — 4) /3 < m < гг/2 при четном п, 

(п — 3) /3 < m < п/2 при нечетном п. 

Тогда для всякой функции f = Л ^ ь ^де / = l-l-[(so (2m -f х ) + 1) /п], 
fi G Ь(0,1), ряд Фурье по системе с.п.ф. оператора А суммируется 
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методом Абеля порядка 1/п < а < 1/(п — 2 т ) равномерно по х на 
отрезке [0,1]. 

Отметим, что ограничение (8) является пршшипиальным и при его на­
рушении построен пример, показывающий, что в этом случае, вообще го­
воря, невозможно суммирование на всем отрезке [0,1] методом Абеля ка­
кого бы ни было порядка. Однако в этом случае существует меньший от­
резок [0,6], 6 < 1, на котором имеет место равномерная суммируемость [6]. 
Отметим также, что в случае п — 2 < 2 т < тг — 1 теорема остается спра­
ведливой, если требовать лишь непрерывность ядра М(ж, ^) [7]. 

1. Изучим резольвенту оператора (5) в случае М = , где 

Jo 

Будем в дальнейшем считать Л = - р ^ , = arg 
Введем обозначения^^^^^ = (pkj7r/n, где (pk,i = 2 — Аг, (pk,2 = к — I при 

четном к, (рк,1 = к -\- 1,(рк,2 — при нечетном к. Обозначим через Аго 
нечетное число такое, что п / 2 - 1 < Аго < n/2-hl. Будем также обозначать 

= IЛ)/2, ^(х, О = 1 при X > ^, ф , О О при X < е 

Л Е М М А 1. Пусть М = 1'^, 2т < п. Тогда при достаточно больших 
\р\ на луче (р — {—1У тг/гг для ядра резольвенты G{x, ^, р) имеет место 
представление 

. Gix,tp)^e{x,0j2'K к^^,(^'^,Р) + 0{р'^+^+'-П, (9) 

где означает, что суммирование идет для натуральных 
I < г < SQ, 1 < k i < ко таких, что кратность k i в мультииндексе 
{ k i , . . . , k r r n - ^ i } не превышает г. 

Здесь Dk^,...,krm-\-i(^^^^ Р) " О'Налитичные вне нуля в секторе р-плос-
кости -7г/п Ч- т/п < (f < тт/2 - ттг/п функции, имеющие там оценку 
при достаточно больших \р\ 

< С|рГ(^™+х)+^-"ехр (\p\Fi^ , (10) 

где 

гт-\-1 гп 
^L--:Km^S^)^ ^ o s 4 ( ^ + ^ j f c „ ; ) - ^ ! E c o s ( ^ - f ^ . ^ . ) . (11) 

i=l г - 1 

Локазательство леммы проводится подобно рассуждениям [4], [5]. 
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Л е м м а 2. Пусть т удовлетворяет ограничениям (8). Тогда для 
всякого мультииндекса {ki,..., krm-{-i}, участвующего в представле­
нии (9), существуют лучи в секторе —7г/2-f ттг/п < (f < 7г/2 —ттг/п, 
на которых при достаточно больших \р\ имеет место 

Ч k.^J^>tp)\<C\pr^'"'+^^'-'-- (12) 

Л О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Зафиксируем какой-либо мультииндекс 

{кг,..., krrn-\-i} 5 

участвующий в представлении (9). Разобъем входящие в него индексы на 
три непересекающиеся множества 

М = {I < ki < т} , 

и = { т \ < k i < ко — \, k i - четные} , 

V {т -\-2 < k i <ко, k i - нечетные} . 

Заметим, что множества W и У не могут быть пусты одновременно. 
Обозначим через s количество элементов вЫ, через d- количество эле­

ментов в У, через Аг̂  - наименьший элемент а через к'^ - наименьший 
элемент У. 

Введем множество индексов J\f — Vr\ где Vr - множество, состо­
ящее из г экземпляров множества { 1 , . . . , т } . Множество М состоит из 
S -\- d — I элементов, которые обозначаем через Ti и нумеруем в порядке 
невозрастания <Pт^,з • 

Тогда формула (11) принимает вид 

5 + Р - 1 

Рассмотрим вначале случай j = 2. Заметим, что мультииндекс 

{ki,. •., krrn-\-i} 

принадлежит одному из трех непересекающихся множеств мультииндек-
сов: 

{sd = 0}, 

{sd^0,2K + ki-<pr„j>n + 2}, 

{sd^0,2ki + ki+<pr,,j > n + l } , 
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поскольку множество 

{sd^O, 2ki + Ar̂  + ^r^^j <п^\Жи-^К^ ^r,,j < n + 2} 

пусто в рассматриваемом случае. 
Предположим вначале, что в мультииндексе {А: i , . . . , A:rm+i} имеет мес­

то — 0. Пусть для определенности с/ = 0. Тогда s > 1 и 

cos (7г /2 -{к'^-1 + (pij) тг/п) < О при г G 

cos (7г /2 - { k l - l + (fij) 7г/п) > О при г G Af, 

Поэтому в рассматриваемой ситуации 

и из оценки (10) вытекает оценка (12). 
В случае 5 = 0 оценка (12) получается из неравенства 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда в мультииндексе {A^i , . . . , krm+i} 

выполняется sd ф 0,2Аг̂  + А:̂  — v r̂̂ ,; > ^ -f 2. Для любых к{ G V и 
+ имеет место цепочка неравенств 

п>к1л-к^-\> ki-^r,a - 1 > ^ : - ^ г „ 2 - 1 > ^ - (А :̂ - A:f - 1 ) > о, 

и,следовательно, 

sin(A!j - < г̂̂ ,2 - 1)7г/п > sin (А:̂  -h Агг - 1) 7 г / п . 

Кроме этого, для любых 1 < j < s -\- d — l,ki £U выполняются неравен­
ства 

sin(A:̂  -<^r^,2 - 1)7г/п > о, 

cos(7r /2 - (А:̂  - 1)7г/п -f (А:,- - 1)7г/гг) < 0. 

Отсюда вытекает оценка 

^ ' . \ , . . . , w ( V 2 - ( f c ^ - l W n ) 

= ^ sin(A!j-h А:,-- 1)7г/п - ^ sin (А:̂  - v?r,,2 - 1) тг/п < 0. 

k,£V i = l 

Отсюда и из (10) вытекает оценка (12). 
Если в мультииндексе {Ari, . . . , krrn+x} выполняется sd ф О, 2kfj + А:̂  -f-

V^r,,2 > n -f- 1, то 

( - ^ / 2 + ^ ^ / n ) < 0 , 

и имеет место оценка (12). 
В случае j = 2 лемма доказана, а случай j = 1 изучается аналогично. 
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2. Доказательство теоремы 2. Докажем вначале теорему в слу­
чае, когда М = 1^. В статье [5] установлено, что оператор А имеет счет­
ное множество характеристических чисел = ~Рк^ Рк = + ^(l)? 
Р1 =^ а { к -\- h)l sin{mw/n), Ajb ^ О, а и /г - известные числа. 

Из оценки (2.21) [5] легко следует оценка 

\Gix,tp)\<C\p\'"^+'--+^exp\p\ (13) 

при достаточно больших \р\ в области /^плоскости, получающейся из сек­
тора -ж/п < arg/? < 7г/п выбрасьюанием точек р^ вместе с круговыми 
окрестностями'достаточно малого, но одного и того же для всех точек р1 
радиуса. 

Легко видеть, что 

Rx{A)A'fi = -A'h/X - ... - Ahl\' + Rx{A)hl\'. (14) 

Используя оценку (13), тождество (14), леммы 1 и 2 и повторяя рассуж­
дения теоремы 1 статьи [3], завершаем доказательство теоремы 1 в случае 
М = Г. 

Рассмотрим теперь оператор А в случае, когда 

М = ВГВ'-\ (15) 

где В = Е -\- N, Е - единичный оператор, N - вольтерров оператор с 
непрерывным ядром. 

Наряду с оператором А рассмотрим оператор 

k^i 

Легко видеть, что для оператора AQ справедлива теорема 1. 
Заметим теперь, что А = ВА^В"^, R\{A) = BR\{Ao)B~^ и характе­

ристические значения операторов АиАо совпадают. Поэтому утвержде­
ния теоремы имеют место и для рассматриваемого оператора. 

Осталось заметить, что оператор М с ядром (6) может быть представ­
лен в виде (15) (см. [8]). Теорема доказана. 

Покажем теперь, что условие (8) является точщ>1М в случае 2 т < п. С 
этой целью рассматривается интегральный оператор Ai, ядро которого 
является функцией Грина оператора, порожденного дифференциальным 
выражением 1{у) = и краевыми условиями 

у{0) = ••• = у ( " — 1 ) ( 0 ) = у(1) = • • • = j/('"-i)(l) = 0. 
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